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la publicacion DE esta cuarta edicion del “Algebra” lleva implicita la 
necesidad de establecer algunas comparaciones con la edicion anterior. 

Si por una parte se han conservado el plan general, el orden de los 
temas y la extension de la tercera edicion, en cambio, por otra, se han 
introducido ciertas modificaciones bastante importantes. Varios de los 
paragrafos fueron ampliados o sustituidos por nuevos textos. Ejemplos 
de tales modificaciones son la discusion del sistema numerieo en el capi- 
tulo 1, la resolucion grafica de dos ecuaciones de primer grado con dos 
incognitas en el Capitulo 6, la introduccion a las ecuaciones de segundo 
grado en el Capitulo 8, las raices de numeros complejos en el Capitulo 
11, asi como el tratamiento de sistemas de ecuaciones homogeneas de 
primer grado, los sistemas de m ecuaciones de primer grado con n in¬ 
cognitas y una gran parte de la discusion de permutaciones y combi- 
naciones. 

Ademas, se han anadido nuevos paragrafos sobre funciones repre- 
sentadas por segmentos de rectas, soluciones de problemas mediante 
ecuaciones simultaneas, tasa efectiva 'y determinacion del pago perio- 
dico, termino y tasa. 

En ciertas partes se ha cambiado la terminologia y el simbolismo pa¬ 
ra actualizarlas segun el uso moderno. Por ejemplo, la'palabra polinomio 
se emplea solamente para designar una funcion racional entera, en tanto 
que la palabra multinomio se usa para referirse a una expresion for- 
mada por varios terminos: 

A1 igual que en las ediciones anteriores, en la redaccion de los textos 
se ha empleado un estilo informal procurando evitar el uso de frases 
largas o complicadas. Los nuevos conceptos se introducen a medida que 
se hacen necesarios. Ademas, se ha prescindido de la practica de iniciar 



una discusion directamente, sea con una definicion formal, con una re¬ 
gia de procedimiento, o con el enunciado de un principio. El camino 
para la introduccion de nuevos conceptos se ha preparado mediante la 
explieacion previa de su necesidad, recurriendo el uso de ejemplos ilus- 
trativos o de pasos logicos que conducen a la conclusion final, dejando 
la presentacidn del enunciado formal a modo de sumario y con una 
referenda facil para su localizacion. 

, Se examino el texto completo de esta edicion con el deseo de aclarar 
algunos puntos que pudieran a primera vista ser dificiles de compren- 
der/Para ello se anadio material introductorio en aquellos lugares en 
donde es aconsejable hacerlo, se agregaron notas cortas que sirvieron 
para repasar puntos estudiados previamente y se adicionaron pasos in- 
termedios en la resolucion de los ejemplos. 

Frecuentemente las dificultades del estudiante se originan en la falta 
de una planeaeion sistematica. Para ayudarle a veneer esta dificultad 
se proporcionan instrucciones detalladas para obtener una solucion or- 
denada. Los procedimientos dificiles y los tipos de problemas que apa- 
recen en los ejercicios se ilustran mediante ejemplos cuidadosamente 
explicados. En la presentacion de estos ejemplos se ha evitado la prac- 
tica de interrumpir los pasos de la solucion con explicaciones largas. 
Por el contrario, la explieacion de cada paso se da mediante un breve 
enunciado que aparece a la derecha. 

Como una ayuda adicional, para organizar mejor el aprendizaje, se 
ha empleado un formato completamente nuevo. Para evitar la interrup- 
cion de una discusion, debida a los cambios frecuentes del tipo de letra, 
se ha procurado el uso de notas marginales que senalan las definiciones, 
los conceptos, las, leyes y las descripciones de los pasos de una solucion. 
Tales notas marginales sirven tambien para localizar mas facilmente el 
material necesario para una consulta o un repaso. 

Para diferenciar claramente Id fundamental de lo auxiliar, se han 
impreso en color tanto las notas marginales como las anotaciones de los 
ejemplos resueltos; de este modo, su naturaleza y su funcion resultan 
evidentes a primera vista. 

Puesto que en cualquier texto de algebra es de necesidad fundamental 
un numero suficiente de ejercicios, se han incluido aproximadamente 
4200 nuevos problemas, agrupados en 89 ejercicios regulares y en 4 
ejercicios suplementarios. En ellos se incluyen problemas semejantes a 
los requeridos para estudiar geometria analitica y calculo. Se han evi¬ 
tado los problemas en que las computaciones numericas oscurecen, por 
laboriosas, los principios empleados. Los problemas de cada ejercicio 
estan graduados y aparecen en grupos de cuatro, siendo cada grupo de 
aproxirriadamente el mismo nivel referido al mismo principio. Lo ante¬ 
rior permite que el profesor asigne tareas del tema y nivel adecuados 
sin tener que analizar todos los problemas del ejercicio. Se proporcio¬ 
nan respuestas a tres problemas de cada cuatro. 



Siendo dificil cubrir un curso semestral el material que comunmente 
aparece en un libro de algebra, es natural que exista una gran diferencia 
entre una escuela y otra acerca de la seleccion de los temas y del tiempo 
dedicado a cada uno. Por tanto, la flexibilidad resulta muy deseable en 
un texto de esta materia. Se ha tratado de lograr tal flexibilidad orga- 
nizando el material de modo que cada ejercicio este precedido por cierta 
dosis de texto que permita cubrir ambos, texto y ejercicio, en una mis- 
ma sesion. Cada ejercicio contiene ademas suficiente numero de pro- 
blemas como para dedicar a cada tema mas tiempo, si asi se desea. Los 
paragrafos cuya omision es mas factible aparecen al final de cada capi- 
tulo. De este modo su eliminacion no interfiere con la sucesion de los 
temas. Los primeros cuatro capitulos estan dedicados a un repaso del 
algebra elemental. Cada uno de estos capitulos esta acompanado por 
una extensa lista de problemas suplementarios. Por supuesto estos ca¬ 
pitulos pueden estudiarse tan rapidamente como se estime necesario. 

PAUL K. REES 

FRED W. SPARKS 




CONTENIDO 


1: LAS CUATRO OPERACIONES FUNDAMENTALES 1 

1.1 El sistema de los numeros reales, 1 

1.2 Definiciones basicas, 5 

1.3 Adicion y sustr action, 6 

1.4 Simbolos de agrupacion, 8 

1.5 Multiplication, 11 

1.6 Exponentes en la multiplication, 11 

1.7 Productos que incluyen multinomios, 12 

1.8 Los exponentes en la division, 14 

1.9 Divisiones que incluyen multinomios, 15 

1.10 Operaciones en que aparece el cero, 15 

2: PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION 20 

2.1 El producto de dos binomios, 20 

2.2 El cuadrado de un multinomio, 22 

2.3 El proceso de factorization, 23 

2.4 Factores de binomios del tipo cP + b n , 27 

2.5 Factorization por agrupacion, 29 

2.6 Trinomios que son reductibles a la diferencia de dos cuadrados, 30 

3: FRACCIONES 33 

3.1 El principio fundamental de las fracciones, 33 

3.2 Reduction a la minima expresion, 35 « 

3.3 Multiplication de fracciones, 37 

3.4 Division de fracciones, 39 

3.5 El minimo comun multiplo, 41 

3.6 La adicion de fracciones, 43 

3.7 Fracciones complejas, 46 

4: ECUACIONES DE PRIMER GRADO 52 

4.1 Tipos de ecuaciones, 52 

4.2 Ecuaciones equivalentes, 53 

4.3 Solution de ecuaciones de^primer grado, 54 

4.4 Ecuaciones que comprenden fracciones, 55 

4.5 Solution de problem as mediante el uso de ecuaciones, 59 

5: FUNCIONES Y GRAFICAS 68 

5.1 Constantes y variables, 68 

5.2 Funciones y notation funcional, 69 



5.3 Funciones de dos o mas variables, 70 

5.4 Representacion grafica de funciones, 72 

5.5 Funciones lineales, 75 

5.6 Funciones representadas por segmentos, 76 

5.7 Representacion grafica de datos estadisticos, 77 

6: ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO 

6.1 Ecuaciones de primer grado con dos incognitas, 83 

6.2 Resolucion grafica de dos ecuaciones de primer grado 

con dos incognitas, 84 

6.3 Eliminacion de una variable por adicion o sustraccion, 87 

6.4 Eliminacion de una variable por sustitucion, 96 

6.5 7Yes ecuaciones de primer grado con tres incognitas, 93 

6.6 Problemas cuyas soluciones implican sistemas de ecuaciones 

de primer grado, 97 

6.7 Solucion de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas 

por medio de determinantes , 163 

6.8 Determinantes de tercer or den, 106 

6.9 Resolucion de un sistema de tres ecuaciones de primer grado 

por medio de determinantes, 107 

7: EXPONENTES RADICALES 

7.1 Leyes de los exponentes, 112 

7.2 Expresiones exponenciales con exponentes enteros 

positivos y exponentes cero, 112 

7.3 Expresiones exponenciales con exponentes enteros negativos, 115 

7.4 Raices de los numeros, 119 

7.5 Exponentes fraccionarios, 120 

7.6 Simplificacion de expresiones exponenciales, 122 

7.7 Leyes de los radicales, 125 

7.8 Reduccion de radicales que contienen monomios enteros , 126 

7.9 Multiplicacion de radicales del mismo orden, 128 

7.10 Division de radicales del mismo orden, 129 

7.11 Racionalizacion de denominadores, 130 

7.12 Simplificacion de expresiones radicales, 131 

7.13 Adicion de radicales, 133 

7.14 Otras operaciones con radicales, 135 

8: ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 

8.1 Definicion de ecuacion de segundo grado, 140 

8.2 Solucion de ecuaciones de segundo grado por factorizacion, 141 

8.3 Solucion de ecuaciones de segundo grado 

completando un cuadrado perfecto, 143 

8.4 Numeros complejos, 146 

8.5 La formula de la ecuacion de segundo grado, 148 

8.6 Ecuaciones de forma cuadrdtica, 150 

8.7 Ecuaciones que comprenden radicales de segundo orden, 153 

8.8 Problemas que implican ecuaciones de segundo grado, 156 

8.9 Naturaleza de las raices de una ecuacion de segundo grado, 160 

8.10 Suma y producto de las raices de una ecuacion 

de segundo grado, 161 

8.11 Factores de un trinomio de segundo grado con 

una variable, 163 



8.12 Grafica de una funcion de segundo grado, 166 

8.13 Valores mdximos y minimos de una funcion de 

segundo grado, 168 

9: ECUACIONES SIMULTANEAS DE SEGUNDO GRADO 171 

9.1 Ecuacion general de segundo grado con dos variables, 171 

9.2 Graftcas de las ecuaciones de segundo grado 

con dos variables, 171 

9.3 Solucion de pares de ecuaciones que comprenden ecuaciones 

de segundo grado con dos variables, 177 

9.4 Pares de ecuaciones con dos variables constituidos por una 

ecuacion de primer grado y una de segundo, 177 

9.5 Eliminacion por adicion o sustraccion, 181 

9.6 Dos ecuaciones del tipo ax? + bxy + cy 2 — d, 184 

9.7 Pares de ecuaciones de segundo grado que se 

pueden resolver por sustitucion, 188 

9.8 Ecuaciones simetricas, 190 

9.9 Problemas que resuelven por medio de ecuaciones 

simultdneas de segundo grado, 192 

10: RAZONES, PROPORCIONES Y VARIACIONES 196 

10.1 Razones, 196 

10.2 Proporciones, 197 

10.3 Variaciones, 203 

11: NUMEROS COMPLEJOS 209 

11.1 Definicion, 209 

11.2 Las cuatro operaciones fundamentals con 

numeros complejos, 210 

11.3 Representacion geometric a, 212 

11.4 Adicion y sustraccion geometrica, 214 

11.5 Representacion polar, 215 

11.6 Producto de unos numeros complejos, 216 

11.7 Cociente de dos numeros complejos, 217 

11.8 Teorema de Moivre, 219 

11.9 Raices de numeros complejos, 220 

12: ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR 224 

12.1 Ecuaciones racionales enteras, 224 

12.2 Teorema del residuo, 225 

12.3 Teorema del factor y su reciproco, 226 

12.4 Division sintetica, 227 

12.5 Graftca de un polinomio, 230 

12.6 Localizacion de raices, 232 

12.7 Numeros de raices, 232 

12.8 Limite de las raices reales, 233 

12.9 Raices racionales de una ecuacion racional entera, 236 

12.10 Ecuacion degradada, 237 

12.11 Procedimiento para obtener todas las raices racionales, 238 

12.12 Regia de los signos de Descartes, 240 

12.13 Raices imaginarias, 242 

12.14 Calculo de raices irracionales por aproximaciones sucesivas, 244 

12.15 Trans}ormacion de una ecuacion para decrecer sus raices, 247 



12.16 Metodo de Horner para determinar raices irracionales, 248 

12.17 Polinomios identicos, 251 

12.18 La ecuacion de tercer grado, 252 

12.19 La ecuacion de cuarto grado, 255 


13: DESIGUALDADES 

13.1 Definiciones y principios f undam entales, 258 

13.2 Desigualdades condicionales, 261 

13.3 Desigualdades condicionales que comprenden 

valores absolutos, 263 


258 


14: 


LOGARITMOS 

14.1 Definiciones, 266 

14.2 Logaritmos comunes o de Briggs, 268 

14.3 Caracteristica y mantisa, 269 

14.4 Redondear un numero 9 270 

14.5 Uso de la tabla para obtener la mantisa, 271 

14.6 Uso de las tablas para encontrar N cuando se 

conoce log N, 274 

14.7 Propiedades de los logaritmos, 276 

14.8 Operaciones numericas con logaritmos, 278 

14.9 Logaritmos de bases diferentes de 10, 284 

14.10 Ecuaciones exponenciales y logaritmicas, 285 

14.11 Graficas de log a x y de a x , 288 


266 


15: 


PROGRESIONES 

15.1 Definition de progresiones, 291 

15.2 Progresion aritmetica, 292 

15.3 Ultimo termino de una progresion aritmetica, 293 

15.4 Suma de una progresion aritmetica, 293 

15.5 Uso simultdneo de las formulas del l y de s, 295 

15.6 Medios aritmeticos, 296 

15.7 Progresiones geometricas, 298 

15.8 Ultimo termino de una progresion geometrica, 299 

15.9 Suma de una progresion geometrica, 299 

15.10 Uso simultdneo de las formulas del l y de s, 301 

15.11 Medios geometricos, 302 

15.12 Progresiones geometricas infmitas, 304 

15.13 Progresiones armonicas, 307 


291 


16: INDUCCION MATEMATICA 

16.1 Metodo de induction matematica, 310 


309 


17: EL TEOREMA DEL BINOMIO 

17.1 La formula del binomio, 314 

17.2 El termino r de la formula del binomio, 316 

17.3 Demostracion de la formula del binomio, 319 

17.4 El teorema del binomio para exponentes negativos 

y fraccionarios, 320 


314 


18: INTERES COMPUESTO Y RENTAS 322 

18.1 Definiciones, 322 

18.2 Monto y valor actual, 322 



18.3 Tasa efectiva de inter es, 324 

18.4 Rentas, 327 

18.5 Monto de una renta, 328 

18.6 Valor actual de una renta, 329 

18.7 Pago periodico, termino y tasa, 332 

19: PERMUTACIONES Y COMBINACIONES 

19.1 Definiciones, 335 

19.2 Principio fundamental, 336 

19.3 Permutaciones de n elementos diferentes 

en grupos de r elementos, 337 

19.4 Permutaciones de n elementos, no todos 

diferentes entre si, 338 

19.5 Combinaciones, 341 

19.6 Suma de numeros de combinaciones, 341 

20: PROBABIL1DAD 

20.1 Probabilidad matematica, 344 

20.2 Probabilidad empirica, 346 

20.3 Expectacion matematica, 347 

20.4 Sucesos mutuamente excluyentes, 350 

20.5 Sucesos independientes, 351 

20.6 Sucesos dependientes, 352 

20.7 Pruebas repetidas de un suceso, 355 

21: DETERMIN ANTES 

21.1 Inversion, 358 

21.2 Determinantes de or den n, 359 

21.3 Menores de un determinante, 361 

21 A Propiedades de los determinantes, 365 

21.5 Simplificacion de un determinante, 368 

21.6 Sistemas de ecuaciones de primer grado, 372 

21.7 Sistemas de ecuaciones homogeneas de primer grado, 375 

21.8 Sistemas de m ecuaciones de primer grado 

con n incognitas, m n, 378 

21.9 Sistemas de m ecuaciones de primer grado 

con n incognitas, m n, 380 


335 


344 


358 


22: FRACCIONES PARCIALES 383 

22.1 Definicion de teoremas, 383 

22.2 Factores de primer grado distintos, 384 

22.3 Factores de primer grado repetidos, 386 

22.4 Factores de segundo grado distintos, 388 

22.5 Factores de segundo grado repetidos, 390 


A pendice 393 

Respuestas 408 
Glosario 443 


Indice 447 




LAS CUATRO OPERACIONES 
FUNDAMENTALES 


ADEMAS DE SER ESTUDIADAS por vocacion o por distraccion las matema- 
ticas constituyen una herramienta cada vez mas indispensable para un 
cierto numero de ramas importantes del saber. Parte de esa herramienta 
son los procesos algebraicos. Por asi decirlo, el algebra proporciona los 
medios para expresar de manera concisa las relaciones entre numeros 
en si desconocidos. Mas aun: va a proporcionar los medios para mani- 
pular tales numeros. Estos dos aspectos de la utilidad del algebra se 
haran tanto mas evidentes segun el estudiante avance en sus cursos 
profesionales. 

Dado que este curso es una ampliacion de cualquier otro de caracter 
introductorio, iniciaremos su estudio a traves de la revision de algunas 
de las definiciones y de los procesos que son basicos y que, con segu- 
ridad, ya fueron estudiados. 

EL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES 

El algebra trata con numeros y con letras que representan numeros. 
En los primeros siete capitulos de este libro se tratara con numeros que 
pertenecen al sistema de los numeros reales y con las cuatro operacio- 
nes fundamentales: adicion, multiplicacion, sustraccion y division. 

El sistema de los numeros reales es una creacion de la mente humana, 
condicion que debe tenerse presente a lo largo del estudio que sigue. 
No solo son posibles otros sistemas numericos sino que uno de ellos, 
el sistema binario, es el usualmente empleado en las computadoras elec- 
trdnicas. El sistema numerico, tal como ha llegado a nuestra epoca, se 
desarrollo a lo largo de un periodo de miles de anos a traves de los 
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cuales fueron apareciendo, de manera irregular, nuevas invenciones 
que respondian a la necesidad creciente de hacer mas amplia la utili- 
dad del sistema 

La prolongada historia del sistema numerico es la causa de la exis- 
tencia de nombres que ahora se consideran poco afortunados: numeros 
reales, numeros imaginarios, numeros complejos, numeros racionales 
y numeros irracionales. Cuando el lector encuentre tales terminos debe 
estar alerta a atribuirles solo el significado matematico que les corres- 
ponde por definicion y no pensar en ellos a traves del uso familiar 
de real, imaginario y racional.* 

El primer paso en la creacion del sistema de los numeros reales fue 
la invencion de los enteros positivos 1, 2, 3 . . . , o numeros empleados 
para contar un conjunto de objetos. Evidentemente, un conjunto nume¬ 
rico es inadecuado si la suma, el producto, la diferencia o el cociente 
de dos de los numeros del sistema no es tambien un elemento del 
sistema. Por ejemplo, no existe ningun entero positivo que sea igual 
a 5 — 9 6 a 5 -4- 9. Esto es, la sustraccion y la division solo pueden 
aplicarse de manera limitada a los enteros positivos. Tal hecho nos lleva 
al concepto de cerradura. 

Se dice que un conjunto de numeros es un conjunto cerrado, para, 
una operacion, si al aplicar dicha operacion a dos elementos del con¬ 
junto el resultado es tambien un elemento del conjunto. Puesto que la 
suma y el producto de dos enteros positivos cualesquiera es tambien 
un entero positivo entonces el conjunto de los enteros positivos es un 
conjunto cerrado con respecto a la adicion y la multiplicacion. En cam- 
bio, la diferencia y el cociente de dos enteros positivos no conduce siem- 
pre a un entero positivo, esto es, el conjunto de los enteros positivos 
no es un conjunto cerrado con respecto a la sustraccion y la division. 
Es asi como se origina la necesidad de ampliar el sistema. (Recuerdese 
que el sistema numerico es una invencion.) En el resto de este para- 
grafo se discutiran las ampliaciones introducidas en el sistema de los 
numeros. 

Interpretacion de los numeros como distancias. La interpretacion 
de los numeros como distancias es util para definir y para comprender 
las ampliaciones mencionadas del sistema numerico. Para ello se usaran 
la linea recta indefinida L'L (Fig. 1.1), un punto O fijo sobre ella, 
y la unidad de distancia u. A la derecha de O se trazan intervalos de 
longitud u, obteniendose los puntos que aparecen debajo de la linea. 
Luego, a partir del primer punto a la derecha de O, se colocan sucesi- 
vamente los enteros 1, 2, 3 ... Se tiene asi la certeza de que cada uno 
de los puntos marcados en la linea esta asociado tanto con uno de los 
numeros enteros como con una distancia que representa a cada uno 

* En caso de duda acerca del significado matematico de un termino el lector 
debera consultar el glosario que aparece al final del libro. 
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de ellos. Por ejemplo, el punto A esta asociado con 4 y la distancia OA 
representa 4. 

El siguiente paso consiste en trazar intervalos de longitud u, a la iz- 
quierda de O, y de asignar los numeros —1, —2, —3, ... a los puntos 
asi obtenidos. Estos numeros se denominan enteros negativos. Final- 
mente, al punto O se le asigna el entero cero. 

Por otro lado, puede observarse la existencia de una distancia OB 
que representa el cociente de 11 y 4, o sea, il. De manera similar, y me- 
diante subdivision adecuada de los intervalos, se puede obtener una 
distancia que represente el cociente de cualesquiera dos enteros dife- 
rentes de cero, asi como un punto asociado con aquella. Por ultimo, 
la distancia OC, igual a —|- ilustra el hecho de que existe una dis¬ 
tancia medida a la izquierda de O que representa el negativo del 
cociente de dos enteros diferentes de cero. 

Numeros rationales e irracionales. Se definira ahora numero rational 
como todo aquel numero que se pueda expresar como el cociente de dos 
numeros enteros, siempre que* el divisor sea diferente de cero.* Puesto 
que cualquier entero n es igual a n 1 , entonces el conjunto de todos 
los numeros racionales incluye a los numeros enteros. Ademas, de acuer- 
do con las reglas de la aritmetica y de las leyes de los signos de alge¬ 
bra elemental, la suma, la diferencia, el producto y el cociente (siempre 
que ei divisor no sea cero) de dos numeros racionales son tambien 
numeros racionales. Esto es, el conjunto de todos los numeros racionales 
es un conjunto cerrado con respecto a las cuatro operaciones funda- 
mentales, siempre y cuando en la division el divisor sea diferente de cero. 



Aun cuando el conjunto de los numeros racionales satisface las con- 
diciones de conjunto cerrado para las cuatro operaciones fundamentales, 
existen en la linea L'L (Fig. 1.1) otros puntos que no pueden ser aso- 
ciados con cualquier numero racional. Para determinar uno de esos 
puntos se traza la linea OD (Fig. 1.1) con longitud igual a tres uni- 
dades y formando un angulo de 45° con L'L. Se traza luego DE perpen¬ 
dicular a OD y que intersecta a L'L en E. Puesto que ODE es un 
triangulo rectangulo y puesto que el angulo EOD mide 45°, entonces, 
el angulo DEO mide tambien 45°. Por tanto, OD = DE = 3. Ade mas, 
de acuerdo con el teorema de Pitagoras, OE = \/3 2 + 3 2 = \/l8. 
En consecuencia, E es igual a "\/l8 unidades a partir de O. Al llegar 

*La razon para tal restriccion se explicara en el Pr. 1.10 
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la discusion a este nivel se hace necesaria la introduecion de otro con- 
cepto. En lo que antecede se ha encontrado una distancia igual a 18, 
pero Vl8 no se puede expresar como el cociente de dos enteros.* 
Por definicion, entonces, yl8 es un numero no racional. Numeros tales 
como Vl8 se denominan irracionales. El conjunto de los numeros racio- 
nales y el conjunto de los numeros irracionales constituyen el conjunto 
de los numeros reales. 

Definition del sistema de los numeros reales. Se define el conjunto. 
de los numeros reales como el conjunto de los numeros r que se pueden 
asociar con puntos R situados sobre una linea recta de tal manera 
que cada punto R esta a una distancia r del punto fijo O. Si R esta a la 
derecha de O, r es positivo; si R esta a la izquierda de O, r es negativo; 
si R coincide con 0, r es cero. Cero no es positivo ni negativo y separa, 
ademas, a los numeros positivos de los numeros negativos. Mediante el 
uso de metodos mas avanzados se puede demostrar que el conjunto de 
todos los numeros reales es un conjunto cerrado con respecto a las cuatro 
operaciones fundamentales. Por otra parte, el conjunto de todos los nu¬ 
meros reales positivos es tambien un conjunto cerrado con respecto a la 
operacion de extraer raices. Pero como el cuadrado de cualquier numero, 
positivo o negativo, es un numero positivo, entonces la raiz cuadrada 
de un numero negativo no existe dentro del sistema de los numeros 
reales, t En consecuencia, el conjunto de todos los numeros reales no es 
cerrado con respecto a la extraccion de raices. En el capitulo 11 se mos- 
trara la manera de ampliar el sistema numerico para fin de subsanar 
esta deficiencia. En los primeros siete capitulos de este libro se utilizara 
exclusivamente el sistema de los numeros reales. 

Para comodidad del lector se volveran a repetir las tres definiciones 

*La proposicion anterior se puede demostrar con base en el algebra elemental y 
considerando que a/b es una fraccion en su minima expresion; esto es, a y b no 
tienen mas factor comun que la unidad. 

Por hipotesis, 
a 
b 

Por tanto, 

a~b V18 multiplicando cada miembro del cociente anterior por b 

a 2 — 18 b 2 elevando cada miembro al cuadrado 

Puesto que 186 2 es un numero par, a z es par y tambien lo sera a. En consecuencia, 
_se puede suponer que a — 2 A y que a 2 — >\A~. Esto es 

4 A 2 — 186 2 
2 A 2 — 9 b 2 

Ahora, puesto que 2 A 2 es par, 9 b 2 tambien es par. Por tanto, b 2 tiene que ser par 
y tambien lo sera b. De esta manera resulta que a y b son pares, conclusion que 
contradice la hipotesis de no existir entre ellos mas factor comun que la unidad. 

fEn caso de existir habria un numero real que multiplicado por si mismo diera 
por resultado un numero negativo. 
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dadas anteriormente. Si R es un punto situado sobre la linea recta L'L 
a una distancia r del punto fijo, o punto cero 0, entonces r es un numero 
real. El sistema de los numeros reales es el conjunto de todos los puntos 
determinados de aquella manera sobre UL. Si R esta a la derecha de O, 
r es positivo. Si R esta a la izquierda de 0, r es negativo. Si R coincide 
con O, r es ,cero. 

Un numero racional es un numero real que se puede expresar como 
el cociente de dos enteros. Un numero irracional es un numero real que 
no se puede expresar como el cociente de dos enteros. 

La definicion del sistema de los numeros reales le asigna a los numeros 
reales una propiedad de direccion; en consecuencia, un cambio en el 
signo de un numero real invierte la direccion de la distancia represen- 
tada por tal numero. Esto es, —(— a) = a. Las relaciones mayor que 
(simbolizada por >) y menor que (simbolizada por <) se pueden 
interpretar graficamente como sigue: el numero M es mayor o menor 
que N segun el punto que representa a M este a la derecha o a la izquier¬ 
da del que representa a N. Esto es, —4 < 1, —1 > — 3 y 4 > — 4. 
valor absoluto El valor absoluto de un numero se define como sigue: el valor ahsor 
de un numero luto o valor numerico de un numero real positivo es el numero mismo. 

El valor absoluto o valor numerico de un numero real negativo es el 
mismo numero con signo opuesto. 

El valor absoluto de n se representa por medio del simbolo | n \ y se 
puede imaginar como la distancia entre O y el punto que representa 
a n en la escala de los numeros reales (Fig. 1.1). A continuacion se 
dan otros ejemplos de valores absolutos de algunos numeros: 


I 5 | 

= 5 | —3 | = 3 



1 n 1 

= n si n es positivo 

M = 

— n si n es negativo 


1.2 DEFINICIONES BASICAS 

Las operaciones fundamentales del algebra son la adicion, la sustraccion, 
la multiplicacion y la division. En la discusion de estas operaciones y a lo 
largo de todo el libro usaremos frecuentemente la siguiente terminologia. 
Un grupo de numeros y letras combinadas entre si mediante una o mas 
expresion de las operaciones fundamentales recibe el nombre de expresion alge- 
braica. 

Un numero o una letra, o varios numeros y letras combinados entre 
si mediante las operaciones de multiplicacion o de division,* o de ambas, 
termino recibe el nombre de termino. 

* Mas adelante (Pr. 1.4) se indicara que la suma de dos o mas numeros en- 
cerrada en un parentesis se considera como un solo numero. Asi, en la expresion 
a 2 — (b • — c) (6 + c) / (6 2 + c 2 ), b — c, b + c y b 2 + c 2 se consideran como 
tres cantidades individuales. Ademas, como (b — c) (6 + c) / (b 2 + c 2 ) com- 
prende unicamente la multiplicacion y la division representa, por tanto, a un solo 
termino de la expresion algebraica. 
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coeficiente 

numerico 


monomio 

binomio 


trinomio 

multinomio 


Puesto que un termino no implica ni adicion ni sustraccion, todo 
grupo de letras que en una expresion algebraica este separado de otros 
grupos mediante los signos mas o menos es un termino. De acuerdo 
eon lo anterior, el signo de un termino es el signo que lo precede. 

En la expresion 3a 2 — 2 ab + 4c 2 , 3a 2 , —2 ab y 4c 2 son terminos. 

Si un termino esta compuesto de un numero y una o mas letras, el 
numero recibe el nombre de coeficiente numerico de las letras en el 
termino. 

Por ejemplo, en 3a 2 b, 3 es el coeficiente numerico de a 2 b. Comun- 
mente al hablar del coeficiente numerico se dice simplemente el coefi¬ 
ciente. 

Una expresion algebraica que contiene solamente un termino se deno- 
mina monomio. Una expresion algebraica que contiene exactamente dos 
terminos se denomina binomio. Una expresion algebraica que contiene 
exactamente tres terminos se denomina trinomio. En general, las expre- 
siones que contienen mas de tres terminos se llaman multinomios. 

Cabe senalar que de acuerdo con la definicion anterior los binomios 
y los trinomios son casos particulares de multinomios. Sin embargo, 
usualmente el termino multinomio se reserva para designar expresiones 
que contienen mas de tres terminos. 
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regia de 
la adicion 
algebraica 


En algebra los terminos suma y diferencia se usan en el mismo sentido 
que en aritmetica, si se aplican a numeros positivos. Sin embargo, su 
aplicacion a numeros negativos hace necesario precisar el procedimien- 
to de adicion. Esta operacion mas amplia, que se conoce como adicion 
algebraica, se describe en el regia siguiente. La suma algebraica de dos 
numeros con el mismo signo es la suma de los valores absolutos de 
los dos numeros, precedida de su signo comun; la suma algebraica de 
dos numeros con signo diferente es la diferencia de los valores abso¬ 
lutos de los numeros, precedida por el signo del numero de mayor valor 
absoluto. 

Para hacer la suma de varios terminos que poseen las mismas letras, 
se efectua la suma aritmetica de los coeficientes y se agrega el grupo 
de letras; por ejemplo, la suma de 3 a 2 b y 2 a 2 b es 5 a 2 b y la suma de 
6 xy y — Sxy (expresada en la forma 6 xy — 8 xy) es —2 xy. 

La suma de dos o mas terminos que contienen letras diferentes puede 
ser solamente expresada colocando un signo mas entre ellos; por ejem¬ 
plo la suma de —4a6 y 3 cd es —4 ab + 3 cd. 

En aritmetica se puede comprobar que, para cualquier par de nume¬ 
ros que se ensaye, la suma es la misma independientemente del orden 
en que se efectue la adicion. Esto se conoce como la propiedad conmu- 
tativa de la adicion. Consideraremos que esto es cierto para todos los 
numeros y tendremos entonces el axioma siguiente: 
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propiedad 
conmutativa 
de la adicion 


propiedad 
asociativa 
de la adicion 


regia de la 

sustraccion 

algebraica 

EJEMPLO 1 

EJEMPLO 2 

EJEMPLO 3 


La adicion es conmutativa, esto es, a + b = b + a. 

Otra propiedad de la adicion que puede comprobarse facilmente para 
cualesquiera tres o mas numeros dados, es que la suma es la misma 
independientemente del orden en el cual los numeros se adicionen. 
Por ejemplo, 2 + 3 + 7 = 5 + 7 — 2 + 10 = 9 + 3 = 12. A1 igual 
que en el parrafo anterior consideraremos que esta propiedad, conocida 
como la propiedad asociativa de la adicion, es valida para todos los 
numeros. De ese modo tenemos el axioma siguiente, en el cual los pa- 
rentesis se usan para in dicar el orden en que se efectua la adicion: 
La adicion es asociativa, asi: a + (b + c) = (a + b) + c. 

Estos dos axiomas son la base del procedimiento usual para encon- 
trar la suma de dos o mas expresiones, esto es, del procedimiento en 
el cual se escribe cada expresion debajo de la que le precede, y al mismo 
tiempo, se ordenan los terminos de tal modo que los que contienen las 
mismas letras queden formando columnas; por ejemplo, con objeto de 
sumar las expresiones 3x 2 + x — 1; 2 + 2x 2 — 3x; y 4x — 3 — x 2 ; 
se escriben las expresiones como se indica a continuacion y se suman 
entonces los terminos en columnas separadas. 

3x 2 + x — 1 
2x 2 — 3x -[- 2 
—x 2 + 4x — 3 
4x 2 + 2x — 2 

El proceso de restar o sustraer b de a equivale a encontrar x , tal que 
a — b + x. Se determina x sumando — b a cada miembro de la igual- 
dad, obteniendose a + (— b) = b + x + (— b) = x. Con eHo se verb 
fica la regia usual de la sustraccion: para restar una cantidad de otra se 
cambia el signo del sustraendo* y se procede como en la adicion . 

Sustraer —3 de 10. 

Solucion: De acuerdo eon la regia para sustraer —3 de 10 se cambia el signo del 
numero por sustraer y se suma. Asi, 10 — (—3) =10 + 3= 13. 

Sustraer —8 de 6. 

Solucion: Para sustraer —8 de 6, se escribe 6 — (—8) = 6 + 8 = 14. 

Sustraer 3x — 5y + 7 z de 5;c + 2 y —3z. 

Solucion: Se escribe el sustraendo debajo del minuendo como se indica a continua¬ 
cion; luego, mentalmente , se cam^bia el signo de cada termino en el sustraendo y 
se hace la adicion. De esa manera, se obtiene la resta indicada> 

5x + 2y — 3 z minuendo 
3x — 5y + 7 z sustraendo 

2x + 7y — lOz resta 

*La expresion que se sustrae se llama sustraendo y la expresion de la que se 
sustrae se llama minuendo . El numero que se obtiene como resultado de la sus¬ 
traccion se denomina resta. 
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1.4 SIMBOLOS DE AGRUPACION 


Cuando un grupo de terminos en una expresion algebraica van a ser 
manejados como un solo numero, se encierran* en parentesis, ( ); en cor- 
chetes, [ ]; o bien en Haves, { }. Estos simbolos se usan tambien para 
indiear que se van a efectuar ciertas operaeiones algebraicas y el orden 
en el cual deben efectuarse. Por ejemplo, 

(2x + 4 y — z) + (3# — 2 y + 3z) - (1.1) 

significa que el numero represntado por la expresion en el primer paren¬ 
tesis debe sumarse al representado por la expresion en el segundo. 
De igual modo, 

(6 a — 56 + 2c) — (2a — 36 + 2c) (1.2) 

indica que el numero representado por la ultima expresion debe restarse 
del representado por la primera. Finalmente, 

(4a 2 — 6 2 ) — (a + 6) (2a — 6) (1.3) 

significa que (a + 6) debe multiplicarse por (2a — 6) y el producto 
obtenido restarse de (4a 2 — 6 2 ). 

Con objeto de efectuar las operaeiones indica das mediante el uso de 
los simbolos de agrupacion, se necesita quitar dichos simbolos' antes de 
llevar a cabo la operacion final. Si la operacion indicada es la adi- 
cion, se puede, por el axioma de la asociatividad, omitir los simbolos 
de agrupacion y combinar los terminos en el orden que se desee. Asi, 
en (1.1) se tiene 

(2x + 4>y — z) + (3;r — 2y + 3z) = 2x + 4 y — z + Sx — 2 y + 3z 

= 2x + 3x + 4y — 2y — z + 3z 
= 5x + 2y 4- 2z 

Si la operacion indicada es la sustraccion, el grupo de terminos encc-_ 
rrados en el parentesis precedido del signo menos, es el sustraendo. Por 
tanto, de acuerdo con la definieion de sustraccion, se cambian todos 
los signos del sustraendo, se omiten los simbolos de agrupacion y se com- 
binan despues los terminos en el orden que se desee. Por consiguiente, 
en (1.2) se tiene 

(6a — 56 + 2c) — (2a — 36 + 2c) = 6a — 56 + 2c — 2a 4- 36 — 2c 

= 6a — 2a — 56 + 36 + 2c — 2c 
= 4a — 26 

De este modo se obtiene el siguiente procedimiento para eliminar los 
simbolos de agrupacion en una expresion algebraica. 

Si en una expresion algebraica es necesario eliminar la pareja de_ 
simbolos de agrupacion precedido por un signo menos, debe cambiarse 
el signo de cada uno de los terminos encerrados por estos simbolos. 

*Algunas veces se indica la misma operacion colocando el grupo de terminos 
debajo del vinculo -; por ejemplo, a + bx. 
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reglas para 
eliminar 
simbolos de 
agrupamiento 


EJEMPLO 


Sin embargo, si los simbolos de agrupacion estan preeedidos por un 
signo mas, pueden eliminarse sin ningun cambio en la expresion. Reci- 
procamente, si en una expresion algebraica es necesario insertar un par 
de simbolos de agrupacion precedido de un signo menos, deben cam- 
biarse los signos de cada uno de los terminos que quedan encerrados. 

Cuando una expresion algebraica contiene uno o mas pares de simbo¬ 
los de agrupacion, encerrados en otro par, se eliminara primero el de 
mas adentro. 

Eliminar los simbolos de agrupacion en la expresion 
2x — {3# + [4x — (x — 2 y) +3?/] — 4 y] + 2 y 
Solution 

2x — {3x + [4x — (x — 2 y) + 3t/] — 4y } + 2 y 

= 2x — {3x + [4x — x + 2y + 3t/] — 4 y) + 2y 

= 2x — {3x + [3x + 5 y] —4 y} + 2 y 

= 2x — {3x + 3x + 5 y — 4 y] + 2 y 
= 2x — {6x + y\ +2 y 


eliminar parentesis 

agrupar en 
corchetes 

eliminar corchetes 
agrupar en llaves 


= 2x — 6x — y + 2 y eliminar llaves 

= — 4x + y ordenar terminos 

Para efectuar las operaciones indicadas en (1.3) se efectua primero 
la multiplicacion usando los metodos indicados en el parrafo 1.6, se sus- 
tituye despues el producto indicado por el producto obtenido y se encie- 
rra entre parentesis. Luego se eliminan los parentesis y se combinan los 
terminos. Se tiene asi: 

( 4 a 2 _ fc2 ) _ ( a + b) (2a — b) = (4a 2 — b 2 ) — (2a 2 + ab — 6 2 ) 

= 2a 2 — ab 

= 4a 2 — b 2 — 2a 2 — ab + b 2 


EJERCICIO 1: ADICION Y SUSTRACCION 


Ejecutense las operaciones indicadas en los problemas 1 a 24. 


1: 

3+5-2 



2: 

1+6-3 

3: 

5-2-1 



4: 

7-2-3 

5: 

11-6-2 + 1 



6: 

13-14+2-8 

7: 

13-2-1-3 



8: 

2-3-12+1 

9: 

7 + (-2) + (-3) 



10: 

14 + (-3) + (-8) 

11: 

22 + (-2) - (+3) 



12: 

19 - (+3) - (+8) 

13: 

4 - (-1) + (-2) 



14: 

16 - (-5) - (-9) 

15: 

-13 + (-5) - (-12) 



16: 

23 - (-7) + (-21) 

17: 

9a — 2a — 3a 



18: 

105 - 35 - 45 

19: 

12x + 2x — 7x 



20: 

2x — 5x — 8x 

21: 

5a + 2b — 7a — b 



22: 

12 y + 3a — 5y — a 

23: 

7x + 3x — 2 y — 8 y 



24: 

7p + Sq — p + q 

Encuentrese la suma de las expresiones en los problemas 25 

a 32. 

25: 

2x — y + 3z 

26: 5w + 3Z 

— 8a 


27: 4r — 3a — 6t 


4x — 3 y + 2 z 

2w + t 

— 6a 


3 r + 5a + 2 1 
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28: 

2p — 3a + 4 r 

29: 

2s + 3i — 4m 

30: 

St — 5u -j- 76 


— 6p + 4a — 5r 


3s — 2 i + 3m 


—4 1 — 3m — 36 



- 

-4s — 5 i 


— 8u — 46 

31: 

4s + 2a + y 

32: 

6r + 3c — 2d 




6s — 4 y 


3 r - 5e 




— 5s — 7a + 2y 

- 

-5 r + 4e —5 d 



Encuentrese la suma de las expresiones en los problemas 33 

a 36. 


33: 

2s — 3a + 4 w, 2 w + 2a — 3s 

, 5a — 



34: 

26 -f- 5 it -{- It, 2t 

1 

i 

O 4 

>• 

2m — 66 



35: 

An — 3a + 6£, — 

3t + 2a — 5 n, 3a — 4 m + 3£ 



36: 

26 — 4a + 2s, 9s 

— 3u — 56, 

6^ — 2s 



Restese la segunda expresion de la primera en los problemas 37 a 

48. 

37: 

25 

38: 

24 

39: 

-17 


13 


-10 


6 

40: 

-13 

41: 

2a — t 

42: 

31t d - 2c 


-17 


a -j- t 


2 h + 3e 

43: 

5 a — 3s 

44: 

2 a — 5h 

45: 

2s + 3a + 5t/ 


—2a — 2s 


-3a + 2 h 


s + 3a — 2y 

46: 

5m — 8a + 2n 

47: 

5y + 2e + 8s 

48: 

— 3t d - 4a 7Q 


—3m + 2a — n 


2y + 2e — 3s 


—2 1 — 3a + 5g 


Encuentrense los valores de las expresiones en los problemas 49 a 56, tomando las 
letras con los valores numericos indicados. 

49: 2x — 3y + 4 z; x = 2, y = —3, 2 = 1 

50: 5x + 2y — 3z; x = 4, y = 2, 2 = —3 

51: 4x — 3t/ + 52; x = y = f, 2 = f 

52: 6x + 5 y — 2 z; x = — y = §, z = —2 

53: a+2|a|—|6|;a = —3, 6=2 
54: 2a — | a | — 36; a = 4, 6 = —3 
55: |a|+a — |6|;a = —2, 6 = 1 
56: | a j — 2a — 3| 6 |; a = —3, 6 = —2 

Elimlnense los simbolos de agrupacion en las expresiones de los problemas 57 a 68 
y combinense los terminos semejantes. 

57: 2x — (3x — y) + (2x + y) 

58: 3a - (26 - 3c) + (2a - c ) 

59: 46 - (3a - 2c) - (26 - 3c) 

60: 5c + (4a - 26) - (2a - 26 - c) 

61: 2 a — [y — (2a + 3 y) — 

62: 4s — [2s — (3s — t) + 2f] 

63: 26 - [5a - (2a - 36) - a] 

64: 5s — [2 1 + (3s — 40 — s] 

65: 2a - [2a - [2a - (2a - 6) - 6] - 6} - 6 

66: 4x — [3 y + [4x — (3 y — 4x) — 3y] — 4x] —3 y 

67: 3x — [2x + [3x — 2y — (5x — 4y) — 2x] — 5 y) 

68: ly + [3 y — [5 x — y — (3x — 2 y) — y] — 2x\ 
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1.5 MULTIPLICACION 


factor 


numero 

primo 


propiedad 
conmutativa 
de la multi¬ 
plicacion 

propiedad 
asociativa 
de la multi- 
plicacidn 

propiedad 
distributiva 
de la multi• 
plicacion 

ley de los sig- 
nos de la mul¬ 
tiplicacion 


El producto de dos numeros a y b se expresa como a. X b, a • b, o ab.* 
Cada uno de los numeros que aparecen en el producto, o el producto de 
dos o mas de ellos, es un factor del producto. Ya que cualquier numero n 
es igual a n X 1 resulta que n es un factor de si mismo. Cualquier 
numero que no tenga otro factor que el mismo y uno, se llama numero 
primo. Puesto que 6ab = 3x2xaxtxl, se sigue que 3, 2, a, b, 
6, 3a, 2a, 2b, 6a, 6b, 6ab y 1 son factores de 6ab. Sin embargo, 3, 2, 
a y b son factores primos. 

En la multiplicacion se consideran dos axiomas que son similares 
a los de la adicion. Esto es, consideraremos que el producto de dos 
numeros es independiente del orden de los factores y que el producto 
de tres o mas numeros es independiente del orden en que se multiplican. 
Las proposiciones formales de los dos axiomas son: La multiplicacion es 
conmutativa, esto es a X b — b X a. La multiplicacion es asociativa, 
esto es, a(bc) = (ab)c. En el ultimo axioma, el parentesis indica que 
primero deben multiplicarse los factores que contiene. 

Se considerara igualmente que el producto obtenido al multiplicar un 
numero dado por la suma de dos o mas numeros es igual a la suma 
de los productos obtenidos al multiplicar el primer numero por cada 
uno de los otros. Esto se conoce como axioma de la propiedad distri¬ 
butiva de la multiplicacion con respecto a la adicion, y se enuncia como 
sigue: La multiplicacion es distributiva con respecto a la adicion, esto 
es, a(b + c) — ab 4- ac. 

A continuacion se indica, sin demostracion, la ley de los signos para 
la multiplicacion. El producto de dos factores del mismo signo es posi- 
tivo. El producto de dos factores de signos diferentes es negativo. 


1.6 EXPONENTES EN LA MULTIPLICACION 


potencia 

enesima, 

base, 

exponente 


El producto a X a se escribe a 2 y se llama a cuadrada ; el producto 
de a X a X a se escribe a s y se llama a cubica ; el producto dean veces 
se escribe a n y se llama enesima potencia de a. Esta costumbre con¬ 
duce a la siguiente definicion: Si n es un entero positivo, el simbolo a n 
se denomina la enesima potencia de a y es el producto de n factores, 
cada uno de los cuales es a. La letra a se llama la base y n el exponente. 

Como consecuencia de la anterior definicion se tienen las siguientes 
leyes aplicables a los productos que comprenden potencias de los numeros. 

a m a n = a m+n ( 1 . 4 ) 

demostracion 

a m a n — (a • a • a • • • a m factores) (a * a * a - • • a n factores) 

= a - a - a • • • a (m + n) factores 

_ gm+n 

*Cualquiera que sea la forma que se utilice para representar el producto, el 
numero a se denomina multiplicando, el numero b multiplicandor y ab el producto . 
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(1.5) 


La forma simbolica de la segunda ley es, 
a n b n = ( ab) n 
demostracion 

a n b n = (a ’ a • a • • • a n factores) (b • b • b • • • a n factores) 

— ab • ab • ab ••• a. n factores 
= (. ab) n 

Debe observarse que en (1.4) las bases son las mismas y que conser- 
vando la base se adicionan los exponentes. En (1.5) los exponentes son 
los mismos y conservando los exponentes se multiplican las bases. 

La forma simbolica de la tercera ley es, 

(■ a n ) p — a pn (1.6) 

demostracion 


(a n )> 


a" 


• a p factores 


_ g7i+n+n+ ■ 

= 


a p termrnos 


por ec . 


(1.4) 


EJEMPLO 1. Simplificar a 4 a 3 

Solucion: 
a 4 a 3 = a 7 

EJEMPLO 2 Simplificar (3 a z b 3 ) (2 a 3 b 5 ) 

Solucion: 

(3a 2 b 3 ) (2a 3 b'°) = 3 • 2 • o 2 • a 3 • b 3 • b b 
= 6(a 2 a 3 )(6 3 & 6 ) 

= 6a 5 6 8 


EJEMPLO 3 Simplificar 3 2 5 a 
Solucion: 

3 2 5 2 = (3 • 5) 2 = 15 2 = 225 
EJEMPLO 4 Simplificar 8 a a b s 

Solucion: 

8 a 3 b 3 = 2 3 a 3 b 3 
= (2a6) 3 

EJEMPLO 5 Simplificar (4a a 6 3 ) 4 
Solucion: 

(4a 2 b s y = 4 4 (a 2 ) 4 (6 3 ) 4 
= 4 4 a 8 6 12 
= 256a 8 6 12 


1.7 PRODUCTOS QUE INCLUYEN MULTINOMIOS 

Segun la propiedad distributiva de la multiplicacion el producto de un 
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monomio por un multinomio es la suma de los productos del monomio 
por cada termino del multinomio. Por ejemplo, 

3m(2m 2 — 4 mn + 5 n 2 ) = (3m) {2m 2 ) — (3m) (4>mn) + (3m) (5n 2 ) 

= 6m s — 12m. 2 n 4- 15 mn 2 

Tambien, basandose en las propiedades distributivas de la multipli¬ 
cacion, se puede demostrar que el producto de dos multinomios es igual 
a la syma de los productos obtenidos al multiplicar cada termino de un 
multinomio por cada termino del otro. 

Los axiomas del Parrafo 1.5 que conciernen a las propiedades conmu- 
tativas y asociativas de la multiplicacion permiten realizar la multipli¬ 
cacion por el metodo usual que a continuacion se expone. Notese que 
la operacion se hace de izquierda a derecha, pero se obtendria el mismo 
resultado si se hiciera de derecha a izquierda. 

EJEMPLO Multiplicar 3x 2 — 2 xy + 4 y 2 por x 3 — 2 x 2 y + xy 2 — 3y 3 . 

Solution: 

x 3 — 2 x 2 y + xy 2 — 3 y 3 

3x 2 — 2 xy + 4 y 2 

3x 5 — 6x*y -f- 3 x 3 y 2 — 9 x 2 y 3 

— 2x 4 y + 4x"y 2 — 2 x 2 y 3 + (rxy 1 

_|_ 4 x 3 y 2 — 8 x 2 y 3 + 4 xy 4 — 12 y 5 

3x 5 — 8 x 4 y + 11 x 3 y 2 — 19 x 2 y 3 + 10 xy* — 12 y s 

EJERCICIO 2: MULTIPLICACION 

Efectuense las operaciones indicadas en los problemas 1 a 24. 


1: a 2 X a 3 

2: a 4 X a 8 

3: b 2 X b 2 

4: 6 5 X b 2 

5: (3a 2 ) (2a 3 ) 

6: (2x 3 ) (4x 5 ) 

7: (3y 3 )(2y 2 ) 

8: (5b 4 ) (4b 8 ) 

9: (2a 3 b 2 )(3a 4 b 3 ) 

10: (4a 3 6 5 )(2a 2 6 4 ) 

11: (3x 1 y i ) (5x 2 y 3 ) 

12: (5 x 2 y 3 ) (7 xy 4 ) 

13: (2a 2 b 3 ) (3a 2 c) (b 2 c 3 ) 

14: (5a 2 )(3bc 3 )(2ac 2 ) 

15: (2x 2 y 3 ) (3xz 2 ) (5y) 

16: (3 x 2 y) (2xz 2 ) (4 y 2 z) 

17: (x 2 ) 3 

18: (y 3 ) 2 

19: (a 4 ) 8 

20: (a 2 ) 4 

21: (2a 2 b 3 ) 3 

22: (3 a 3 6 4 ) 2 

23: (5 x 3 yy 

24: (4x 4 y 3 ) 4 


Eliminense los simbolos de agrupacion en las expresiones de los problemas 25 a 32 
y combinense los terminos semej antes. 

25: a( 2 a — b) — 2 b(a — 5) + ab(a + 3) 

26: 2x(x + 2 y) — 3y(2x — y) + xy (2 — y) 

27: xy(x — 3 y) — x(y 2 — 3x) — y(x 2 — y) 

28: a (a 2 - b 2 ) + b(ab - b) - a 2 (a - 2b) 

29: 2x 2 — Sx[2x — y(x — 2y) — y 2 ] 

30: 8 a 3 — 2a[6 — 2 a (6 — 2a) — b] 

31: 2a[3a - b(Sa - b) - 3a - 6 2 ] 

32: 3x[4a — 2 x(a — x) — 3a(x + 2a) + 6 a 2 + 5ax] 

Encuentrese el producto de cada pareja de expresiones de los problemas 33 a 44. 

33: a + 2b, 2a - b 34: 2x + By, 3 y - x 

35: 4x — a, 2x + 3a 36: 2a + 5b, 3a — 4b 

37: a + 2b, a 2 — 3ab — 6 2 38: 2a — b, a 2 — 2ab — b 2 
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39: 3 a; — 2 y, 2 x 2 — 5 xy — y 2 
41: x 2 — xy — y 2 , x 2 + xy + y 2 
43: a 3 - a + 1 , a 2 + a - 2 

1.8 LOS EXPONENTES EN LA DIVISION 


40: 2a; — 5 y, 2x 2 — xy + y 2 
42: x 2 — 2 xy — y 2 , x 2 + 3 xy + 2 y 2 
44: x 3 + x 2 — x + 1, x 2 + x — 1 


dividendo 

divisor 

cociente 


ley de los 
signos de la 
division 


Si a y b son dos numeros y si b = 7 ^ 0 ,* se acostumbra indicar la divi¬ 
sion de a entre b, sea por el uso del signo de division a b. sea escri- 

biendo los dos numeros a modo de fraccion, —. El numero a se llama 

b 

dividendo , el numero b se llama divisor y el resultado de la operacion 
se llama cociente. 

La ley de los signos para la division es similar a la anteriormente 
establecida para la multiplicacion. El cociente de dos numeros del mismo 
signo es positivo. El cociente de dos numeros de signos diferentes es 
negativo. 


Puesto que 5 — 3 + 3 = 5, se observa que 


a° 


a “ 


a 


5-3+3 


= (a 5 - 3 ) 


a' 


d = (a 


H)(l) = a 5 " 3 = a 2 


siempre y cuando a = 7 ^ 0 . Empleando este metodo para el caso mas gene¬ 
ral y si m > n y a ■=/= 0 , se tiene 


a" 


a ' 1 


a n a n 



por ec (1.4) 


ley de los 
exponentes de 
la division 


Se llega asi a la ley de los exponentes para la division: 
a m 

— = a m n a 0 , m y n enteros, y m > n. 
a n 


(1.7) 


Otra ley de los exponentes que implica la division es la que sigue. 
Esta ley depende del metodo empleado para multiplicar fracciones, que 
sera expuesto en el capitulo 3. 



n entero y positivo; b = 7 ^ 0 


( 1 . 8 ) 


EJEMPLO 


Simplificar 12 cFb 5 
Solution: 

12 d’b 3 


3a 2 6 4 


3a 2 6 4 


= 4a 7 ~ 2 6 6-4 = 4 a 3 b 2 


* El simbolo 7 ^ significa diferente de. La razon para la restriction indicada 
para b se dara en el Pr. 1.10. 
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EJEMPLO 2 


Desarrollar 

Solution: 

( 3x 2 2/ 3 V 

V 2 z J 



3 4 0r 2 ) 4 (t/ 3 ) 4 
2 4 z 4 


81 x s y 12 
16s 4 


1.9 DIVISIONES QUE INCLUYEN MULTINOMIOS 


El cociente que se obtiene al dividir un multinomio entre un monomio 
es la suma de los cocientes que resultan de dividir cada termino del 
multinomio por el monomio. Por ejemplo, 

20c 12 - 16c 8 - 8c 5 _ 20c 12 16c 8 8c 5 

4c 4 4c 4 4c 4 4c 4 

= 5c 8 — 4 c 4 — 2c 


pasos ert la 
division de 
multinomios 


Para dividir un multinomio por otro multinomio se efectuan los si- 
guientes pasos: 

1. Tanto el dividendo como el divisor se disponen en or den ascen- 
dente o descendente de las potencias de alguna letra que aparezca en 
ambos. 

2. Se divide el primer termino del dividendo por el primer termino 
del divisor y se obtiene asi el primer termino del cociente. 

3. Se multiplica el divisor por el primer termino del cociente y el 
producto obtenido se sustrae del dividendo. 

4. El residuo obtenido en el paso anterior se trata como un nuevo 
divisor y se repiten con el los pasos 2 y 3. 

5. Se continua este proceso hasta obtener un residuo en el cual el 
mayor exponente de la letra que en el paso 1 se escogio como base de 
la ordenacion sea menor que el mayor exponente de dicha letra en el 
divisor. 


EJEMPLO El procedimiento anterior se aplica a la division de 
6 x 4 + 7x 3 + 6x 2 + S2x — 7 by 3x 2 + 5x — 2. 


Solution: 

divisor 


2x 2 — x + 5 


3x 2 + 5x - 2 6x 4 + 7x 3 + 6x 2 + 32x 
6x 4 + 10z 3 — 4x 2 


— 3x 3 + 10x 2 + 32x - 7 

— 3x 3 — 5x 2 + 2x 

15x 2 + 30x - 7 
15x 2 + 25# — 10 
5x -f- 3 


dividendo 


residuo 


1.10 OPERACIONES EN QUE APARECE EL CERO 

Si el cero es considerado como la ausencia total de cantidad, entonces 
es evidente que: 
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n + 0 = n 

(1.9) 

n X 0 = 0 

y 

(1.10) 

51 1 O 

II 

O 

(1.11) 


Si el cociente que se obtiene al dividir a entre b se define como el 
valor de a tal que a = bx, entonces, para b = 0 y a =/= 0, se obtiene 
a = O'jc, y, por tanto, no existe valor de x que satisfaga esa expresion 
(ecuacion 1.10). Si b = 0 y a = 0, entonces 0 = Ox, expresion que se 
se satisface con cualquier valor de x, esto es, 0/0, no existe como nume- 
ro unico. En consecuencia, la division entre cero quedara excluida. 

El simbolo a n se ha definido cuando n es un entero positivo, pero esta 
definicion carece de significado cuando n = 0. Sin embargo, si se exige 
que ecuacion (1.7) sea valida para m = n, se tiene 

a n 

— = a n ~ n = a° 0 (1.12) 

a n 

En consecuencia, ya que a n /a n es igual a 1, el valor de a 0 se define como 
igual a 1 y se tiene 

a 0 = 1 a^0 (1.13) 

Esta definicion de a 0 es concordante tambien con ecuacion (1.4), ya 
que a n X «° = a n+0 = a n . Y este es el resultado que podria esperarse si 
a 0 = 1. 


EJERCICIO 3: DIVISION 

Efectuense las divisiones indicadas en los problemas 1 a 16. 


3*7 

1 : ~ 

2 : £ 

3: 

W 8 

4 : t 

X 2 

yZ 


W S 

V 

5: I** 

6 : ^ 

7: 

10x 10 

8 : 

2x 2 

3x* 


5x b 

3x 3 

9 . a2 c 3 

10 : 2? 

11 : 

x b y 7 

12 : Pw * 

ac 2 

a s b s 


xy 6 

t*w 2 

15 x 2 y 5 z 7 

14 . 18a 9 6 8 c 3 

15: 

24a 6 f> 7 c 9 

24 a 3 & 7 c 4 

5xy 3 z 4 

6a 6 b 5 c 

6 a6 6 c* 

' 18a 2 6 3 c 2 

En los problemas 17 

a 20 elevese cada fraccion a 

la potencia 

indicada. 

- ($y 

- (f y 

19: 

( 2x 2 V 

\Sy 3 J 

2 ° : (&y 


Dividase la primera expresion entre la segunda en los problemas 21 a 36. 

21: 2x 2 — 7x + 6, x — 2 

22: 2a 2 — a — 15, 2a + 5 

23: 2a 2 - Sab - 2b 2 , 2 a + b 

24: 2a 2 + 5 ay — 3 y 2 , a + Sy 

25: 2y 3 — 7 y 2 + 9y — 3, y 2 — Sy + 3 
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26: 3y s - y 2 + ly + 6, y 2 - y + 3 

27: 2y 3 - 9 y 2 + Uy - 6, y - 3 

28: 5i/ 3 - W + 9y - 2, y - 2 

29: + 3y 3 - 3y + 1, y 2 + y - 1 

30: x 4 — 5x 3 + 10x 2 — llx + 3, x 2 — 2x + 3 

31: t* - t 2 + It + 2, t 3 - 2t 2 + 3t + 1 

32: 2w 4 — 9 w 3 + 7 w 2 + 7 w — 3, w — 3 

33: 2x 3 — 6x 2 — 3 x 2 y + 9 xy — xy 2 + 3 y 2 , x — 3 

34: 2x 3 + x 2 — 4 x 2 y — 2xy + 1 Ox7/ 2 + by 2 , x 2 — 2 xy + by 2 

35: x 4 — 4x 3 + x 2 + 7x — 2, x 3 — 2x 2 — 3x + 1 

36: 6x 4 - 7x 3 - 15x 2 + 2x + 2, 3x + 1 

Encuentrese el cociente y el residuo resultantes al dividir la primera expresion 
entre la segunda en los problemas 37 a 40. 

37: 2x 3 - x 2 - 8x — 2, 2x + 3 
38: 3x 3 — 5x 2 — 3x — 1, x 2 — x — 1 
39: 4x 3 — 9x 2 + 14x — 5, 4x — 1 
40: 3x 3 — 5x 2 — 7x — 3, x 2 — 3x + 1 


EJERCICIO 4: OPERACIONES FUNDAMENTALES 

Efectuense las operaciones indicadas en los problemas 1-20. 


1: 

6-10+2 

2 

8 - 7 - 6 + 2 

3: 

14-6+9-11 

4 

-5 + 15-6-8 

5: 

3 + (-2) - (-5) 

6 

9 - (-8) - 11 

7: 

-11 - (-17) + (-5) 

8 

-(-6) + (-3) - (+7) 

9: 

-4+7-8 

10 

-7 - 8 + (-4) 

11: 

7 - 2 - 5 + (-2) 

12 

13 - 7 - 7 - 13 - (-4) 

13: 

2x + 3x — 4x 

14 

5a — 7a — 2a 

15: 

2 b - bb - lb 

16 

9y — 6 y + 2 y 

17: 

a — 36 — ba + 66 

18 

bx — 2y — 3x — y 

19: 

— 4x — ly + 2x + by 

20 

lx — y + x — by — 4x + 2y 

Encuentrese el valor de las expresiones 
b = 3, c = -2. 

en 

l los problemas 21 a 32, si a = — 

21: 

2 a — b — c 


22: 3a + 6 -f- c 

23: 

4 ci -j- 2 b — 3c 


24: — a + 6 + 2c 

25: 

2(a - b) - 3(6 + c) 


26: 2(3a + 6) - 5(a - 6 + c) 

27: 

3(2 a — 6) — 4 (a — 2c) 


28: 5(a — 6) — 4(6 + 4c) 


29: \a-b\+\2b-c\-\c\ 

30: | 2a — c | — |3a — 6|+|6 — c| 

31: \a-\-b—c\-\- \ 2 a — b—c\— \a\ 

32: \ a — b — 2 c \ — \ 2 a b — c \ — \ b \ 

33. Encuentrese la suma de todos los numeros primos menores que 12. 

34. Encuentrese el producto de todos los numeros primos menores que 8. 

35. Agreguese la suma de todos los numeros primos menores que 9 a la suma de 
todos los numeros primos comprendidos entre 12 y 18. 

36. Restese la suma de todos los numeros primos comprendidos entre 16 y 24, de 
la suma de todos los numeros primos comprendidos entre 28 y 32. 

Encuentrese la suma de las expresiones en los problemas 37 a 40. 

37: 2 a — b — 3c, a + bb — 2c, 3 a — 2 b + 4c 
38: x + y — bz, 2x — 3y — z, — 3x — y + 4z 
39: 3a — 2b — 4c, 2a + 36 + c, 4a — b + 5c 
40: bt + 2w. — s, 3u — t + 2s, 6s — 2t — 4 u 

1.10 OPERACIONES EN QUE APARECE EL CERO 17 





Restese la segunda expresion de la primera en los problemas 41 a 44. 

41: 3a — 6 + 2c, a — 36 — 4c 
42: 2x + y — 5 z, 3a: + 5 y — 2z 
43: 5a — 4b — 2d, 2a — 4b — 2c 

44: 2 a — 3b — 4c, 3 a + 2 b — 5c 

Efectuense las operaciones indicadas en los problemas 45 a 52. 

45: 2a(a6) + 6(3a6) — a 2 (36) — 2 ab(b) 

46: 3 x 2 (xy 2 ) — 2 xy(x 2 y) + 5x?/ 2 (x 2 ) — 2x 2 y(xy) 

47: 3 ab 2 (ab) + 5a 2 b(b 2 ) — 4 ab(ab 2 ) — 2a6(3a6) 

48: 4a6(3a 2 c) — 5a 2 b(ac) — 7 a 2 c(ab) + 2a6c(3ac) 

.. 5 a 4 6 3 12a 5 6 4 15a 3 6 5 

a 2 b 6a 3 6 2 5a6 3 

30x 7 y s _ 18 x^y* 28x 5 2 / 7 z° 

6 x 5 y 2 3x A y :i 7x 3 y R 

36x 5 y 6 20x 4 y 3 33x 3 j/ 5 

12 x 2 y 4 5xy 3otfiy 3 

___ 18 a 4 ?/ 3 27a 2 ?/ 4 16a 6 ?/ 6 

9 a 3 y 3 ay 2 8 a b y 3 

Eliminense los simbolos de agrupacion y combmense los terminos semejantes en 
los problemas 53 a 76. 

53: 2(a + 26 - 3c) - 3(2a - 36 + 2c) 

54: 5(2a - 46 - c) - 4(3a + 26 - 2c) 

55: 7(—3a + 26 - 5c) - 5(-4a + 36 - 6c) 

56: 3(5a - 76 + 3c) - 4(4a - 56 + 2c) 

57: 4a - 5[a - 2(26 - 3c) - 26] 

58: 2r -2 {4r - 2[s - t + 4(r - s + 2t ) - 3r] + 2s} 

59: 33a; 2 - 3 {x - 2x[x - 7(x - 2) - 3] + 2} - 60a; 

60: 4a; 2 - {[2a; 2 - 2a;(a; - 3y + 1) - 3a; 2 + 3 y] - [3y(2x - 2y + 1) 

+ 6 y 2 ] +2x] 

61: (x — y)(x — 3 y) 

62: (x + 2 y)(x + 3 y) 

63: (2x — y){x + 3 y) 

64: (3x — y)(x + 2 y) 

65: (a + 2x — 3 y)(a — 2x + 3 y) 

66: (2a — x + y)(a — 3x — y) 

67: (3a - 6 + c)(a - 26 + c) 

68: (a + 26 + 3c)(a — 26 — 3c) 

69: (a 2 + 6 2 - ah) (a 2 + b 2 + ab) 

70: (2 x 2 y 3 + x 4 + y 6 )(2x 2 y 3 — x 4 — y € ) 

71: (a 3 + ab 2 + a 4 + 6 2 )(a 3 + ab 2 — a 4 — 6 2 ) 

72: (x 2 + xy + y 2 — 2)(x 2 — xy + y 2 + 2) 

73: (a + 6) (a — 26) — a + 6(a + 26) — a(a — 3) 

74: (2a 6)a — 6 -I - 2a — 6(a — 6) — 2a(a -{- 1) 

75: 3x — y(2x + y) — (3x — y)2x + y + (3x — l)(2x + y) 

76: (3x — y)2x — y 2 — 3x + ?/(2x + y) + 3x — l(2x + y) 

Dividase la primera expresion entre la segunda en los problemas 77 a 88. 

77: 2a + b, 6a 2 + ab - b 2 

78: a — 26, 3a 2 — 5ab — 26 2 

79: 2x + y, 6x 2 + xy — y 2 

80: 2x — 3 y, 10x 2 — 19 xy + 6 y 2 

81: a + 6, a 3 + 6 3 

82: a — 36, a 3 — 4a 2 6 + 4a6 2 — 36 3 
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83: 2 x — y, 2 x 3 + x 9 y — 3 xy 2 + y 3 
84: 2 x + 3 y, 2 x 3 + 7 x 2 y + 4 xy 2 — 3 y 3 
85: a + b — c, a 2 + 2 ab + b 2 — c 2 
86: 2a - 3b + c, 4 a 2 - 9b 2 + 6 be - c 2 
87: 3 a — x + 2y, 9 a 2 — x 2 + 4xi/ — 4?/ 2 
88: 5 x + a - 3 1, 25x 2 - a 2 + 6 at — 9 1 2 

Efectuense las operaciones indicadas y combinense los terminos semej antes en 
los problemas 89 a 92. 

89: xy(—x 2 y + xy 2 ) + [(x 5 !/ 4 — x*y s ) -h x 2 y 2 ] 

90: x 3 y 2 (xy 2 — 2 x 2 y) — [(x^y 3 — 3 x 6 y b ) h- xy 2 ] 

91: 2ab 2 (3a 3 b — 5a 2 b 2 ) — [(6a 6 6 6 — llo 5 & 7 ) -j- o 2 6 3 ] 

92: 3ab 2 c(2a 2 bc 3 — 5ab 3 c 2 ) — [(7a 5 6 4 c 7 — 17a 4 6 6 c 6 ) -f- a 2 bc 3 ] 
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FACTO RIZACI ON 


en este capitulo SE expondran algunos metodos que permiten efectuar 
mentalmente muchos de los pasos explicados en el Pr. 1.7. De este modo 
se puede, para muchos tipos de productos, abreviar el proceso de mul- 
tiplicacion. De igual modo se expondran algunos metodos para factori- 
zar ciertos tipos de multinomios. Para la computacion eficaz y rapida 
en algebra se requiere ser habil en cada uno de esos procedimientos. 

2.1 EL PRODUCTO DE DOS BINOMIOS 

Empleando el metodo del Pr. 1.7 para obtener el producto de los bi- 
nomios ax + by y cx 4- dy, se tiene 

(ax + by)(cx + dy) = acx 2 + cx(by ) + dy(ax) + bdy 2 

= acx 2 + bcxy + adxy + bdy 2 

(ax + by)(cx + dy) = acx 2 + (ad + bc)xy + bdy 2 (2.1) 

Observando el resultado de la derecha puede notarse que 

1.1 El primer termino del resultado es el producto de los dos prime- 
ros terminos de los binomios. 

2. El termino intermedio es la suma algebraica de los productos ob- 

j tenidos al multiplicar el primer termino de cada binomio por el searun- 
pasos en la 1 , , r ° 

multiplicacion do termmo del f ro * 

de dos 3. El tercer termino es el producto de los dos segundos terminos de 

binomios los binomios. 
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EJEMPLO 1 


regia para 
elevar al 
cuadrado 
binomio 


EJEMPLO 2 


EJEMPLO 3 


regia para 
multiplicar 
la suma de 
dos numeros 
por su 
diferencia 


Si se emplea el metodo anterior para obtener el producto de 2x — 3 y 7x + 5, 
se observa que: (a), el producto de los dos primeros terminos, es 145c 2 ; (b), la 
suma algebraica del primer termino de cada binomio por el segundo termino del 
otro es lOx — 2lx = —11.x; (c), el producto de los dos segundos terminos, es 
—15. Por consiguiente, 

(2x - 3) (7a; + 5) = 14a: 2 - 11a; - 15 

Este procedimiento puede expresarse por medio del siguiente diagra- 
ma, faeil de recordar, en el cual las flechas conectan los terminos que 
deben multiplicarse. 


14a: 2 -15 



Se puede obtener el cuadrado del binomio x + y escribiendo prime- 
ro (x + y ) 2 = (x + y) (x + y) y luego aplicar el anterior procedi¬ 
miento al producto de la derecha. Se obtiene asi 


(x + y ) 2 = x 2 + 2 xy + y 2 (2.2) 

Si se expresa la formula (2.2) por medio de palabras se tiene: El cua¬ 
drado de un binomio es igual al cuadrado del primer termino, mas el 
doble producto del primero por el segundo, mas el cuadrado del segundo. 

Debe notarse que si el signo entre los terminos es negativo, como en 
(x — y) 2 , entonces el producto de los dos terminos es negativo y se tiene 


(x — y ) 2 = x 2 — 2 xy + t/ 2 


(2.3) 


Encontrar el cuadrado de 2x + 3 y. 
Solution: 

(2a? + 3y) 2 = (2a;) 2 + 2(2a?)(3y) + (3 y) 2 
= 4a; 2 + 12 xy + 9 y 2 

Encontrar el cuadrado de 3x — 4 

Solution: 

(3* - 4) 2 = (3a;) 2 + 2(3a;) (-4) + (-4) 2 
= 9a; 2 - 24a; + 16 


Igualmente puede emplearse (2.1) con el fin de obtener una formula 
para el producto de la suma por la diferencia de dos numeros. Expre 
sando este producto en la forma (x + y) (x — y) y aplicando (2.1) 
se tiene 


(x + y)(x — y) = x 2 — xy + xy — y 2 
— x 2 — y 2 


por consiguiente. 
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(x + y)(x — y) = x 2 — y 2 


(2.4) 


De esta manera se observa que el producto de la suma por la diferencia 
de dos numeros es igual a la diferencia de sus cuadrados. 

EJEMPLO 4 Encontrar el producto x 3 + 4?/ and x 3 — 4 y. 

Solucion; 

( x 3 + 4 y)(x 3 — 4 y) = (a; 3 ) 2 — (4 y ) 2 = x e — 1 6 y 2 
EJEMPLO 5 Encontrar el producto de 23 X 17 
Solucion: 

(23) (17) = (20 + 3)(20 - 3) = 400 - 9 = 391 

2.2 EL CUADRADO DE UN MULTINOMIO 

Empleando el metodo del Pr. 1.7 se puede comprobar la siguiente pro¬ 
position. El cuadrado de un multinomio es igual a la suma de los cua¬ 
drados de cada termino, mas la suma algebraica del doble producto de 
cada termino por cada uno de los que le suceden. 

Encontrar el cuadrado de 2x + By — 4z — 2 w. 

Solucion: 

(2a; + 3 y — 4 z — 2w ) 2 = (2a;) 2 + (3 y ) 2 + (— 4z) 2 + (—2 w ) 2 + 2(2a;)(3 y) 

+ 2(2a;)(—4z) + 2{2x){-2w) + 2(3y)(-4z) 
+2(3y)(-2w) +2{-4z){-2w) 
= 4x 2 + 9 y 2 + 16z 2 + 4 m; 2 + 12a :y — 16 xz — 8 xw 

—24 yz — 12 yw + 1 6 zw 


regia para 
elevar al 
cuadrado un 
multinomio 

EJEMPLO 


EJERC1CIO 5: BINOMIOS Y MULTINOMIOS 


Encontrar los productos indicados en los problemas 1 a 92 usando los metodos 
expuestos en las Secciones 2.1 y 2.2. 


1 : 

3: 

5: 

7: 

9: 

11 : 

13: 

15: 

17: 

19: 

21 : 

23: 

25: 

28: 

31: 

34: 

37: 

40: 


(x + 2) (a; + 3) 

(3 y + 1)0/ +2) 

(3a; - l)(a; + 2) 

(46 + 1)(6 +2) 

(7a; - l)(a; + 2) 

(8m — 5) (2m + 4) 
(4a - 7) (5a + 2) 

(7 i - 5) (3 i + 2) 

(2m — 3w)(4m — 2 n) 
(6 c - 3d) (2c - Id) 

(2 w + lz)( 3 w — 2 z) 

(10a; — 5y)(5x + 2 y) 

(x + 2 y ) 2 

(3x + 2) 2 

(3m — 4«) 2 

(2x + 5 y ) 2 

(4 u — 2v ) 2 

(3a 4- 26) 2 




2: 

(b + 

D(6 4- 1) 



4: 

( 2 x 4- l)(x +2) 



6: 

(x - 

3) (2a; - 1) 



8: 

(3c - 

- 2) (2c 4- 3) 



10: 

(3a - 

- 2) (2a + 3) 



12: 

(5 h + 3) (4 h - 5) 



14: 

(2r 4- 2s) (3r + 3s) 



16: 

(8a 4- 3c) (a 4- 5c) 



18: 

( 12 x 

— 3y)(6x — 5 y) 



20: 

(3 r - 

- 5y)(2r —7y) 



22: 

(5 i - 

- 3j)(7i + 2 j) 



24: 

(7a + 66) (9a - 86) 

26: 

(2a; 

- 3) 2 


27: (a + 3b ) 2 

29: 

(3a 

- I) 2 


30: (3m — 2 n)' 

32: 

(6a 

- 4i>) 2 


33: (2a - 36) 2 

35: 

(4r 

- 3s) 2 


36: (57i 4- 3fc) 2 

38: 

(2 i 

+ 7j ) 2 


39: (6z - 5w ) 2 

41: 

(7 + 2) (7 - 

2) 

42: (18) (22) 


22 


PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION 



43: 

(24) (36) 44: 

(25) (35) 

45: (x + 3)(x - 3) 

46: 

(x + 9)(x — 9) 

47: 

(to + n)(m — n) 

48: 

(a + 6) (a — 6) 

49: 

(x + 3 y)(x — 3 y) 

50: 

(a + 56) (a - 56) 

51: 

(5x + y) (5x — y) 

52: 

(3c + d) (3c - d) 

53: 

(3a + 26) (3a - 26) 

54: 

( 2x + 3z)(2x — 3 z) 

55: 

(7 y + 4c) (72/ - 4c) 

56: 

(4x + 5w) (4x — 5w) 

57: 

(2a 3 + 26) (2a 3 - 26) 

58: 

(2x 2 + y) (2x 2 — y) 

59: 

(36 s + 6c 3 ) (36 2 - 6c 3 ) 

60: 

(56 4 + 3x 2 )(56 4 - 3x 2 ) 



61: 

(x , y\f ^ 

\3 ^ 5/\3 5/ 

62: 

(t+iXt-i) 


( to 2 , 2 n?\( to 2 2 n 3 \ 


( 3TO 2 . 2w 4 V 3to 2 2n 4 \ 

63: 

(t + tAt -1 -) 

64: 

\~r + tAt - TV 

65: 

(! +§)(!-!) 

66: 

f TO 2 | 2 V TO 2 2 X 

V 3 + 5m/\ 3 5 to/ 


(5a . y \f 5 a y\ 


X 3a 2 5x\f 3 a 2 5xX 

67: 

U + 26 A x 26/ 

68: 

(t + liA-r - 5 ) 

69: 

(x + y + z ) 2 70: 

(a + 6 — c) 2 

71: (r+s — <)■ 


72: (m-n+t ) 2 73: (a - 6 + 3c) 2 74: (x - 3y - z) 2 

75: (a; 2 - 2a: + 5) 2 76: (2a 2 - 3a + l) 2 

77: (a: - 2y + 2 - 3r) 2 78: ( 2x + Sy - 4z - 2w) 2 

79: (to 3 + to 2 — 2m + l) 2 

80: (2a; 3 - a: 2 + 4a: - 3) 2 

81: [2(a + 6) - 3][3(a + 6) + 2] 

82: [5(2a - 6) + 3][3(2a - 6) - 7] 

83: [3(4a - c) + 5][4(4a - c) - 5] 

84: [3(2 y + 36) + 7][7(2 y + 36) - 7] 

85: [(a; 2 - 2) + x][(x 2 - 2) - x] 

86: [(a 2 “I - 3) — a][(a 2 -(- 3) -(- a] 

87: [(36 2 + c 2 ) - 36c][(36 2 + c 2 ) + 36c] 

88: [(3a 2 + 9t> 2 ) — 9uv][(3v? + 9v 2 ) 9 uv\ 

89: [(to 3 + to) 4- (to 2 + l)][(m 3 + to) — (to 2 + 1)] 

90: [(a 3 - a) + (a 2 - 3)][a 3 - a) - (a 2 - 3)] 

91: [(36 4 - 6) + (6 3 - 26 2 )][(36 4 - 6) - (6 3 '-- 26 2 )] 

92: [(2m 5 + to 3 ) — (to 4 + l)][(2m 5 + to 3 ) + (to 4 + 1)] 

2.3 EL PROCESO DE FACTORIZACION 

Para factorizar un multinomio es necesario encontrar primero dos o 
mas multinomios o un monomio y uno o mas multinomios, cuyo pro- 
ducto sea el multinomio dado. En este parrafo se expondran los tipos 
mas usuales de multinomios. 

1. Multinomios que tienen un factor eomun. 

2. La diferencia de dos cuadrados. 

3. Trinomios que son cuadrados perfectos. 

4. Trinomios factorizables que no son cuadrados perfectos. 

Los ultimos tres tipos pueden factorizarse empleando las formulas 
(2.1) a (2.4). 

Multinomios que tienen un factor comun. Si cada termino de un mul¬ 
tinomio es divisible por un mismo monomio, el multinomio se puede 
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factorizar dividiendolo por el monomio de acuerdo con el metodo del 
P. (1.9). El polinomio se expresa entonces como el producto del divisor 
por el cociente obtenido. A1 aplicar este procedimiento a ax + ay — az 
se obtiene 


ax + ay — az 


ax + ay — az 


(ax + ay — az 
\ 


a 


az 


(ax , ay 

= a( -h —- 

\ a a a 

= a(x + y — z) 


EJEMPLO 1 Factorizar la expresion, Sx 3 — 15x? + 9x. 


equivale a multiplicar por 1. 

por el metodo del Pr 1.9. 

realizando las (2.5) 

divisiortes indicadas 


Solucion: Notese que todos los terminos son divisibles por Sx. Por ello, utilizando 
la ecuacion (2.5), tendremos: 

3x 3 - 15x 2 + 9x = 3x(x 2 - 5x + 3) 

EJEMPLO 2 Factoricese la expresion (a + b) (a — b) + 3 a(a + b) + (a + b) 2 


Solucion: Adviertase que cada termino de la expresion es divisible por a + b. 
En consecuencia, segun la ecuacion (2.5), tendremos: 

(a + b)(a — 6) + 3a(a + 6) + (a + 6) 2 = (a + b)[(a — 6) + 3a + (a + 6)] 

= (a -J- 6) (a — b + 3a a -f- 6) 

= (a + 6)5a 


Frecuentemente un multinomio puede ser factorizado por uno de los 
metodos siguientes: 

Diferencia de dos cuadrados. Intercambiando los miembros de (2.4), 
se tiene: 


— y 2 = (x + y)(x — y) (2.6) 

De donde se observa que los factores de la diferencia de los cuadra¬ 
dos de dos numeros son , respectivamente , la suma y la diferencia de 
los dos numeros. 

EJEMPLO 3 Factoricese la expresion 4x 2 — y 2 . 

Solucion: Anotaremos que la expresion consiste en la diferencia de dos terminos 
que son cuadrados. Utilizando la ecuacion (2.6) y la regia que de ella se deduce 
tendremos: 

4x 2 — y 2 = (2x) 2 — y 2 = (2x + y)(2x — y) 

EJEMPLO 4 Factorizar la expresion 9x 4 — 16 y 2 . 

Solucion: Debido a que la expresion consiste en la diferencia de dos terminos, 
cada uno de los cuales es cuadrado, se puede aplicar la ecuacion (2.6) y la regia 
que de ella se deduce: 

9x 4 - 16 y 2 = (3x 2 ) 2 - (4 y) 2 = (3x 2 + 4i/)(3x 2 - 4 y) 

En los ejemplos que se ponen a eontinuacion se apliea el metodo ante¬ 
rior a expresiones que son la diferencia de dos cuadrados, pero en las cua¬ 
les por lo menos uno de los terminos no es el cuadrado de un monomio. 
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EJEMPLO 5 Factorizar la expresion (4a;) 2 — (3 y + z) 2 . 


Solution: La expresion ( 4x ) 2 — (3 y + z) 2 es la diferencia de los cuadrados de 
4x y de 3y + z. Por tanto, los dos factores son la suma y la diferencia de estos 
numeros. 

(4a;) 2 — ( 3y -f z) 2 = [4a; + (3 y + z)][4x — (3 y + z)] 

= (4x + Sy + z)( 4x — 3 y — z) 

EJEMPLO 6 Factorizar la expresion (2 a — 3b) 2 — (c + d) 2 

Solution: 

(2 a - 3b) 2 - (c + d) 2 = [(2a - 36) + (c + d)][(2a - 36) - (c + d)] 

= (2a — 36 + c + d)(2a — 36 — c — d) 

Trinomios que son cuadrados perfectos. De las formulas (2.2) y (2.3), 
se tiene 

x 2 +• 2 xy + y 2 = (x + V) 2 (2.7) 

x 2 — 2 xy + y 2 = (x — y ) 2 (2.8) 

Los trinomios de la izquierda en (2.7) y (2.8) son cuadrados per¬ 
fectos y en cada caso se observa que dos de los terminos son cuadrados 
perfectos y positivos y que el tercer termino es el doble producto de 
la raiz cuadrada de los otros dos. Ademas, que si el termino del doble 
producto es positivo, el trinomio es el cuadrado de la suma de las dos 
raices cuadradas, y que si el termino del doble producto es negativo, 
el trinomio es el cuadrado de la diferencia de las dos raices cuadradas. 

EJEMPLO 7 Factorizar la expresion 9x 2 — 30x + 25. 

Solution: Notese primero que 9x 2 = (3x) 2 , 25 = 5 2 , y — 30x = — 2(3x)(5). 

Por tanto, segun (2.8) tendremos 
9x 2 - 30x + 25 = (3x - 5) 2 

EJEMPLO 8 Factoricese la expresion 4a 2 + 12a6 + 9b 2 . 

Solution: Adviertase que 4a 2 = (2a) 2 , 9 b 2 — (36) 2 y 12a6 = 2(2a) (36). Por con- 
siguiente, segun (2.7) tendremos 

4a 2 + 12a6 + 96 2 = (2a) 2 + 2 (2a) (36) + (36) 2 = (2a + 36) 2 

EJEMPLO 9 Factoricese la expresion (3x + y ) 2 — 2(3x + y)(z + w) + (z -J- w) 2 . 

Los terminos pueden ser reconocidos como la suma de los cuadrados de 3x + y y 
z + w, menos el doble del producto de 3 x + y y z + w; por ello emplearemos 
la ecuacion (2.8) : 

(3x + y) 2 — 2(3x + y)(z + w) + (z + w) 2 = [(3x + y) — (z + w)] 2 

= (3x + y — z — w) 2 

Trinomios factorizables que no son cuadrados perfectos. Considera- 
remos un trinomio del tipo px 2 + qxy + ry 2 . Si 

px 2 + qxy + ry 2 = (ax + by)(cx + dy) (2.9) 

entonces, 1 segun ecuacion (2.1) 

p — ac r = bd and q = ad + be 

Esto es, si px 2 + qxy + ry 2 se expresa como el producto de dos bino- 
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productos 

cruzados 


mios, los primeros terminos de los binomios deben ser factores de px 2 , 
los dos segundos terminos deben ser factores de ry 2 y la suma de los 
productos del primer termino de cada binomio por el segundo termino 
de cada binomio por el segundo termino del otro debe ser qxy. 

A estos dos ultimos productos los denominaremos los productos cru¬ 
zados. 


EJEMPLO 10 Factorizar 6x 3 + llx — 10. 

Solution: Se sabe que los factores de 6x? son los primeros terminos de los factores 
de ese trinomio y que los dos factores de —10 son sus segundos terminos. Pero 
estos factores deben ordenarse de tal modo que la suma algebraica de los pro¬ 
ductos cruzados sea llx. La ordenaeion deseada es (Sx — 2) (2x + 5), ya que 
la suma del producto cruzado es 15x — 4x =: llx. 


EJERCICIO 6: FACTORIZACION 

Factoricense las expresiones siguientes: 


1 : xz + xy — x 2 


2 : 

4x 2 + 2 xy — 6 xy 2 

3: 3m 2 n — 6 mn 2 + 9 m 2 n 2 

4: 

2 a 3 6 2 + 8 a 2 6 3 - 12 a 3 6 3 

5: (x + y)2z + (x + y) At 2 

6 : 

(<z -f- 6 )(<z — 6 ) + (tt d - 6)6 

7: ( 2 m — n)Sr + ( 2 m - 

- n) 4s — ( 2 m — ri)(At — s) 

8 : ( 6 a - 36)(o + 6 ) + ( 6 a - 36)(a + 26) - 

( 6 a 

— 36) (2a + 6 ) 

H 

1 

h-L 

o 

% 

1 


11: x 2 — 9 y 2 

12 : m 2 - 16n 2 

13: 36x 2 - 4 y 2 


14: 4m 2 — n 2 

15: a 2 - 646 2 

16: c 2 - 49d 2 


17: 9r 2 - 25s 2 

18: 46 2 - 16d 2 

19: 96 2 - 256 2 


20: 36a 2 - 49 y 2 

21: 16x 4 — 4 y e 

22: 25m 8 - 36w 2 


23: 64x* — 49 y i 

24: 816 s - 166 6 

25: - ^s 4 


26: ifm 8 - 

27: fix 16 ~ Mv* 

28. ioo^ ie^ 


29: x 6 — i / 4 

30: 25a 4 - 6 * 

31: 49c 16 - 25c 4 


32: 144m 16 - 625« 12 

33: x 2 + 4x + 4 

34: m 2 + 2 mn + n 2 


35: a 2 + 4a + 4 

36: z 2 + lOz + 25 

37: 96 2 + 66 + 1 


38: 46 2 - 46 + 1 

39: 25s 2 - 10s + 1 

40: 49m 2 — 14m + 1 

41: 9x 2 + 12xy + 4 y 2 

42: 16a 2 + 24a6 + 96 2 

43: 36m 2 + 9 6 mn + 64?i 2 44: 64r 2 + 64rs + 16s 2 

c 2 1,1 

45 ‘ 16 2 + c 2 

Aa m 2 3m 9 

46: T+hf + n- 


x 2 xy y 2 

25 5 ' 4 

48: -^-a 2 + 


49: 

96 2 - 1266 + 46 2 

50: 25a 8 - 30a 4 6 6 + 96 10 


51: 

36x® + 60x 3 y 2 + 25y 4 

52: 81c 16 - 126c*d 6 + 49d 12 

53: 

x 2 + 4x + 3 

54: 5 y 2 + 62 / + 1 

55: 9m 2 + 10m + 1 


56: 56 2 + 76 +2 

57: 3c 2 - 11c + 6 

58: 5x 2 — 28x + 15 


59: 6 x 2 — llx + 5 

60: 4x 2 — llx + 7 

61: 3y 2 + y — 2 


62: 5x 2 — 3x — 2 

63: 76 2 +46-3 

64: 5 p 2 + 2 p — 3 


65: 6 r 2 + 19r - 7 

66 : 6 y 2 + 3y - 3 

67: 9a 2 - 12a - 5 


68 : 9m 2 + 62m — 7 

69: 5x 2 + 20 xy + 15 y 2 


70: 

3a 2 + 26a6 + 166 2 

71: 12m 2 — 1 6 uv + 5v 2 


72: 

21 r 2 — 38rs + 5s 2 

73: 66 2 + 2966 - 56 2 


74: 

3c 2 + cd - 4d 2 

75: 5a 2 + 13a6 - 66 2 


76: 

3x 2 + 4xi/ ~ 15t/ 2 

'77: 8 p 2 - 20 pq + 8 q 2 


78: 

15y 2 + 19 yz + 6 z 2 

79: 126 2 - 316c + 9c 2 


80 

9u 2 + 21 uv + 12 « 2 

81: 18a 2 + 19a6 - 126 2 


82 

14x 2 + 13x2/ — 12 y 2 

83: 186 2 + 2166 - 156 2 


84 

24c 2 + 26cd - 15d 2 

85: 12a 4 + 13a 3 - 3*5a 2 


86 

: 18x 5 + 6 x 4 - 24x 3 
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87: 

9x 6 — 3 x 3 y 2 — 6 y 4 

88: 

15x 4 2/* + 26x 2 y 3 — 21 

89: 

27a s b 3 + 3a 4 6 3 - 24 

90: 

15 x w y 8 + 14 x 5 !/ 4 — 32 

91: 

15a 6 - lla 3 & 5 - 12 6 10 

92: 

25a 12 - 75a 6 6 4 - 166 8 

93: 

(x + y ) 2 — z 2 

94: 

(m — 3«) 2 — 9 z 2 

95: 

(2a + b ) 2 - 16c 2 

96: 

(5 h - 3 j ) 2 - 9i 2 

97: 

36x 2 - {y + 3z) 2 

98: 

49 - (3a - b) 2 

99: 

64a 2 - (36 - 2c) 2 

100: 

81p 2 - (3 q - 2 r ) 2 

101: 

(m — 3n ) 2 — (y — 5 z ) 2 

102: 

(5a — 36) 2 — (3m — 4 n) 

103: 

(3 r — 5s) 2 — (9( + 5 m.) 2 

104: 

(8a + 66) 2 - (3c + 9d)‘ 


2.4 FACTORES DE BINOMIOS DEL TIPO a” + b n 


expresion 

irreductible 


regia para 
factorizar la 
suma de dos 
cubos 

regia para 
factorizar la 
diferencia de 
dos cubos 

EJEMPLO 1 


EJEMPLO 2 


En este eapitulo nos ocuparemos de aquellos factores cuyos coeficientes 
son numeros racionales y Ios exponentes son enteros. 

Aquellas expersiones cuyos factores no llenan estos requisitos se lla- 
man irreductibles. 

Corrientemente la suma de dos cuadrados es irreductible, aunque 
expresiones como a; 6 4 - y 6 y x 12 + y 12 ,.que son la suma de dos cubos, 
pueden ser factorizados por los metodos que aqui se indican. 

Los binomios del tipo d n + b' D se pueden dividir en las cuatro clases 
siguientes: 

1. La suma o diferencia de dos cubos. Si se divide x 3 4- y 3 por x + y, 
por el metodo del Pr. 1.9, se obtiene el cociente x 2 — xy 4- y 2 . 

Por tanto, 

x 3 + y s = (x + y) ( x 2 — xy + y 2 ) (2.10) 

de la misma manera 

x 3 — V 3 — (x — y)(x 2 + xy + y 2 ) (2.11) 

Se observa que el primer factor de la suma de los cubos de dos nu¬ 
meros es la suma de los dos numeros. El segundo factor es el cuadrado 
del primer numero menos el producto del primer numero por el se¬ 
gundo mas el cuadrado del segundo numero. 

Analogamente, un factor de la diferencia de los cubos de dos numeros 
es la diferencia de los numeros. Y el otro factor es el cuadrado del pri¬ 
mer numero, mas el producto del primer numero por el segundo, mas 
el cuadrado del segundo numero. 

Factoricese la expresion 8a 3 + 6 s . 

Solution: Notese que 8a s = (2a) 3 y que la expresion es, por tanto, producto de 
dos cubos. Usando la formula (2.10) 

8a 3 4- 6 3 = (2a) 3 + 6 3 = (2a + 6)[(2a) 2 - (2a)(5) + &*] 

= (2a + 6) (4a 2 - 2a6 + b 2 ) 

Factoricese la expresion x 3 — 27y 6 . 

Solution: Adviertase que 27y 6 = (3y 2 ) 3 , quedando asi la expresion como una 
diferencia de dos cubos. Empleando la formula (2.11) 

v 3 — 27 y 3 — x 3 — (3 y 2 ) 3 = (x — 3 y 2 )[x 2 + (x)(3y 2 ) + (3 y 2 ) 2 ] 

— (x — 3 y 2 )(x 2 + 3 xy 2 + 9 y 4 ) 
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EJEMPLO 3 Factorizar la expresion 8a® + (c — d) s 


Solucion : 

8 a 3 + (c - d) 3 = [2a + (c - d)][(2o) 2 - (2o)(c - d) + (c - d) 2 ] 

= (2a + c — d)(4a 2 — 2ac + 2ad + c 2 — 2cd + d 2 ) 

Binomios del tipo x n — y n para n mayor que 3 y divisible por 2. 
En este caso se expresa x n — y n en la forma (x n/2 ) 2 — (y n/2 ) 2 . Ea esta 
forma el binomio es la diferencia de dos cuadrados y se puede factorizar 
mediante el empleo de (2.6). Si n/2 es divisible por 2, se aplica nueva- 
mente el procedimiento anterior y se continua asi hasta donde sea posible. 

EJEMPLO 4 Factorizar x 1 — y 4 . 

Solucion: 

x* — y 4 = (a; 2 ) 2 — (y 2 ) 2 

= (a: 2 — y 2 )(x 2 + y 2 ) - x 4 — y 4 = (x — y)(x + y)(x 2 + y 2 ) 

El factor x 2 + y 2 es irreductible por tratarse de la suma de dos cuadrados. 

Binomios del tipo x n zb y n para n mayor que 3 y divisible por 3. 
En este caso x n ± y n se puede expresar como (x n/3 ) 3 zb ( y n/? ‘ ) 3 . Por 
tanto, los binomios de este tipo se consideran como la suma o la dife¬ 
rencia de dos cubos y pueden aplicarse las formulas (2.10) o (2.11). 

EJEMPLO 5 Factorizar la expresion a; 6 + y®. 

Solucion: 

x® -f- y® = (x 2 ) 3 + (y 2 ) 3 

= (x 2 + y 2 )[(x 2 ) 2 - x 2 y 2 + (y 2 ) 2 ] 

= (x 2 + y 2 )(x 4 — x 2 y 2 + y 4 ) 

Binomios del tipo x n + y n para n mayor que 3 y no divisible por 3 
ni por 2. Si n es divisible por 2 o por 3, la expresion se factoriza por 
los anteriores metodos. Sin embargo, si n no es multiplo de 2 ni de 3, 
la expresion se puede factorizar por medio de las siguientes formulas. 
Estas se dan sin demostracion, pero se pueden comprobar, mediante 
divisiones laboriosas, para cualquier valor entero positivo de n. Si n 
no es divisible por 2. 

X n _|_ yn — y ) - 1 — X n ~ 2 y + X n ~ 3 i/ 2 — • • • 

_j_ X 2yn - 3 _ X yn ~ 2 _J_ yn ~ 1) (2.12) 

Para cualquier valor entero de n 

x n — y n = (x — -y ) ( x n ~ 1 + x n ~ 2 y -J- x n ~ 3 y 2 + • • • 

+ x 2 y n ~ 3 + xy n ~ 2 + y n ~ x ) (2.13) 

EJEMPLO 6 Factoricese la expresion x 12 — y 12 . 

Solucion: El binomio x 12 — y 12 se puede escribir (x 6 ) 2 — (y 6 ) 2 6 (x 4 ) 3 — (y 4 ) 3 . 

Usando la primera de estas expresiones se tiene 

X 12 _ yl2 = (3^6)2 _ (y6)2 

= (x 6 — y 6 )( x 6 + y 6 ) 

= [(x 3 ) 2 — (y 3 ) 2 ](x 6 + y 6 ) 

= (x 3 — y 3 ) (x 3 + y 3 )(x® + y 6 ) 
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Ya que ninguno de los binomios de la ultima expresion se puede expresar como 
la diferencia de dos cuadrados, se aplica el metodo del Ejemplo 5 y se continua 
factorizando hasta obtener 

X 12 _ yi 2 — __ yZ)(x 3 + 2/ 3 )[(# 2 ) 3 + (y 2 ) 3 ] 

= (x — y)(x 2 + xy + y 2 )(x + y)(x 2 — xy + y 2 ){x 2 + y 2 ) 

(x 4 — x 2 y 2 + y 4 ) 

EJEMPLO 7 Factoricese la expresion x 10 — y 10 . 

Solution: El binomio X 10 — y 10 se puede expresar como la diferencia de dos cua¬ 
drados. Asi, 

x 10 — y 10 = (x 5 ) 2 — (y 5 ) 2 

= (x 5 — t/ 5 )(x 5 + y 6 ) 

x 10 _ yio = (x — y){x 4 + x 3 y + x 2 y 2 + xy 3 + y 4 )(x + y) 

(x i — x 3 y + x 2 y 2 — xy 3 + y 4 ) 

EJERCICIO 7: FACTORIZACION DE BINOMIOS 

Factoricense las expresiones siguientes: 


1: c 3 — d 3 

2: m 3 — n 3 3: a 3 + 6 s 

4: r 3 + s 3 

5: c 3 — 27 d 3 

6: j 3 — 8fe s 7: m 3 + 27 k 3 

8: x 3 + 64 y 3 

9: 27 u 3 - 125» s 

10: 64p 3 - 12 5g 3 

11: 8x 3 + 216 y 3 

12: ' 64m 3 + 8 n 3 

13: m 6 fe 3 — 27 

14: 343x 9 fc® - 125 

15: 27a 15 6 12 + 216 

16: 125a 12 d 6 + 64 

17: m 4 — n 4 

18: x 4 - y 4 

19: a 4 - 81 

20: c 4 - 16 

21: a 6 — 6 6 

22: y 3 + 729 

23: 64m 6 — 1 

24: c 8 — 1 

25: m 3 — s 6 

26: p 3 — s 4 

27: p 12 + q 3 

28: a 16 - 6 16 

29: h 12 + k 12 

30: 125a 27 - 1 

31: x 7 - y 7 

32: a 5 + y 5 

33: m 12 - w 12 

34: p 44 - q 14 

35: a 9 + y 9 

36: 6 1B — c 15 

37: (a - 6) 3 - 1 

38: (m + w) 3 + 8 

39: (3x - y ) 3 + 27 

40: (5r - 2s) 3 - 64 

41: 8 - (36 - 2c) 3 

42: 125 + (x — y ) 3 

43: a 12 - (a 2 — l) 3 

44: x 9 + (m 3 - l) 3 


2.5 FACTORIZACION POR AGRUPACION 

Frecuentemente un multinomio que contiene cuatro o mas terminos se 
puede reducir a una forma factorizable mediante una adecuada agru- 
pacion de sus terminos y posterior faetorizacion de los grupos. Si esto 
es posible, el multinomio se puede factorizar por medio de alguno de 
los metodos anteriores. Se ilustrara el procedimiento con algunos 
ejemplos. 

EJEMPLO 1 Factorizar la expresion ax — bx — ay + by . 

Solution: 

ax — bx — ay + by = (ax — bx) — (ay — by) se han agrupado los dos 

primer os y los dos ulti¬ 
mo s terminos . 

= x(a — b) — y (a — b) „se ha sacado x como fac¬ 

tor comun del primer 
grupo y y como factor 
comun del segundo. 
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— (a — b)(x — y ) se ha sacado a — b como 

factor comun. 

EJEMPLO 2 Factorizar la expresion X — y — x 2 + y 2 . 

Solution: 

x — y — x 2 + y 2 = (x — y) — (x 2 — y 2 ) se han agrupado los dos 

primeros y los dos ulti¬ 
mo s terminos. 

= (x — y) — (x — y)(x + v) se ha factorizado x 2 — y 2 

= ( x — t/)[l — (* + y)] se ha sacado x — y como 

factor comun 

= (x — y)(l — x — y) se ha simplificado el 

ultimo factor 

El siguiente ejemplo ilustra como puede reducirse una expresion a la 
diferencia de dos- cuadrados mediante una agrupacion adecuada de sus 
terminos. 

EJEMPLO 3 Factorizar la expresion 9c 2 — 4a 2 + 4a6 — ft 2 . 

Solution: 

9c 2 — 4a 2 + 4a6 — b 2 = 9 c 2 — (4a 2 — 4a6 + b 2 ) por Pr. 1.4 

= 9c 2 - (2a — b) 2 por ec. (2.8) 

= [3c + (2a — 6)][3c — (2a — &)] por ec. (2.6) 

= (3c + 2a — 6) (3c — 2a + b) 


2.6 TRINOMIOS QUE SON REDUCTIBLES A LA DIFERENCIA DE DOS 
CUADRADOS 

Si se puede convertir un trinomio en un cuadrado perfecto, mediante 
la adicion de un termino que sea cuadrado perfecto, entonces se puede 
expresar el trinomio como una diferencia de cuadrados. Por ejemplo, 
el trinomio 4x 4 + 8 x 2 y 2 + 9 y 4 seria un cuadrado perfecto si el termino 
intermedio fuera 12 x 2 y 2 . Por tanto, si se adiciona y se sustrae 4 x 2 y 2 , 
se obtiene 

4X 4 + 8 x 2 y 2 + 4 x 2 y 2 + 9 — 4 x 2 y 2 

= + 12 x 2 y 2 + 9 y 4 ) — 4 x 2 y 2 

= (2x 2 + 3 y 2 ) 2 - (2 xy) 2 
= (2.x 2 -j- 3 y 2 + 2xy)(2x 2 + 3 y 2 — 2xy) 

Debe observarse que este metodo se aplica unicamente si al agregar 
un cuadrado perfecto al trinomio este se convierte en cuadrado perfecto. 
Por ejemplo, x 4 — x 2 y 2 + y 4 se convierte en cuadrado perfecto cuando 
se le sustrae x 2 y 2 . Sin embargo, se tiene 

x 4 — 2 x 2 y 2 + y 4 + x 2 y 2 = (x 2 — y ) 2 + x^y 2 

que por ser suma de dos cuadrados no es factorizable. 
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EJERCICIO 8: FACTORIZACION POR AGRUPACION 

Factoricense las expresiones de los problemas 1 a 40 empleando el metodo del Pr. 2.5 


2: rib “I - 3a -T - b d~ 3 
4: x 2 + x — xy — y 


1: raw + ra + w + 1 
3: uv + 5v + 2w + 10 
5: rs 4- 6s — r — 6 
7: 2a; 2 + 6xy — 5x — 15 y 
9: me + cw + dm + dn 
11: 6ut — lOsf + 3wr — 5rs 
13: 10 h 2 -15 hk - Ahj + 6jk 
15: 21r 2 — 9rs + 35rz — 15zs 
17: x 2 — xy + xz — x + y — z 
19: In 2 — 3 Irik — hj — ph + 3 pk + pj 
20: 8r 3 - 16r 2 s - 12 rt — 6r 2 -f- 12rs + 9 t 
21: a 2 — b 2 — a — b 
23: h 2 — 2 hk + k 2 — hj + kj 
25: w 3 + w 3 — m 2 — 2raw — w 2 
27: 2a 2 - ab - b 2 - 8a 3 - b 3 
29: a; 2 - 4 y 2 + 1 6y — 16 
31: 9a 2 - 6 2 + 46d - Ad 2 
33: w 2 — 6raw + 9w 2 — 4 p 2 — 8 pz — 4z 2 
34: 25r 2 — lOrs + s 2 — t 2 + Atu — 4w 2 
35: 9a; 2 + 24a cy + 16 y 2 - z 2 - 6zt - 9 1 2 
36: 9a 2 - 6a6 + b 2 - c 2 + Acd - Ad 2 
37: a 2 — 4a& + 2ac + 36 2 — 2c6 
38: a; 2 — Axy — xz + 3 y 2 + yz 
39: 6 ms — 6to 2 + 13ww — 4sw — 6w 2 
40: 25 jk — I5j 2 + 13 jh — 5 hk - 2 h 2 


6: c 2 — 3cd + c — 3d 
8: 2 h 2 + 6h - 5hk - 15 k 
10: a& — 6 2 + ac — rib 
12: 6x2/ — 15 y 2 + 2x« — 5 yz 
14: 6a 2 — 3a6 — 36ac + 18c6 
16: 4ra 2 — 5mw + 8 mp — lOwp 
18: ra 2 — raw — mp + ra — w — p 


22: w 2 — v 2 — u + v 
24: a 2 + 2ab + b 2 — ac — be 
26: r 2 + 2rs + s 2 — r 3 — s 3 
28: 8JF 3 — x 3 + x 2 — Ay 2 
30: w 2 + 10wfl + 25v 2 - At 2 
32 : 16 h 2 - 2Ahd - k 2 + 9d 2 


Factoricense las expresiones de los 
del Pr. 2.6 

41: x 4 + 4x 2 + 16 
43: ra 4 + 3ra 2 + 4 
45: c 4 + 4 

47: x 4 + 7x 2 y 2 + 1 Qy i 
49: 4c 4 - 16c 2 d 2 + 9d 4 
51: 36a 4 - 40a 2 6 2 + 96 4 


problemas 41 a 52 empleando el metodo 

42: a 4 - 19a 2 + 25 
44: r 4 — 10r 2 + 9 
46: a 4 + 2a 2 6 2 + 96 4 
48: ra 4 — 14ra 2 w 2 + 25w 4 
50: 9w 4 + 1 5u 2 v 2 -j- 16» 4 
52: 4x 4 — Alx 2 y 2 + 64 y 4 


EJERCICIO 9: PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION 


Sin efectuar la operacion detallada de multiplicacion encuentrense los productos 
de los problemas 1 a 60. 


1: (2a + l)(a + 3) 

2: 

(3x + l)(x + 2) 

3: 

(4c +d)(c + 3d) 

4: (2ra + w)(ra + 3w) 

5: 

(5s 

- 30 (2s 

- At) 

6: 

(7a — 56) (3a — 26) 

7: (2 h - 3k) (3h - 5k) 

8: 

(2 i 

- 5j)(3i 

-3) 

9: 

(3s - 20 (4s + 50 


10: 

(7a - 26) (3a + 56) 

11: 

(At + 2u)(7t - 3u) 

12: 

(2w + 5 v)(6u — 

2v) 

13: 

(3x — 7y)(8x + 3 y) 

14: 

(5c + 7d)(4c - 

3d) 

15: 

(3a + 96) (5a - 76) 

16: 

(5s + 100 (3s - 

60 

17: 

(6/t - 9k) (Ah + 3k) 

18: 

(7x + 12y)(Ax - 

- 3 y) 

19: 

(7c + 2d)(5c - lid) 

20: 

(91 - 8u)(13t - 

5u) 

21: 

(ra + 5)(ra - 5) 

22: 

(6 + 3) (6 - 3) 


23: 

(3x - l)(3x + 1) 

24: 

(5s + l)(5s - 1) 

25: 

(3x + y)(3x — y) 

26: 

(21 + s)(2f — s) 


27: 

(3a + 26) (3a - 26) 
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28: 

(3c 

- 5d)(3c 4- 5d) 

30: 

(6 h 

4- 5 k)(6h - 5k) 

32: 

(8 p 

+ 5q)(8p - 5 q) 

34: 

(Sr 

- s) 2 

36: 

('Ih 

- 3fc) 2 

38: 

(fa 

- i&) 2 

40: 

(f« 

- f «) 2 

42: 

(2x 3 

- By 2 ) 2 

44: 

(9a 2 b 4 - 5c 3 ) 2 

46: 

(a 4“ b 4” c) (a 4~ b — c) 

48: 

(a + 3b — 2c) (a 4- 3b + 2c) 

50: 

(Sr 

- 2s + At) (Sr 4- 2s + At) 

52: 

(2x 

— 3 y — 5z)(2x + Sy 5 z) 

54: 

(x - 

-y + z) 2 

56: 

(3x 

- y - 2z) 2 

58: 

(to 3 

+ 3to 2 - to - 2) 2 

60: 

(Sh 4 

-2h 2 + h - A) 2 


29: 

(4a - 3b) (4a 4- 3b) 


31: 

(7to 4- 5n)(lm — 5 n) 


33: 

(to 4- 3«) 2 


35: 

(6p + 5 q) 2 


37: 

(fx + 2 y) 2 


39: 

(fr + |s) 2 


41: 

(3a 2 - 2b 3 ) 2 


43: 

(Gp 3 4- 5q 2 ) 2 


45: 

[(x 4- y) 4- z][(x 4- #) 

- z] 

47: 

(to 4- « — Sp)(m 4- « 

+ 3 p) 

49: 

(x — 2y -\- 5z)(x + 2t/ 

+ 5 z) 

51: 

_ 3fc + 3 k +j) 

53: 

(r + s 4- t) 2 


55: 

(a + b — 3c) 2 


57: 

(to 4“ 3b 4" c 4" 2d) 2 


59: 

(r 3 - 2 r 2 - 3r + 4) 2 



Factoricense las expresiones siguientes: 

61: 6a 2 - 12 ab — 18ac 
63: 9 xyz — 18 xHz + 27x 3 z 2 
65: 1 6x 2 y 3 + 20 x 3 y 2 + 28 xy 
67: 12m 2 n 2 — 8 m 2 np — 20 mn 2 p 
69: x 2 — 16 70: 

72: 81to 2 — 25n 2 73: 

*75: 45c 3 d - 80cd 3 76: 

78: 25x 2 — 10 xy + y 2 
80: 49r 2 — 126rs + 81s 2 
82: 25a 4 — 30a 2 b 4 + 9b 8 
84: 256® - 20b 4 c 3 + 4c 6 
86: y 2 + 5y + 6 
89: 6x 2 — xy — 2y 2 
92; 4b 2 — 4bc — 15 c- 
95: 21 x 2 + y 3 
98: 27a 6 + 1 

101: xyz + 2 zy — 3 xz — 6z 
103: (bx — cy + dx + cx — by — dy ) 
105: m 2 — 4b 2 — m — 2b 
107: 4x 2 — y 2 + Bx 3 — y 3 
109: to 4 — n 4 
112: c 4 - d® 

115: x 12 - y 3 
118: a 7 

121: 

124: 

126: 

128: 

130: 

132: a 3 + a 2 + 2ab - 3b 2 - b 3 

134: 4r 4 — r 2 — 4rs — 4s 2 

136: a 3 - 9b 2 - 27b 3 + a 2 


62: 2 m 2 n + 6m« 2 + 8mns 
64: 3a 5 — 12a 4 — 9a 3 
66: 10 p 3 q 3 — 20p 2 q + 25 pq 2 
68: 3 x 2 y 2 — 12 x 2 yz + 18 xy 2 z 
71: 9 u 2 - 36b 2 
74: 12a 8 — 27b 4 
77: 16a 2 + 8ab + b 2 
16a 2 + 8 m® + v 2 
3 6h 3 - 2Ah 3 k 2 + 4 k* 

49x 2 + 56xy 5 + 16t/ 10 
x 2 — 8x + 15 

88: h 2 — h — 20 
91: 6a 2 + lOab - 4b 2 
94: a 3 - b 3 
97: 64a 3 + 8b 3 
100: m 9 — 27n 12 
102: acb + b 2 c — 3ac — 3bc 
104: rx — sx + tx + yr — ys + yt 
106: a 3 — 8b 3 + a — 2b 
108: a 2 — 4b 2 + a 2 b — 2ab 2 
111: z 4 - 16w 4 
114: a 9 + b 9 
117: x 6 + 2/ 6 
120: a 10 — 1 
123: 9c 4 + 5c 2 + 1 
a 4 - 20a 2 b 2 + 4b 4 
4b 4 - 21b 2 c 2 + 9c 4 
m 2 — m — n 2 — n 
a 6 -I - 3a 4 -I - 6a 2 -I - 8 
9 — c 2 + 4cd — 4d 2 
x 2 — a 2 — 6 xy + 2ab + 9 y 2 — b 2 


a 2 - 9 
27b 4 - 48c 2 
81 x 5 y — 49 xy 7 
79: 

81: 

83: 

85: 

87: m 2 + to — 6 
90: 10r 2 + 13 rt - 3 1 2 
93: x 3 + y 3 
96: 8r 3 - s 3 
99: 8 + y* 


- V 

a 4 + 5a 2 + 9 
4m 4 + 3 m 2 n 2 + w 4 
4x 4 + llx 2 y 2 + 9y* 
16x 4 - 28x 2 y 2 + 9 y i 
x 3 4 - x 2 — y 3 — y 2 


110: a 4 - 81 
113: x 6 - 1 
116: 8x 9 - b 6 
119: m 14 - v li 
122: x 4 + 3x 2 + 4 
125: 
127: 
129: 
131: 
133: 
135: 
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EN EL PR. 1.8 se definio la fraccion —, o a/b*, como la division de a entre 

b 

b o simbolicamente a — b, siendo b =/= 0. En algebra las fracciones se 
presentan tan frecuentemente como en aritmetica y, como en esta, se 
pueden combinar mediante adicion, sustraccion, multiplicacion y divi¬ 
sion. Sin embargo, en virtud de que los procesos algebraicos tratan 
principalmente con letras que representan numeros, el simbolo de la 
fraccion algebraica persiste a lo largo de las operaciones concernientes 
con algun calculo particular. Por esa razon es conveniente buscar otros 
metodos para operar con ellas. 

3.1 EL PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE LAS FRACCIONES 

numerador En la fraccion — el simbolo a se denomina numerador de la fraccion, el 
denominador b 

miembro simbolo, b denominador de la fraccion y de cada uno se dice que es un 
miembro de la fraccion. 

producto de El producto de dos fracciones cualesquiera a/b y c/d se define por 
dos fracciones medio de la igualdad 

* La forma a/b se popularizo durante el siglo diecinueve como consecuencia 
del uso del tipo de metal en las imprentas. En Inglaterra, quiza por el amplio 
uso de las fracciones en el manejo de su moneda (la unidad es la libra, una libra 
tiene 20 chelines y un chelfn 12 peniques), aquella forma recibio el nombre de 
fraccion chelin. Ademas, el simbolo / recibio el nombre de barra solida, inclinada 
o chelin. 
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a ^c aXc ac 
b X d ~ b^<d ~ bd 


(3.1) 


Empleando la expresion anterior para c — d = n, se tiene 


a n _ an 
b ^ n bn 


Puesto que n/n = 1 , siendo n cualquier numero real diferente de eero 


a 

b 


a 

- » x 1 " 


a n 

v X - 
o n 


segun (3.1) el producto de la derecha es an/bn. Por tanto 


a 

b 


an 

bn 


(3.2) 


Ademas, puesto que n es un numero real diferente de cero, la expresion 
(3.2)tambien es valida si n = 1 /p, p 0. Por tanto, 

a __ a(l/p) _ a -T- p 
b b (1/p) b -h p 


(3.3) 


principio Si las igualdades (3.2) y (3.3) se leen ahora de izquierda a derecha 

fundamental se obtiene el siguiente principio fundamental de las fracciones: si cada 
de f i acetones miembro de una fraccion se multiplica o se divide por una misma canti- 
dad diferente de cero, el valor de la fraccion no se altera. Los ejem- 
plos que siguen a continuacion sirven para ilustrar este principio 


EJEMPLO Convertir 


3 

3X5 15 

15 

15-4-5 3 


4 “ 

4 X 5 “ 20 

20 

20 -=- 5 “ 4 


8 

8-4-2 4 

4 

4X2 8 


10 = 

~ 10 -4-2 5 

5 

~ 5 X 2 ~ 10 


a 3 6 2 

a s b 2 -4- a 3 b 

b 

b & X a 3 6 

a 3 b 2 

a*b 

a*b -4- a 3 b 

a 

a a X a 3 b 

a 4 b 


x - 3 





% — 1 


en una fraccion cuyo denominador sea x 2 — 1. 


Solucion: El denominador deseado se puede obtener multiplicando el denominador 
de la fraccion dada por x + 1. En consecuencia, haciendo uso del principio fun¬ 
damental y multiplicando numerador y denominador por x + 1 se tiene 

x + 3 _ x + 3 x + 1 _ x 2 + 4x + 3 

X — 1 X — 1 X + 1 X 2 — 1 

Como una consecuencia adicional de (3.2) se tiene 

a _ a X ( — 1) __ —a 
b ~ b X (-1) “ ~-b 

Ademas, 

— a _ —1 X a 
~ ~1 X b 
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= -p X | por (3.1) 

a — 

= — 1 X ^ ya g«e — 

_ o 

~ 6 

De la misma manera 


a _ a 
~-b ~ ~ b 

Por tanto, 

a _ —a 
b ~ ^-b 


—1 


(3.4) 




— a 


b 




(3.5) 


regia de los 
signos de las 
fracciones 


De lo anterior se tiene que en una fraccion se pueden cambiar si- 
multdneamente los signos del numerador y del denominador sin alterar 
el valor de la fraccion. Sin embargo, si se cambia el signo del nume¬ 
rador o el signo del denominador, se debe cambiar entonces el signo que 
precede a la fraccion. Los ejemplos siguientes ilustran la regia de los 
signos en las fracciones. 

a — 2 _ 2 — a _ a — 2 _ 2 — a 
a — 3 3 — a 3 — a a — 3 


3.2 REDUCCION A LA MINIMA EXPRESION 


minima La minima expresion de una fraccion es aquella en la cual el numerador 

expresion y el denominador no tienen factores comunes. Por tanto, para reducir 

una fraccion a su minima expresion se factorizan primero el nume¬ 
rador y el denominador y luego se divide cada uno de ellos entre cada 
factor que les sea comun. 


o? + — 6x 

EJEMPLO 1 Reducir a su minima expresion la fraccion - 

x s + 3x? — 6x 


Solution: 

x 3 + x 2 — 6x _ x(x 2 + x — 6) 

X s — 3x 2 + 2x x(x 2 — 3x + 2) 

— x ( x ~ ^)( x + 3) 

x(x — 2)(x — 1) 

_ x -f- 3 

x — 1 


se ha factorizado el numerador y el deno¬ 
minador 


se han dividido el numerador y el denomi¬ 
nador entre x(x — 2). 


cancelacion 


En la reduccion de fracciones es comun borrar o tachar el factor 
por el cual se dividen numerador y denominador. 
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EJEMPLO 2 Redueir a su minima expresion 


Solucion: 

a 5 — a 4 c — ab 4 + 6 4 c 
a 4 — a 3 c — a 2 b 2 + a6 2 c 


a 5 — a 4 c — ab 4 + b 4 c 
a 4 — a 3 c — a 2 6 2 + a6 2 c 


a 4 (g — c ) — 6 4 (a — c) 
a 3 (a — c) — ab 2 (a — c) 

a 4 (cu—-c)r — b 4 (ja, —-g) 
a 3 (a—-t?) — ab 2 (g—-c) 


agrupando terminos y fac- 
torizando 

dividiendo cada termino 
por a — c factor comun 


a 4 - 6 4 
a 3 — aft 2 

(gS-—»)(fl 2 + b 2 ) 
a(g2L*—&*) 


agrupando los terminos res- 
tantes 

factorizando numerador y 
denominador y dividien¬ 
do por el factor comun. 


requisitos 
para la 
supresion de 
factor es 
comunes 


= a 2 + b 2 
a 

Debe notarse que la primera vez que se hizo la supresion, la expresion suprimida 
a — c era un factor de cada uno de los terminos de los dos miembros de la frac¬ 
cion y que la fraccion pudo haberse escrito en la forma (a — c) (a 4 — b 4 ) / {a — c) 
(a 3 — ab 2 ). La segunda vez que se hizo la supresion, estando factorizados nume¬ 
rador y denominador, el factor suprimido a 2 — b 2 era un factor comun a ambos. 

El uso de la supresion de factores comunes suele llevar a graves erro- 
res cuando se aplica descuidadamente o cuando el procedimiento no se 
entiende con claridad. Se debe tener la seguridad de que, cuando el 
numerador y el denominador no estdn factorizados totalmente , la ex¬ 
presion suprimida debe ser factor de cada termino escrito encima y de - 

ba]o ae la hnea . bena un error suprimir a — 26 en- 

(a — 26) 3a + 6 

puesto que, por una parte, el denominador no esta factorizado, y, por 
otra parte, a — 26 es un factor del primer termino, {a — 26) 3a, pero 
no del segundo, 6. Si no se comprende claramente el procedimiento, no 
debe aplicarse hasta no haber factorizado completamente los dos miem¬ 
bros de la fraccion. 


EJERCICIO 10: CONVERSION Y REDUCCION DE FRACCIONES 

Conviertanse las fracciones de los problemas 1 a 24 en fracciones equivalentes cuyo 
denominador sea la segunda expresion dada en cada problema. 


T=2.' 2 ~ V 

a — 36 -J- c 
2a —1) — c 


c + b — 2a 


x - 2y 

-> y — x 

x — y 

__ 2a — b — 3c 
— a -j - 2b -J - c 


a — 2b 


5: ~> ab 

0 



6: 

% cd 
a 

7: 

a 4 

V st 

8: 

b U 
ku 
k 

_ ab 2 , 

9: —b 
ab 



10: 

3x 

X 

X 2 

11: 

2 a 

—a 
a 2 

12: 

5 st 

S 

x — 2 
18: * - 3’ 

X 2 

- 9 



14: 

*-?,** i 

X + 1 



15: “ + | 

a 2 

- 25 



16: 

a + 1 , a 2 - 4 
o—2 
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17: 

(a + 2) (a - 1) 

(a + 3) (a - 1)' a + 3 

18: 

(a + 5) (2a - 1) n 

(a + 5) (a - 2) 

19: 

(x - 3)(* - 1) . 3 

20: 

(2x - 5)(4x — 1) . 

(x — 1) (x + 3) 

(x-4)(2x-5) 

21: 

Z-i* 3 *+ 2 

22: 

X + 2 , x 2 3x 4 
x — 4 

23: 

3x + 2’ 3x2 + 5x + 2 

24: 

2x — 3 0 

3x _ 2 ’ 3x2 + X 2 

Reduzeanse a su minima expresion las 

fracciones siguientes: 

25: 

x 2 - 3x + 2 
x 2 + x — 2 

26: 

x 2 + 4x + 3 
x 2 + x — 6 

27: 

2x 2 + x — 1 

2x 2 + 5x — 3 

28: 

3x 2 - llx + 6 

3x 2 + 4x — 4 

29: 

(2a - 6) (a 2 - 3ab + 2ft 2 ) 

30: 

(2a 2 + 7ab -|- 6b 2 ) (a — b) 

(2a 2 + ab — b 2 )(a — 2b) 

(2a 2 + ab — 3b 2 ) (2a + b) 

31: 

(2x — 5y) (x 2 + 3 xy + 2 y 2 ) 

32: 

(2x — 3y)(3x 2 — 8xy + 4y 2 ) 

(2x 2 — 3 xy — 5y 2 )(2x — y ) 

(2x 2 — 7xy + 6y 2 )(2x + 3y) 

33: 

ax — ay + bx — by 

34: 

ax + 2bx — 2 by — ay 

2 ax — by — ay + 2 bx 

2 ax — ai/ + 46x — 2fo/ 

35: 

sx + 2sy — tx — 2 ty 

36: 

2 as — at — Acs + 2cZ 

2sx + 4sy + tx + 2 ty 

as — 2af — 2cs + Act 

37: 

a 3 - b 3 

38: 

x 3 + y 3 

a 2 — b 2 

x 2 — y 2 

39: 

x 4 — y 4 
x 2 — y 2 

40: 

x 6 — y 6 
x 3 — y 3 

41: 

x 4 + 4x 2 + 16 
x 3 + 8 

42: 

b 6 - 
b 4 - d 4 

43: 

x 4 + x 2 y 2 + y 4 

44: 

a 2 + ab + b 2 

x 6 — y B 

a 3 — b 3 

45: 

(2x — 5)x — 3 

46: 

(3x — 5)x — 2 

(x - l)(x - 3) 

(x - 2)(3x - 5) 

47: 

x — 3 

48: 

(x — 4)(x + 2) 

(2x — 5)x — 3 

(5x — 19)x — 4 

49: 

(x + l)(2x - 1) 

50: 

(x + 2)(x + 3) 

x(x + 1) + (x + 2)x + 1 

x(x + 2) + (x + 3)x + 2 

51: 

(x + 4)x 

52: 

x -f- 3 

x(x + 4) + (x + 5)x + 4 

x(x + 3) + (x + 4)x + 3 


3.3 MULTIPLICACION DE FRACCIONES 

La formula (3.1) establece que el producto de dos fracciones es el pro- 
ducto de los numeradores divididos entre el producto de los denomina- 
dores, por ejemplo, 

ab a 2 b _ ab X a 2 b _ a 3 & 2 
c ^ 2c c X 2c 2c 2 

Por ser conmutativa la multiplicacion, Pr. 1.5, pueden colocarse los ter- 
minos en el orden que convenga, como en el ejemplo siguiente: 

3 x(x + y) 3 (a; — 2 y) 5x = (3cc)(3)(5a;)(a; + y)( x — 2 y) 

2(x — y) X 2y(2x — y) 4 y ~ (2) (2y) (Ay) (x — y)(2x — y) 
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EJEMPLO 1 


_ 45x 2 (x 2 — xy — 2y 2 ) 

16y 2 (2x 2 — 3 xy + y 2 ) 

__ 45x* — 45 x a y — 90x 2 y 2 
S2x 2 y 2 — 48 xy 3 -f- 16 y 4 

El procedimiento para multiplicar dos o mas fracciones y para escribir 
el resultado en su minima expresion, se puede de ordinario efectuar mas 
facilmente si los miembros de las fracciones estan factorizados. De esta 
manera, es posible determinar anticipadamente que factores seran eo- 
munes al numerador y al denominador en el producto. Y estos factores 
pueden entonces ser suprimidos y eliminados de nuestra atencion. Por 
ejemplo, al efectuar la multiplicacion indicada en 

(a — 26) (a + 6) (a — 6) (a + 56) (a + 36) 

(a - 6) (a + 36) (a - 26) (a + 6) (a - 36) 

es obvio que las expresiones a — 26, a + 6, a — b, a + 36, aparece- 
ran en el resultado como factores tanto del numerador como del deno¬ 
minador. Por tanto, puesto que van a ser eliminadas al reducir el 
resultado a su minima expresion, no es necesario escribirlas al multi¬ 
plicar. De ahi, que sea conveniente suprimirlas al comenzar la multipli¬ 
cacion para que se simplifique asi el procedimiento. La supresion del 
mismo factor en uno de los numeradores y en uno de los denominadores 
de un producto indicado equivale a reemplazar por la unidad cada una 
de las expresiones suprimidas. Si se aplican estas operaciones al pro¬ 
ducto escrito anteriormente, se tiene 

(u—-—26) (a — \—tf) (a— ■ r ~b)(a + 56) (a—b'SJT) _ a + 56 

•(a—^6)(o— X (n-—26) X (a-K*0(o - 36) ~ a - 36 

Al igual que en el caso de reducir fracciones a su minima expresion, 
la supresion descuidada puede conducir a errores graves. Deseamos, por 
tanto, hacer hincapie en que no debe efectuarse la supresion de factores 
comunes hasta tanto no haya quedado factorizado cada uno de los miem¬ 
bros de cada fraccion. Ademas, las expresiones suprimidas deben apa- 
recer por pares, una como factor del numerador y la otra como factor 
del denominador. En la siguiente expresion seria un error suprimir 
( 2x — y)%x 

(2# — y) 2x x — y 

x — y X (2x - y) 2x + 3 y 

ya que esa expresion no es un factor del segundo denominador, el cual 
es'la suma de ( 2x — y) 2x y de 3 y. 

Las ventajas de utilizar la cancelacion en la multiplicacion de frac¬ 
ciones se ilustra en el ejemplo siguiente: 

Encontrar el producto indicado. 

x 2 — 3x + 2 2x 2 + 5x — 3 3x 2 + 6x 

2x 2 + 3x — 2 X X 2 - 1 X 2x - 4 
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Solution: 

x 2 - 3x + 2 2x 2 + 5x - 3 3a: 2 + 6x 

2x 2 + 3x - 2 X X 2 - 1 X 2x - 4 

(a^—2)(»—-1) w (2*—1)(x + 3) 3x(x-K2) 

(2x—(x—-t)(x + 1) 2(x—-2) 

3x(x + 3) 

2(x + 1) 

Frecuentemente se observan con mayor claridad los terminos que pue- 
den cancelarse si previamente se ordenan y se hacen los cambios permi- 
tidos de signos, en los terminos de los miembros de las fracciones. 

EJEMPLO 2 Encontrar el producto indicado por 
a + 26 ^ 26 — a a + 6 
a 2 - 6 2 X b - a X 46 2 - a 2 

Solution: Los terminos que contienen a son positivos y otros son negativos. Sin 
embargo, si se cambian ambos signos en los dos miembros de la segunda fraccion, 
y se cambia el signo que antecede a la tercera fraccion cambiando los dos signos 
de su denominador, y se ordenan los terminos, se tiene 
u “}“ 26 a — 26 a -j- 6 

a 2 — b 2 a — 6 a 2 — 46 s 

__ xt —K25 a- —-26~ _ xt—Mr 

(a — 6)(£L-f—6) X a — 6 (a—-"25) (a—f—26) 

1 

(a — 6) 2 

Debe observarse que la supresion reemplaza cada numerador por la unidad; 
asi que el numerador del producto es uno y no cero. 


3.4 DIVISION DE FRACCIONES 


En aritmetica se da, generalmente sin demostracion, un metodo para 
obtener el cociente de dos fracciones que consiste en invertir los termi¬ 
nos del divisor y luego multiplicar. Por ejemplo,^- -5-t = |xf = f. 
Este procedimiento se basa en la propiedad segun la cual un cociente 
no varia si dividendo y divisor se multiplican por una misma cantidad 
diferente de cero. Por tanto, 


a 

b 




a d _ ad 
b ^ c be 


puesto que 



(3.6) 


y 


El mismo procedimiento se emplea para dividir fracciones en algebra 
de ese modo la division se convierte en un proceso de multiplicacion. 


EJEMPLO Realizar la division indicada. 

x 2 — 3x + 2 . x 2 — x — 2 
2x 2 — lx + 3 * 2x 2 + 3x - 2 

Solution: 
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por la ec. (3.6) 


x 2 — 3x + 2 
2x 2 - 7x + 3 


x 2 — x — 2 
2x 2 + 3x - 2 

_ x 2 - 3x + 2 2 x 2 + 3x — 2 

2x 2 - 7x + 3 X x 2 - x - 2 

(®--«)(* - 1) w (2»—<t)(* + 2) 

(2#-^t)(x -3) (x-"2) (x + 1) 

(0- --1)(X + 2) 

(x — 3)(x + 1) 


factorizando y can- 
celando terminos 
comunes 

escribiendo los ter¬ 
minos no cancelados 


EJERCiCIO 11: MULTIPLICACION Y DIVISION DE FRACCIONES 

Efectuense las multiplicaciones y divisiones indicadas en los problemas siguientes 
y reduzcase el resultado a su minima expresion. 


1 : 

3: 

5: 

7: 

9 

11 : 

13 

15 

17 

19 

20 
21 
22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 
29 


3a 2 5 w 5a 3 5 2 
2 a5 2 X 3a 2 5 3 
4 ab 2 c 3 7 a-'b 3 c° 

5aW X 3a5 2 c 2 
7 a 2 x 2 14a 3 x 

3ax 3 ' 9ax 3 


9xy 3 z 2 18x 2 yz 2 
14x°0z 3 ’ 21x0 3 z 

7a5 2 6a 3 c . 15a5 

25c 2 X 21a 2 5 ' 35c 2 
8a 3 c Wc 225 2 c 

14a5 2 6ac 2 ' 15a5 3 

a — 25 a + 35 
2a + 65 X 3a - 65 
4x — 8 y ax + ay 
bx + by 3x — 6y 


x 2 - 9 
x + 4 


(2x - 6) 


2 : 

4: 

6 : 

8 

10 

12 

14 

16: 

18 


7x 3 y 3xy 2 
2xy 5 5x 3 y 3 

5 a 2 x 3 t 8a 4 xt- 

3 axi° X 13a 3 x 2 f 3 
5a-xt° . 10a 3 xi 
2axH ‘ 6a 2 x 3 * 2 
15a 3 5°£ . 6a 2 bt 2 
14ab 2 t 3 ‘ 21a 2 b 2 t 
18xi/ 2 14x 2 ?/ 24y 2 z 3 

7yz 3 xz 2 ' 5xz 2 

26xy 3 6y^z 8x 4 y 

15x 2 z 65x 2 0 3 ' 25x 6 z 3 

a — 35 3a -t - 65 

a + 25 X 2a - 65 
2x — 6a 2x + 4i/ 
ax + 2 a 0 5x — 35a 


x 2 - 16 
2x + 5 


(Sx - 12) 


(x 2 - 3x + 2) -5- 
(x 2 + 5x + 4) -S- 


x 2 — 1 
x 

x 2 + x — 12 
x~^3 


3a(a — 25) 2 5(a + 25) 

/» 


12a5 


25 3 6a 2 

2x(3x — 2y) 2 
8y 2 

5x 2 (2x + 5j/) 2 
9 y 

7 a 3 (a — 45) 2 

652 a 2 


x 6i/(3x + 20) x 


X 


5x 2 
6 y 2 


X 


- 452 
lOxi/ 2 
9x 2 — 4y 2 
Sy(2x — 5y ) 


4x 2 — 2 5?/ 2 2x(2x + 5 y) 


X 


10a5 3 


X 


3a°5(a + 45) 


I 60 2 5 (a - 45) 


a 2 — 3a N/ _ ab 2 — 2a5 . a 
5 2 - 25 X a 2 - 9 5(a + 3) 


2x 2 + 3x xy 2 — 2xy _ x 

l / 2 — 20 4x 2 — 9 ' 2 x 0 — 30 

2 x — x 2 x 2 0 2 + x 2 0 2 x 3 

y 2 + y 4 — x 2 (2 + x )0 
2a 2 — a w 3a5 2 (9 — 65 + 52) . 3a - ab 
35 _ 52 x 4a 2 - 1 ’ 2ab + b 

6 x 2 — 5x + 1 x 2 + 5x + 6 
3x 2 - lOx + 3 X 2x 2 + 3x - 2 
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on. 6 x 2 + x — 1 x 2 — x — 6 

' 2x 2 + 5x + 2 X 3a ; 2 - 7x + 2 

oj. 2a ; 2 + x — 3 2a ; 2 + llx + 5 

x 2 + 4x — 5 2x 2 + 7 x + 6 

oo. 6 a ; 2 - 5x - 6 6 x 2 - x - 2 

' 6x 2 - x - 2 X 6x 2 - 11 a; - 10 

33 - a ; 2 + xy — 6 y 2 x 2 — 2 xy — 3y 2 x + j/ 

x 2 — 2xy — 3 y 2 x 2 — 3 xy + 2 y 2 x + 3 V 

g, r 2 + 3rs + 2s 2 r 2 — 4 rs + 3s 2 r — s 

r 2 — 2rs — 3s 2 r 2 — s 2 r + 2s 

a 2 + ai> — 66 2 4a 2 — 4a& + & 2 ^ a + & 

35: a 2 + 4 a& + 36 2 X 2 a 2 - 5 ab + 2b 2 X 2a - b 

s 2 - 4 st + U 2 4s 2 + 4 st -3t 2 ^ 2s +t 

36: 2 s 2 - st - 6£ 2 X s 2 - 3 st + 21 2 X 2 s - t 

a 2 -J- 3a + 2 a 2 -f- 6 a -f- 9 a 3 

a 2 — 1 a 2 -j- 3a -j - 2 a — 1 

„„ f> 2 + 6 b + 9 b 2 - 4 _ 6 + 3 

3S * 6 2 + 6 - 2 X 6 2 + 56 + 6 ' 6 — 1 

r 2 + r - 12 r 2 - 6 r + 8 ^ r - 2 

3y - r 2 - 2r - 3 X r 2 + 6 r + 8 * r + 1 

s 2 + 2s — 3 s , s 2 — 4 . s + 5 

40: s 2 - 4r + 4 X s 2 + s - 2 * s - 2 

. (x — 2 )x — 3 a ; 2 — l(x + 2) 

x — 2 (x + 2)x -J- 1 

(x - 4)x + 3 (x - l)x - 2 

x - 3 ^ x 2 - 4(x - 1) 

(x - 3)x - 4 (x - l)x - 2 

(x — 4)x + 4 x (x - 3)x + 2 

(2x - l)x - 1 w (2x - l)x - 3 
4 ' 4(x - l)x - 3 X (x - 3)x + 2 

(8-2)8 -3 8(8 + 3) - 2(8 + 3) ^ s + 1 

4{> - s 2 - 9 X (s - 2)(s - 3 ) * s - 3 

. _ ( 2 a + 3 )a -(- 1 w (a + l)a — 2 __j_ 2 a 1 

4b: (2a + 3)(a + 1) X a(a + 1) + 2(o + 1) * 2 a + 3 

(3a — 4)a — 4 (a — 2)a + 1 . a — 1 

47: (a - 4)a + 4 X (3a - 4)(3a +2) ' a - 2 
. (a — l)a — 2 (a — 2 )a — 3 a + 1 

(a — 2 )a + 1 (a — 3)a — 4 a — 1 

3.5 EL MINIMO COMUN MULTIPLO 

Cuando un multinomio tiene por factor otro multinomio, se dice que 
el primero es multiplo del segundo. Si un multinomio tiene por factores 
dos o mas multinomios, se dice entonces que el primero es multiplo co- 
mun de los otros. Si los multinomios de un conjunto son factorizables 
es posible entonces la existencia de varios multiplos comunes del con- 
junto.* El niLtiimo comun multiplo de un conjunto de multinomios es 
el multinomio de menor grado** y de menores coeficientes enteros que 

*E1 paralelo en aritmetica se puede ver en los multiplos comunes de 4 y 8 ; 8 , 
16, 24, 32, etc. 

**E1 grado de un multinomio es el mayor numero que resulta al sumar los expo- 
nentes de todas las letras que aparecen en un termino. Por ejemplo, el grado 
de 2 .x'" — 3 x 2 + 4 es 3 en tanto que el grado de 3 x 2 y” — 2y + 3y 2 es 4. 


minimo 

comun 

multiplo 
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EJEMPLO 1 


EJEMPLO 


pasos para 

determinar 

elMCM 

factor primo 


EJEMPLO 


EJEMPLO 4 


sea exactamente divisible entre cada multinomio del con junto. El mmimo 
comun multiplo, por comodidad abreviado MCM, presenta especial 
importancia en la adicion y sustraccion de fracciones y de ahi la ne- 
cesidad de aprender a determinarlo. Los ejemplos que siguen sirven para 
ilustrar el metodo. 

Determinar el MCM de 3%, 4x 2 y , 8x s y* 9 36x 4 . 

Solution: La mayor potencia de x que aparece en las euatro expresiones es 5 y la 
mayor potencia de y es 2. En consecuencia, las literales del MCM son x^y 2 . Se ob¬ 
serva, ademas, que si bien 36 no es multiplo de 8, 4 y 3, en cambio si lo es 72. 
Entonces MCM es 12x 5 y 2 . 

Determinar el MCM de 2{x — y), 3(x + y), y (x — y ) 2 . 

Solution: Por simple inspeccion se observa que (x — y) y (x -h y) deben ser. 
factores del MCM y que (x — y) aparece a la segunda potencia. El comun mul- 
tiplo de 2 y 3 es 6 y, por tanto, el MCM sera 6(x — y) 2 (x + y). 

Si los multinomios estan factorizados se observa que, por definicion, 
el MCM, factorizado debe satisfacer los requisitos siguientes: 

1. Cada factor de cada multinomio debe aparecer como factor del 
MCM. Ademas, cada factor del MCM, debe estar elevado a una potencia 
igual a la mayor que dicho factor tenga en cualquiera de los factorizados. 

2. El MCM, no puede tener un factor que no aparezca en alguno de 
los multinomios factorizados. 

De ese modo se tiene el siguiente metodo para obtener el MCM de 
un con junto de multinomios: 

1. Se factoriza cada uno de los multinomios^- 

2. Se escribe en el MCM cada uno de los diferentes factores primos 
de los multinomios, y luego se eleva cada factor a la mayor potencia 
con que aparezca en alguno de los multinomios factorizados.* 

Determinar el MCM de 2x — 2y, 3x + 3 y, y x 2 — 2 xy + y 2 . 


Solution: Se faetorizan las expresiones dadas. 

2x — 2y = 2(x — y) (1) 

3x + 3y = 3(x + y) (2) 

x 2 — 2 xy + y 2 = (x — y) 2 (3) 

Los factores 2, (x — y),3, (x + y) son factores primos; ( x — y) esta elevado 

a la segunda potencia. Por tanto, el MCM es (2) (3) (x — y) 2 (x + y) = 6(x — y) 2 
(x + y). 

Encontrar el MCM de x 2 — 2xy + y 2 , x 2 + 2 xy + y 2 , x 2 — y 2 , x 2 — 3 xy + 2 y 2 , 
y \2x 2 + 3 xy + y 2 . 


Solution: Se escribe factorizados cada uno dc esos multinomios como se muestra 
a continuaeion. 

x 2 — 2 xy + y 2 = (x — y) 2 (1) 

x 2 + 2 xy + y 2 = (x + y) 2 (2) 

* Numero primo es un numero que no tiene mas factores que el mismo y la 
unidad. 
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x 2 — y 2 = (x — y)(x + y) 
x 2 — 3 xy + 2 y 2 = (x — 2 y)(x — y) 
2x 2 + 3x^ + y 2 = (2x + y)(x + y ) 


(3) 

(4) 

(5) 


Los factores primos que aparecen arriba son (x — y) ; (x + y); (x — 2y) y 

(2x + y). Sin embargo, (a: — y) y (x + y) tienen exponente 2 en el primero 
y en el segundo de los multinomios, respectivamente. Por tanto, el MCM es (x — y) 2 
(a: + y) z (x — 2y) (2x + y). 


3.6 LA ADICION DE FRACCIONES 


La suma de dos o mas fracciones que tienen el mismo denominador es 
una fraccion que tiene como numerador la suma de los numeradores y 
como denominador el mismo de las fracciones. Por ejemplo: 

2 6 _3 = 2+6-3 = 5 

y 7 ' 7 7 7 7 

2a 66 a + 2b 2 a — 66 + (a + 26) 

a — 6 a — 6 a — 6 a — b 

2a — 66 -)— a -I - 26 
a — 6 
_ 3a - 4b 
a — 6 


pasos para 
escribir 
fracciones 
equivalentes 

minimo 

comun 

denominador 


Si las fracciones que van a sumarse tienen diferentes denominadores, 
se debe encontrar primero el MCM de los denominadores. Se transforma 
luego cada fraccion, segun un metodo que se explicara despues, en una 
fraccion equivalente que tiene como denominador el MCM. Se procede 
entonces como en los ejemplos anteriores. El MCM, de los denominadores 
se llama minimo denominador comun (MDC). 


EJEMPLO 1 Para encontrar la suma indicada en 


x 2 — 2 xy y _ x 

3(x 2 — y 2 ) 6x — 6y 4(x + y) 

Solution: Se factorizan primero los denominadores y se tiene 

x 2 — 2 xy _ y _ x 

3(x + y){x - y) + 6(x - y) 4(x + y) 

Es evidente que el MCM de los denominadores es 12 (x — y) (x + y). El siguien- 
te paso es convertir cada una de las fracciones anteriores en una fraccion equiva¬ 
lente que tenga ese MCM como denominador. Esta conversion se hace multipli- 
cando la primera fraccion por-|q la segunda, por 2(x + y)/2(x + y), y la tercera, 

por 3(x — y)/3(x — y). Se obtiene asi: 

x 2 — 2 xy __ y __ x 

3{x + y){x — y) 6(x — y) 4(x + y) 

a: 2 - 2 xy ~ \( 4\ f 3/ 1 f 2(x + y) 1 _ f x ~ ] l~ 3(x - y) ~\ 

L3(x + y)(x — y) JV4/ L6(x — i/)J L2(x + y)J L4(x + i/)J L3(x — y )J 

_ 4(x 2 — 2 xy) 2y(x + y) _ 3x(x — y) 

~ 12(x + y)(x — y) 12(x + y)(x — y) 12(x + y)(x — y) 
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pasos en la 
adicion de 
fracciones 


EJEMPLO 


_ 4(x 2 — 2xy) + 2 2 /(x -f V) — 3x(x — y) 

12(x + 2 /)(x — y) 

_ 4x 2 — 8xt/ + 2xy + 2?/ 2 — 3x 2 + 3x2/ 

~~ ~ 12 (x + y)(x — y) 

__ x 2 — 3 xy + 2 j/ 2 
~~ 12 (x + i/)(x - y) 

_ (x — 2 2 /)(x — i/) 

12 (x + i/)(x — y ) 

_ x — 22 / 

~ 12 (x + ?/) 

El procedimiento para sumar fracciones que se ha ilustrado mediante 
el ejemplo anterior consiste de los siguientes pasos: 

1. Se factoriza cada denominador. 

2. Se encuentra el MCM de los denominadores. 

3. Se multiplican los dos miembros de cada fraccion por el cociente 
que se obtiene al dividir el MCM de los denominadores entre el deno¬ 
minador de la fraccion considerada. 

4. Se combinan los nqmeradores obtenidos en el paso anterior em- 
pleando para cada uno el signo colocado antes de la fraccion a que 
pertenecia. Se escribe entonces el resultado sobre el comun denominador. 

Despues de alguna practica se pueden combinar los dos ultimos pasos 
como se muestra en el ejemplo siguiente. 

Efectuar la adicion 

3 x — y _ x + Sy _ 1 

(x — y){x + y) (x + 2 /)(x + 2 y) ~ (x + 2y) 

Solution: Los denominadores estan factorizados y es evidente que el MCM de ellos 
es (x — y) (x + y) (x + 2y). Los cocientes de este MCM entre los denominadores 
son: x + 2y; x — y : (x + y) (x — y ), respectivamente. 

Se multiplican ahora cada numerador y cada denominador por el cociente sena- 
lado en el paso 3 y se combinan los productos como se dice en el paso 4. A conti¬ 
nuation se muestran las operaciones descritas. 


3x — y x + Sy 1 


(x — y)(x + y) (x + y)(x + 2 y) (x + 2y) 

= (3x — y)(x + 2 y) — (x + 32/) (x — y) — (x + y)(x — y) 
(x — y)(x + y)(x + 2y) 

(3x 2 + 5 xy — 2 y 2 ) — (x 2 + 2xy — 3y 2 ) — (x 2 — y 2 ) 


(x — y)(x y)(x + 2y ) 

3x 2 + 5x2/ — 22/ 2 ~ x 2 — 2xy + 3 y 2 — x 2 + 2/ 2 
(x — y)(x + 2 /)(x + 2y) 
x 2 + 3xy + 22/ 2 
(x — y) (x + 2 /)(x + 22 7) 

(x — y) (x—(— y) (%—\*~2y) 

1 


quitando signos y 
agrupando 

combinando terminos 
cancelando factores 


x — y 


Una comprobacion adecuada para las operaciones anteriores consiste en asignar 
valores numericos a x y a y. El resultado que se obtiene al sumar las fracciones 
numericas debe ser igual al valor numerico de la suma. Debe tenerse cuidado 
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de no asignar valores para los cuales alguno de los denominadores sea cero. (i Por 
que?) Si hacemos x = 1 y y = 2, se tiene 

3(1) - 2 1 + 3(2) 1 1 7 1 

(1 - 2)(1 + 2 ) (1 + 2)[1 + 2 ( 2 )] 1 + 2 ( 2 ) 


3(1) - 2 1 + 3(2) 1 

(1 — 2) (1 + 2) (1 + 2)[1 + 2(2)] 1+2(2) 15 

= -1 

Cuando x = 1 e y — 2, el valor de la suma 1/( x — y) es 1/(1 — 2) = 
—1. Ya que los dos valores son iguales, la computacion parece ser ade- 
cuada. 

Puesto que mucho del trabajo al sumar fracciones se presenta al encon- 
trar los nuevos numeradores y combinarlos, el estudiante se puede olvi- 
dar de escribir el denominador en cada paso y finalmente omitirlo. 
Este es un error grave que debe evitarse con cuidado. 


-3 15 5 

-5-7-3 
15 

-15 


EJERCICIO 12: REDUCCION DE FRACCIONES 

En los problemas 1 a 8 conviertase la fraccion en una equivalente cuyo denomi- 
nador sea la expresion que aparece a la derecha en cada problema. 


1: 

2 a or. 

36’ 8b 

2: 

3x 

w 5yz 

3: 

5 aw „ „ 

2 y ' 6< *^ 

4: 

21a 3 6x 

la 

5: 

~E~r (x ~ 1)(x + 2) 

6: 

2xt 3 l’< 21 W*- 3 ) 

7: 

3x + l’ 3x2 5 x 2/ 2 ^ 2 

8: 



En los problemas 9 a 16 encuentrese el MCM de los denominadores y reduzcanse 
luego las fracciones a un con junto equivalente que tengan el MCM como deno¬ 
minador comun. 


9: 

11 : 

13: 

15: 

16: 


5 a 2 ac lab 
2c’ 3bc? Wc 
2 a 36 5c 

36 2 c 3 ’ 5a 2 c’ lab 
2 3x x 2 
x — 4’ x + 4’ x 2 — 16 

a — 6 a + 6 


3a 26 c 
10: 56c 2 ’ a 2 c’ 36 3 a 
3ac 26c 5a6 

1Z: 4M’ 9 ad 3 ’ 12c 2 d 

14 . 1 _2_ 3 

(x - 2) 2 ’ x 2 - 4’ x + 2 
a + 26 


(a + 6) (a + 26) (a — 6) (a + 26) (a — 6) (a + 6) 

_ x — y _ x + 2 y 2x + y 

(x + 2y) (2x + y )’ (x — y)(2x + y)’ (x — y)(x + 2 y) 


Efectuese las operaciones indicadas en los problemas siguientes y simplifiquense 
los resultados. 


17: f + T^+i 
19: f-i + A 


21: 

23: 


2x 3 y _ 5g 

3 yz 5x2 Ixy 

a 26 . 5c 

36 2 c _ 9ac 2 + 18a 2 6 


18: -g- + -g- + ■§■ 

20: i - f + if 

00 . j*a. _ _?&_ 1 4c 
26c 3a6c 5a 2 6 

24 . _ 

2y 2 z 3 4x 3 2° 6xy s 
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25 

27 

29 

31 

33 

35 

36 

37 
38: 
39 
40; 
41: 
42: 
43 
44: 
45 
46: 
47: 
48: 


2 1 2r — 3t 

3 t 2r 12rs 

A _ 3 , - x 

7x 14?/ 28xi/ 

a — b _ b _ b 2 

a a + b a(a + b) 
1 _ 3 - 2x 1 

x 2x — 1 x(2x — 1) 


26 

28 

30 

32 


2x _ x — 1 _ 4x 

x 2 — 4 x(x + 2) x(x 2 — 4) 

10b 2 - ab _1_ 2 

a(a 2 — 4b 2 ) a — 2b a 

9x 2 - 3y 2 1 _1 

(9x 2 — y 2 )y 3x — y 3 x + i/ 


(2r - 3s) (2r + s) T (2r + s)(r + s) 


A _ A 7b 

5a 4b 20ab 

A _ A _ 5x + 7t/ 

5x 7y 105 xy 

s , s _ 2rs — r 2 

r r — s (r — s)r 

2 3_ 2 

x 3x + 2 x(3x + 2) 

3x _ 1 _ 2x 2 + 1 

X 2 — 1 x(x — 1) x(x 2 — 1) 


_5_ 

(2 r — 3s) (r + s) 


_1_ 

(r — s)(2r — s) 


' + 


_ 1 _ 

(r — 2s) (r — s) 


3 

(r - 2s) (2r - s) 


_3_ 

(x — 2i/) (x + y) 


+ 


_2_ 

(x — 22/) (x — y) 


_2_ 

(x + y) (x - i/) 


10 _5_2_ 

(3x — y)(x — y) (3x — y)(2x — y) (2x — y)(x — y) 

9 a + 8b 5 a 16b 

(3a - 2b) (a + 4b) “ (3a - 2b) (a - 4b) + a 2 - 16b 2 
2a 3 + 54b 3 8ab - 19b 2 

(2a - b)(a + 3b) + 2a - b a 0 

4xy + 4j/ 2 _ 15xi/ _ 4x + y 

(2x — i/) (2x — 3y) (x + 32/) (2x — 3 y) + 2 x — y 

3 xy x 2 — 3xy _ 4xi/ _ 

Oc + y){x — 2y) (x — i/)(x — 2y) (x + i/)(x — y) 

2 r 4rs r — s 

r 2 — s 2 (r + s) 2 (r — s) (r + s) 2 

_ V + Z _j_ X + z __ X + y _ 

x 2 — xz — xy + yz y 2 — yz — xy + xz xz — yz — x 2 + xy 

2x 3 2y 2 x + i/ x 2 4 - y 2 

x 4 + x 2 i/ 2 + y 4 x 3 4- l/ 3 x 2 + xy + y 2 x 3 — y 3 

4 x 2 4- x — 1 x 2 —x — 1 

x 4 +x 2 4-l x 2 — x 4* 1 x 2 +x + l 


3.7 FRACCIONES COMPLEJAS 


Si el numerador o el denominador de una fraccion, o ambos, contienen 
a su vez fracciones, la fraccion se llama fraccion compleja. 


primer 
metodo 
para reducir 
una fraccion 
compleja 


1 4x 2 y 

3 _y x 4- y a; — y 

f * 4-1/ g x 2 + y 2 

X 2 — l / 2 

Existen dos metodos para reducir una fraccion compleja a una simple. 
El _primero consiste en multiplicar el numerador y el denominador de 
la fraccion compleja por el MCM de cada denominador que aparezca 
en ella. 
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EJEMPLO 1 Reducir a fraccion simple 


EJEMPLO 2 


segundo 
metodo para 
reducir una 
fraccion 
compleja 

EJEMPLO 3 


1 + - 

_ y 

x + y 

Solucion: Se observa que los denominadores de 1 y de + y son 1. Por tanto, 
el MCM de los denominadores de la fraccion compleja es y. Por consiguiente, se 
noultiplican por y el numerador y el denominador, y se obtiene 

1+- /l+-) , . . 

_2/ _ V y/_ _ y_+_x _ y_+_x _ 1 

x + y y(x + y) xy + y 2 y(x + y) y 


Reducir la fraccion compleja 

_2_ 1 

x + y x — y 
4(2 — y) _ x + y 
x + y x — y 


a fraccion simplificada. 


Solucion: Los denominadores son x + y y x — y y su MCM es ,r“ — y 2 . A con- 
tinuacion se indican los pasos de la simplificacion. 


x + y 


x 


y 


4(x — y) x + y 


x + y 
2 


x — y 
1 


2 + y x — y 
4(2 — y) _ 2+3/ 
2 + 2 / 

2 

2 + 2 / 


X 


X‘ 


— y 2 


2 / 


r 2 — 


2 


2/ 


(x 2 — 2/ 2 ) — 


2 — 2 / 


( 2 2 — y 2 ) 


y 2 ) 


i(x ~ y) (X* - y 2 ) - (x » 

2 +2/ 2—2/ 

_2(2 — 2/) — (g + 2/) _ 

4(2 — y)(x — y) — (2 + 2/)(z + #) 

_ 22 — 2y — 2 — y _ 

4 (2 2 — 2xy + y 2 ) — (2 Z + 2xy + y 2 ) 

_ 2—32/ _ 

42 2 — 822 / + 42 / 2 — 2 2 — 2xy — i / 2 

2 — 32/ 

32 2 — IO 22 / + 3 y 2 
2—32/ 

(32 — y)(x — 32/) 


32—2/ 


puesto que el MDC de todas las 
fracciones es y? —y 2 


efectuando las operaciones indicadas 
eliminando signos de agrupacion 


factorizando el denominador 


dividiendo numerador y 
denominador entre x — 3y 


Si las expresiones en la fraccion compleja son complicadas, resulta 
a veces mas facil reducir el numerador y el denominador a fracciones 
simples y proceder luego como en la division. 

Reducir la fraccion compleja 
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EJEMPLO 


x — y 

X 

+ 

1 




x + y 

X 

_ 

a fraccion 

simple. 


1 X2 ~ 

xy 

— 

jr 



x 2 

— 

y 2 





Solution: 







x — y 

X 

+_ 

1 

(x - 

y) 2 — (x 

+ yY 

X + y 

X 

— 

y 

(x 

+ V){x - 

- v ) 

1 x 2 — 

xy 

— 

y 2 ' 

x 2 — y 2 

— (x 2 — 

xy — y 2 ) 

1 x 2 

— 

y 2 



x 2 — y 2 



X‘ 


2 _ 


2 xy + y 2 — x 2 — 2 xy — y 2 


x 2 — y 2 


x 2 — y 2 — x 2 + xy + y 2 


x 


2 _ 


simplificando 


_realizando las 
operaciones indicadas 


—Axy 


x 2 


y2 


xy 


x l — y A 

= ~^ X V 
x 2 — y 2 
= —4 


X 


a ; 2 — |/ 2 
xy 


invirtiendo y 
multiplicando 


Si el numerador o el denominador de una fraccion compleja, o ambos, 
son a su vez fracciones complejas, cada uno debe reducirse a una 
fraccion simple como primer paso de la simplificacion. 

Reducir la fraccion compleja 


1 + 



1 


1 

x + 1 


a fraccion simple. 


Solution: 


1 + 


1 + 


x — 1 


1 - 


X + 1 


1 + 


X — 1 

tT—I + 1 


X + 1 
X + 1 — 1 


los dos miembros de la fraction compleja 
se han multiplicado en el numerador por 
x — 1 y en el denominador por x + 1 


x + f 

X 

X + X — 1 
X + 1 

2x -l 

X + 1 


. se ha multiplicado el numerador y el de - 
nominador por x 


EJERCICIO 13. REDUCCION DE FRACCIONES COMPLEJAS 

Reduzcanse a fracciones simples las fracciones complejas siguientes: 

1 +1 3 + j 5+4- 3-| 

2 — 2 — 3 — it 2+-§ 
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1- § + 4 

X X 2 
1 _ _2 
X X 2 

2 - 1+1 

2+^-1 

g _ 3 + 3j/ 

a? + y 

1+-*- 

x — y 

1 + 2 ~dh~ 

x - i-1^ 

x + 2 

x 1 

2 x + 1 
x . 2x + 3 
2 + x + 1 


3x + 


x — 1 


3x — 


' x - 1 
_ 2 x — 1 
x + 2 

1 

x — y 
xy + 2y 2 
x 2 — y 2 


2 _3_ 

1+* *+l 

z y 


1 


X 2 

T 

7: 

X 


l - 

1_2 

X X 2 

l 

X 

+ — 

^ x2 

1 

b 

-L 

2a — 3b 

1 + 

b 

a — 3b 

2 + 

3b 

a — 2b 

1 + 

a 

a — b 

2 a - 

- 1 + 80 
^ 2 a - 1 


1 

x- 

X 


2 « + 3 + 2^~I 

4x - 3 

X — jr- T 

2x — 1 

x — 3 

2x-=■ 

x — 2 

2 

_J— + 1 _ 

a — 1 ^ (a - l ) 2 

1 .+ - 1 — 
3x — 2j/ _ 2x + By 

2x + 3y 
3x — 2t/ 

b 


1 

1 + 


a 

a + b 
b 

a — b 


1 + 1-1 

^ X X 2 

1 +1 + 1 


a + 1 + 


X + 1 - 


3x + 

23:- 

x —. 


2b 

a — b 
a + b 
a — b 

i+Z±i 

X — 1 
_ 2 
x — 1 
2 

2 x + 3 

1 - - 8 - 
2 x + 1 

x — 5 

x — 1 

5 

3x - 2 
4b 

a — b 
§ab 




® __ 2 H_—_ 

6 z + 1 + 6 


x 3 + y 3 
x 


x — y 


EJERCICIO 14: OPERACIONES CON FRACCIONES 

En los problemas 1 a 12 conviertase la fraccion en una equivalente cuyo denomi- 
nador sea la expresion que aparece a la dereeha de cada problema. Evite pre- 
sentar el resultado en forma de faetores. 


1 : i, 10 

5: —> Sabc 2 
c 

7: - - h x 2 - 4 
x — 2 


2: f, 21 


3: f, 3 
4 x 2 y 


a 3 6 o 

4: 2 i, 8 


5 x 2 yz 3 


x - 2 


2x 2 - 7x + 6 


-n x — 3 , , 1 

11 : -5 - 1 —=-> x 3 + 1 

x 2 — x + 1 


8: Trzri’ x * ~ 9 

x d - d 

Q/y» _ 1 

10: ° x A 3x 2 + lOx + 3 

12: , 2 f + 1 r a: 4 + x 2 + 1 

x 2 + x + 1 
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Reduzcanse a su minima expresion las fracciones de los problemas 13 a 26. 


13: 

15: 

17: 

19: 

21 : 

23: 

25: 

26: 


x 2 — 3x + 2 
x 2 + x — 6 

(2a - b) (a 2 - 3ab + 2b 2 ) 

(a + 26) (2a 2 - 3ab + 6 2 ) 
ab + ay — bx — ocy 
ab — ay — bx + xy 
a 2 - 6 2 
a 3 - 6 3 
a 6 — 6 6 

a 4 + a 2 6 2 + 6 4 
(2x + 3)x — 5 
(2x + 3)(x - 1) 

_ (2x - 3)(x + 3) _ 

(2x - 3)x + 2(2x - 3) + 4x + 3 
(2x — l)(x — 2) 

(2x - l)x - 2(2x - 1) - 2(x - 2) 


14: 

16: 

18: 

20: 

22: 

24: 


2x 2 + 5x — 3 
2x 2 + 7x + 3 
(a - 36) (a 2 + 5a6 + 66 2 ) 
(a 2 - ab - 6b 2 ) {a + 6) 
2ax — 46x + 2 by — ay 
ax — 2 ay — 26x + &by 
a 4 - 16 
a 3 + 8 

(3x + 7)x + 2 
(3x - 4)(x + 2) 
x — 3 

(2x — 5)x — 3 


Efectuense las multiplicaciones y divisiones indicadas en los problemas 27 a 50. 


27 

29 

31 

33 

35 

37: 

38: 

39: 

40: 

41: 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 


MyW o S . 

2lab 3 x 6a 2 b 3 
13x 3 j/ 4 2 6 x 2 j/ 

llxy° ’ 51 xy 2 
6 ax 7b 2 x 15a 3 x 2 

14bx 2 3a 3 x 3 ' 35a°b 

x — 3 y x + 3 y 

2x + 6y 3x — 9y 

+ (3 ° “ 6) 36: 

2x(x — 3 y) 2 y(x + 3 y) 18 x 3 y 

3^2 4x 2 ?/ 2 x 2 —9 y 2 

5s 2 (2t + 3 ) 2 w 6(2 1 - 3) v 14s°t 

8t(3t + 2) X 7s 3 * 2 X 15(4i 2 - 9 ) 2 


15x 2 y 3 14 x 4 j/ 2 

12x°y 35x 3 y 

8x 3 j/ 4 6xj/ 3 

14x 2 y * 7x 2 ?/ 2 
10a 2 j/ 3 7w°x 2 35ax 

14ax 15a 3 y ‘ 21c-?/ 

a + 2x 3a + 9x 
a + 3x 4a + 8x 
x 2 — 4x + 3 x 2 — 9 
x 2 + 2x ' x 


x 2 — 5x a 2 x + 3ax . ax 
a 2 + 3a X x 2 - 25 * 2ax + 10a 
3x + x 2 b 2 x 2 — bx 2 _ 3x 3 

b 2 - b X 9 - x 2 ^ 6 - 2x 
6x 2 — x — 1 v 2x 2 + x — 3 
4x 2 + 4x — 3 X 3x 2 + 7x + 2 
6x 2 - 17x + 5 4x 2 - llx - 3 

2x 2 - llx + 15 X 3x 2 + llx - 4 
3a 2 + lOab + 3b 2 4a 2 + 12ab + 9b 2 2a - b 

2a 2 + 5ab - 3b 2 X 6a 2 + llab + 3b 2 X a + 3b' 

a 2 + ab — 2b 2 2a 2 + 5 ab — 3b 2 a + b 

2a 2 “{“ lab -(~ 3b 2 a 2 -{- 3ab -f- 2b 2 2a — b 

2x 2 + a: - 3 w 6x 2 — 7x — 3 2x + 3 

2x 2 - x - 3 X x 2 + 2x - 3 ' x + 3 

2x 2 — 5x + 2 v 4x 2 — 1 2x — 1 

2x 2 + 5x + 2 X 3x 2 - 7x + 2 ^ 3x - 1 
g(g — 1) — 4(a — 1) + 2 
(a — l)(a — 2) 

(2x — 5)x + 3 
(2x - 5)(x - 1) 
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(x - 3)3x + l(x + 5) _ (x - l)6x - l(x + 3) 

(3x + 1) (x - 3) X (x - l)(3x - 5) 

' (x + l)2x + 1 (x - 5) ^ (x + l)2x + 5(x + 1) 

(x — 3)x + 2 ’ (x — 3)(x + 1) 


__ En los problemas 51 a 54 reduzcanse al conjunto de fracciones dadas a otro 
conjunto equivalente cuyo denominador sea el MDC. 


25 55a 3ac 2 
51: 7^-r> 


52: 


3 xy 4 w 2x 2 y 


53: 

54: 


3a' 2cb' la 2 b 3x2/ 6 x 2 yw 3 

_ x + y _ x + 2 y x — 3 y 

(x + 2t/)(x — 3 y)’ (x + 2/)(x — 3t/)’ (x + 2/)(x + 2y) 

2r — s 2s — r s + 3r _ 

(2s — r)(s + 3r)’ (2r — s)(s + 3r)’ (2r — s)(2s — r) 


Efectuese las sumas indicadas en los problemas 55 a 66 y simpliflquese el resul- 
tado a su minima expresion. 


55 

57 

59 

61 

63 

64 

65 

66 


2,3 1 

T + 7 ~ 

2a _ J55 
55c 

_3_1_ _ 6t/ 

5x 
3 


56: §- 


+ 

4ac 2a5 


58: 


i 1 5 

- 3 ~r s 

3a _ 

25 2 c 3ac 2 


25 3c 


3x 


5a 2 5 
— llx 


22 / 


10 x 2 / 


60- —• - — - 8y 
DU - 3x 4 y 12x2/ 


_2 — 3x 1 — 2x 

x 3x — 1 x(3x — 1) 


62: 


2 x 


x + 3 7x + 5 


+ 


4 


X 2 — 1 x(x — 1) x(x 2 — 1) 
4 


(x — y)(x — 2y) (x — y)(x + 3y ) (x — 22/)(x + 32/) 

1 _ 1 _+_ 2 _ 

(x + 2/)(x + 22/) (x + 2y)(x + 3y) ^ (x + y)(x + 32/) 

x — y __ x — 2y _,_6 xy _ 

(2x + y)(x — 3y) + (2x — y)(x — 3y) (2x + y)(2x — y)(x — 3y) 


5x + y 
4x 2 — y 2 


+ 


5x — 3y 


3x + 3y 


67: 


70: 


73: 


76: 


79: 


1+2 

3 +i 

2 — — 

X 


2 x 2 + 5x2/ + 22/ 2 2x 2 + 3x2/ — 2y 2 

ipleja 

5 + 


Simpliflquense las fracciones complejas siguientes, 

2 


2 + 


x 


4 4 

6 X X 2 
X + 1 — 


x - 2 


* + 3 + 
3 - 


x + 1 
V 


x — y 


68: 


71: 


74: 


77: 


80: 


4-1 


1 +1 “I 
2+1+^ 


X 


X 2 


x + 3 + 


x — 2 


x - 2 + 
x +3 + 


x + 3 

1 

x + 5 


x - 7 + 
1 + 


11 


69: 


72: 


75: 


78: 


3+* 

X 

1 

X 

2 - 1+1 
x + x 2 

2+ 3 - 1 

^ X X 2 


2 x 


1 + 


x — 4 


x — 4 + 
1 


2 x — 1 
1 


+ 


2 x — 5y 3 x+y 


x + 5 
x 


2 x — 5y 
3x + y 


+ 1 


2 / 


x 


1+5 * + l 

y x 


y - 


2/ 


2/ + X 
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ecuacion 


primer 

miembro 

segundo 

miembro 


UNA PROPOSICION DEL TIPO 

3% — 6 = 2x + 1 (4.1) 

se llama ecuacion. La ecuacion se caracteriza por contener algunos nu- 
meros de valor conocido y otros de valor desconocido. Unos y otros 
se relacionan entre si de acuerdo con los signos de las operaciones mate- 
maticas. Dicho de otro modo, una ecuacion es la proposicion de que 
dos expresiones son iguales. Las dos expresiones se Hainan miembros 
de la ecuacion. El miembro que aparece a la izquierda del signo de 
igualdad se llama primer miembro y el que aparece a la derecha del 
signo de igualdad se llama segundo miembro. La ecuacion es una de las 
herramientas mas poderosas del algebra y puede, sin exageracion, decir- 
se que sin su ayuda ni las ciencias fisicas ni la ingenieria hubieran 
podido llegar a su estado actual. A traves del planteamiento y de la 
resolucion de ecuaciones se puede determinar, por ejemplo, el numero 
de espirales que constituyen la bobina de un motor, el tamano de las 
vigas I necesarias para la construccion de un puente, y el tiempo y la 
direccion en que deben lanzarse un satelite para situarlo en una orbita 
deseada. A lo largo de este capitulo se indicaran los metodos para esta- 
blecer algunas ecuaciones sencillas y su uso para resolver ciertos pro- 
blemas de aplicacion praetica. 


4.1 TIPOS DE ECUACIONES 

Una ecuacion es un medio auxiliar de encontrar la respuesta a una pre- 
gunta. En la ecuacion (4.1) la pregunta es: <;Para que valor de x es 
verdadera esta proposicion? Podemos comprobar facilmente que esta 
proposicion es verdadera para x = 7 y que no lo es para cualquier otro 
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identidad 


ecuacion 

conditional 


solution 

raiz 


valor de x. Por otra parte, algunas ecuaciones son validas para todos los 
valores de las letras que contienen. Por ejemplo, ( x — 1) (x + 1) = 
x 2 — 1 es valida para todo valor de x, como puede comprobarse al 
multiplicar los factores del miembro de la izquierda. 

Las ecuaciones que son validas para todos los valores posibles*de las 
letras que contienen, se llaman identidades. En este libro no se em- 
plearan mucho las identidades, excepto para registrar los resultados de 
formulas, como se hizo en el capitulo III. 

Las ecuaciones que son validas para algunos valores de sus letras, 
pero que no lo son para otros, se llaman ecuaciones condicionales. En lo 
sucesivo, y a menos que se indique otra cosa, se empleara la palabra 
ecuacion para referirse a ecuaciones condicionales. Tales ecuaciones se 
usan en la resolucion de problemas y el interes principal con respecto 
a ellas sera la obtencion de los valores de las letras para los cuales 
la ecuacion es una proposicion valida. 

Cualquier conjunto de numeros que al sustituir letras de valor no 
conocido en la ecuacion hacen a los miembros de esta iguales, se llama 
solution de la ecuacion. Si la ecuacion contiene solo una incognita, 
cada solucion se Hama raiz. El procedimiento para obtener las raices se 
llama resolucion de la ecuacion. Por ejemplo x = 2, y = —3 es una 
solucion de 3x + 4y = 6; ya que 3(2) + 4( —3) = —6. Tambien 
x — 6 es una raiz de 2x + 2 = 3x —4; ya que 2(6) + 2 = 3(6) — 4. 


4.2 ECUACIONES EQUIVALENTES 


En la resolucion de ecuaciones consideraremos el concepto de ecuaciones 
equivalentes como se define a continuacion. 
ecuacion Dos ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Por 

equivalente ejemplo, por sustitucion directa se puede comprobar que x = 3 es una 
solucion de 4x — 2 = 3x + 1 y de lx — 6x + 3. Por tanto, ambas 
ecuaciones son equivalentes. 

Evidentemente, si se agrega la misma cantidad a dos expresiones que 
son iguales para el mismo valor de la incognita, o si se multiplican 
o se dividen las dos expresiones por una misma constantet diferente de 
cero, se obtienen dos nuevas expresiones que son iguales para el mismo 


* Un valor posible de una letra en una ecuacion eualquiera es cualquier valor 
para el cual los miembros de la ecuacion tienen un significado. Por ejemplo, en 
la ecuacion 


x 2 + 1 

X + 1 


X — 1 + 


2 

X + 1 


los denominadores se anulan cuando x = — 1. Por tanto, no existe un valor para 
ninguno de los miembros. Sin embargo, la ecuacion se satisface para cualquier 
otro valor de x, como puede comprobarse facilmente al reducir el miembro de la 
derecha a una sola fraction. Por tanto, la ecuacion es una identidad para 
cualquier valor de x diferente de —1. 


f Por el momento se definira a la constante como un numero o una expresion 
que no comprende a la incognita. Mas adelante se dara una definition mas completa. 
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reglas para 
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ecuaciones 
equivalentes 


valor de la incognita. Por tanto, cada una de las siguientes operaciones 
que se efectuen en una ecuacion da por resultado una ecuacion equi- 
valente. 

1. Si se agrega la misma cantidad a cada miembro de una ecuacion , 
la ecuacion resultante es equivalente a la primera. 

2. Si se multiplica o se divide cada miembro de una ecuacion por 
una misma constante diferente de cero la ecuacion obtenida es equi¬ 
valente a la primera. 

Mediante el uso de la operacion 1 se puede obtener un procedimiento 
extremadamente util para la resolucion de ecuaciones. Por ejemplo, con- 
siderese la ecuacion 


ax — b = cx + d (4.2) 

si se agrega b — cx a cada miembro de la ecuacion, se obtiene. 
ax — 6 + 6 — cx = cx d b — cx 
Sumando en cada miembro 

ax — cx = d + b (4.3) 

de acuerdo con 1 esta ecuacion es equivalente a (4.2). Comparando 
(4.2) y (4.3), se observa que la ultima puede obtenerse de la primera 
con solo trasladar cx y —b de uno a otro de los miembros de (4.2) 
y cambiar sus signos al mismo tiempo. Este procedimiento se llama 
transposicion. Mediante su uso se puede transponer cualquier termino 
transposition de un miembro a otro de una ecuacion, con tal de que se cambie el 
signo de cada termino transpuesto .* 


4.3 


ecuacion 

lineal 


SOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 

Si en una ecuacion no hay fracciones en cuyos denominadores aparezca 
la incognita y si esta es de primer grado, la ecuacion se llama ecuacion 
de primer grado. 

Se puede resolver una ecuacion del tipo anterior mediante la trans¬ 
posicion de los terminos que contienen la incognita al lado izquierdo 
de la igualdad y los terminos constantes a la derecha. Luego, sumando 
los terminos, se obtienen una ecuacion del tipo ax = b. Por ultimo, el 
valor de x se obtiene dividiendo ambos miembros entre a. 

EJEMPLO Resolver la ecuacion 6x — 7 = 2x + 1 
Solution: 


6x — 7 = 2x + 1 la ecuacion dada se ha transpuesto 2x a 

6x — 2x = 1 + 7 la izquierda y —7 a la derecha 

* Es importante recordar que la transposicion es,, por decirlo asi, un atajo en 
las operaciones algebraicas. Por ello, efectuarla de una manera demasiado meca- 
nica, puede conducir a errores serios. Cuando ese sea el caso, el lector debera 
resolver nuevamente todo el problema sin omitir ninguno de sus pasos a fin de 
localizar la fuente de error. 
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4x = 8 
x = 2 


se ha sumado 

se ha dividido cada miembro entre 4 


A fin de comprobar la solucion se sustituye x por 2 en la ecuacion y se computa 
el valor de cada miembro. Si los dos valores asi obtenidos son iguales, la solucion 
es la correcta. A continuacion se muestra una ordenacion adecuada para la com* 
probacion. 

miembro de la izquierda miembro de la derecha 

6(2) — 7 =12—7 = 5 2(2) +1=4 + 1= 5 

Por tanto x = 2 es el valor correcto 


4.4 ECUACIONES QUE COMPRENDEN FRACCIONES 

Si una ecuacion comprende fracciones se multiplica cada miembro 
por el MCM de los denominadores, y mediante ello se obtiene una ecua¬ 
cion sin las fracciones. Este procedimiento se conoce como eliminacion 
de fracciones de la ecuacion . Si la ecuacion resultante es de primer 
grado, se puede resolver por los metodos del parrafo anterior. En los dos 
ejemplos siguientes se ilustrara este procedimiento: 

EJEMPLO 1 Resolver la ecuacion: - § = fa? + tir- 

Solucion: 

.1-_2 _ 3~ i_1_ 

3 4*^ ' 1 2 

12 (ix - f) = 12(|® + 

6x — 8 = 9x + 1 
6x — 9x = 1 + 8 
-Sx = 9 
x = —3 


se ha multiplicado cada miembro por 12, MCM 
de los denominadores 

se ha efectuado la multiplicacion indicada 
se han transpuesto 9x y —8 
se ha sumado 

se ha dividido cada miembro entre -3 


Comprobacion: 


miembro de la izquierda 


i(-3) - f = 


2 _ 
IT — 


9 

" 6 " 


4 

■6 


1 3 

~w~ 

miembro de la derecha 


EJEMPLO 2 Resolver la ecuacion: 

x , 5 5 


+ ? = 


x 1 8 2(x -f- 1) 4 

Solucion: 

x ,5 5 


3/ o\ i 1 __9.il _ _27 I_1 

4V °) i x 2 — 4 < 12 — 12 • 12 


+? 


1 _ 


2 6 
' 1 2 


1 3 
" 6 " 


+ | = 


+1 


x + 1 1 8 2(x + 1) 1 4 


8( * + + i) - 8(x + 1} [j 


+ 1 ' 8/ ~ L2(x + 1) + 4 

8x + 5(® + 1) = 4(5) + 6(* + 1) 


] 


se han multiplicado 
ambos miembros por el 
MCM de los 
denominado res 

se ha efectuado la multi¬ 
plicacion indicada 
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8x + 5x + 5 = 20 + 6x + 6 
8x + 5x — 6x = 20 + 6 — 5 
lx = 21 
x — 3 


se han transpuesto 
terminos 
se ha suntado 
se ha dividido entre 7 


Comprobacion: 

miembro de la izquierda 
3 , 5 _3,5_6,5 = 11 

3+1^8 4*8 8^8 8 


miembro de la derecha 

... 5 + »,6 + 8 „5 « = 11 

2(3+1) ^4 8 ' 4 8 ' 8 8 


Si los denominadores de una ecuacion contienen a la incognita, la 
ecuacion obtenida al eliminar las fracciones no siempre es equivalente 
a la primera. Esta situacion se ilustra en el ejemplo siguiente: 

EJEMPLO 3 Resolver la ecuacion: ^ _ q _ 

x + 1 x +1' 

Solucion: 


2 _g _ 4# + 6 

+ ^Gttt - s ) ~ (I + ^Cfrr) 

2 — 3(x + 1) = 4:X -j- 6 
2-3x-3=4^+6 
— 3x — 4x = 6 — 2 —|- 3 
-lx = 1 
x = —1 


se han eliminado fracciones multi- 
plicado por x + 1, MCM de los 
denominadores 


razees 

extranas 


Comprobacion: 

Cuando se intenta verificar esta solucion, se observa que si x= —1, los dos 
denominadores de la ecuacion original se anulan y, por tanto, las fracciones carecen 
de significado. Por consiguiente, no se puede aceptar x = — 1 como solucion. 
Si se efectua la division indicada (4# + 6)/(x + 1), se obtiene 4 + 2/(# + l). 
Entonces la ecuacion original se convierte en: 


2 

x + 1 


— 3=4 + 


2 

x + 1 


la que evidentemente no tiene solucion. 

El anterior ejemplo muestra que si se multiplican los dos miembros 
de una ecuacion por una expresion que contenga a la incognita, la ecua¬ 
cion resultante puede tener raices que no satisfagan a la ecuacion ori¬ 
ginal. Dichas raices se Hainan extranas. Por esta razon, cuando una 
ecuacion se multiplica por una expresion que contiene a la incognita 
con el proposito de eliminar fracciones, las soluciones de la ecuacion 
obtenida se deben computar en la ecuacion original con el fin de obser- 
var si alguna de ellas es extrana. 


EJEMPLO 4 Resolver la ecuacion: - - -1-= —1. 

a + x x 

Solucion: 

<L^+“ = -i 

a + x x 

x(a — x) + a(a + x ) = — x(a + x) se han eliminado las fracciones 
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ax — x 2 + a 2 + ax = —ax — x 2 

-x 2 + x 2 + ax + ax + ax = —a 2 

3 ax = —a 2 


se han efectuado las operaciones 
inch cad as 

se han transpuesto y ordenado 
los terminos 

se ha efectuado la suma indicada 


Comprobacion: 


a 

X= -8 


miembro de la izquierda 


3, a _ 3 a + a 3a _ 4a 0 _ 0 0 _ 

1 ' rt " ~ v ^ ^ _ 1 

a a 3a — a a 2 a 


Por tanto, ya que el miembro de la derecha es —1, la solucion es correcta. 


EJERGCIO 15. RESOLUCION DE ECUACIONES 

Demuestrese, mediante sustitucion directa, que el numero dado a la derecha 
en los problemas 1 a 12 es una raiz de la ecuacion propuesta en cada problema. 
1: Sx - 2 = 2x + 1, 3 2: 9x - 2 = 12x + 4, -2 

3: 6x + 3 = 18a? - 1, i 4: 20x + 5 = 29 - 12a?, f 

c 3x — 4 2a; — 1 l „ ~ 2x — 4 . x + 3 r _ 

4 o o Z 4 

n. 2x + 1 , a? _ 18a; — 24 3 Qm Sx + 2 , _ 5 2 

7 - “4 _ + 3-2 6^~=“2 +1 * 

9: mx + na — nx = ma, a 10: a 2 x — b = 2a 2 x — a — 1/a 

a — x , 6 a; — 2a,. ax + 5 1 — x 1 

ll: — 7 — H— —- j b -j- a iz: —— - —1 — ——-—? — 

b a a & + x b + x a 

Resuelvanse las ecuaciones de los problemas 13 a 72. 


4 + 4x 
x - 3 


+ - = 
^ 3 


= " 6 ’ 6 


b -j- a 


2: 

9a; - 2 

= 12a; + 

4, - 

-2 

4: 

20a: + 5 = 29 - 

12a;, 

3 

T 


2x — 4 

. x + 3 


— 5, -15 

6: 

2 

+1 

= a; 

8: 

3a; + 2 

_4_ 1 = _ 

5 

2 


6x — 2 

X 

+ 1 # 

3 

10: 

a 2 x — b 

= 2a 2 x - 

- a - 

- &, 1/a 

12: 

ax + b 

-i=3- 

— X 

1 


b + x 

b + x 

a 


13 

4x = x + 9 

14: 

7a; + 2 = 

15 

9a; — 4 = 3a; — 16 

16: 

7x - 2 = 

17 

3x — 2 = 5x + 6 

18: 

7x - 5 = 

19 

3x — 3 = 2 — 7a; 

20 : 

7 - 4a; = 

21 

2 (as + 1 ) - (as - 1 ) = 0 

22 : 

3(3x - 1 

23 

6 (4a; - 7) - 5(2x + 5) = 3 

24: 

4 (3a; - 1 

25 

2 (fas - i) = i(3x - 7) 

26: 

4(f* - { 

27 

3(fa; + i) - i(2x + 18) = -4 

28: 

6 (fx + j 

29 

2 sy* 3 I 1 /w - jy% 5 

-g-X 4 ~T 4 X — X 4 

30: 

f* - f - 

31 

5/m I 7 2 /y. — 2 ~i 5 

6 X -j- 9 -g-X gX 9 

32: 

5 /v» 7 /v» 

-g-a; — ^a; 

33 

fas — 5 = f x — 4 

34: 

fa; - 3 = 

35 

fx + 1 = fx - f 

36: 

YX — 1 = 

37 

: ax + — = 6 a; + 1 
a 

38: 

a(x — 1 ) 

39 

' a(x — 2) — 6 (x — 1 ) = b — a 

40: 

a(a; — 2 ) 

41 

■ 2x + 1 = 3 a; 16 

42: 

4a; + 6 

6 

43: 

: 3X + 5 = 2 a; 6 

44: 

3a; — 2 

4 

45: 

2a; — 3 , . 3a; — 4 

3 + 4 = 2 

46: 

3a; + 5 

4 

47: 

, x + 4 5 2a; — 2 

48: 

2a; - 1 


2 6 3 


3 


-2x + 3) + 5 


) =b(x + 1) 
= 12 - 3x 

+ 3 -*-\ 

2x - 3 

3 

3x - 2 

4 
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49: + ^L+A =2x -1 

8I: + 

53- + a , bx — a 


50: 5x 2 + — = 2x - 3 

o y 

52: 5x + 7 _ * ~ 1 = x - 


a 


+ 


= 2 


54 


6 

. cx + d 2 


— c 


4 dx — ed 


re rx sx 
oo: —-= r — s 


57: 

59: 

61: 

62: 

63: 

64: 

65: 

66: 

67: 

68 : 

69: 

70: 

71: 

72: 


s r 
x — 3 x — 2 


x + 2 x + 8 
2x — 5 _ 3x — 4 
4x — 1 6x + 9 


d c 

56: p + p 2 x = q 2 x — q 
gg. x + 2 _x -f- 4 

60: 


x — 2 x — 1 
6x — 8 2x — 3 


9x + 8 3x + 2 


4 


3 

10 

x - 3 


x — 1 

(x - 3)(x - 1) 

2 

+ 

3 

10 

x + 1 

x — 4 

(x + l)(x - 4) 

3 


2 

6 

x — 4 


x — 3 

x 2 - 7x + 12 

5 


3 

5 

x — 4 


x — 5 

x 2 — 9x + 20 

4 

+ 

6 

-6 

x + 4 

2x + 3 

' 2x 2 + llx + 12 

2 


3 

6 

x — 2 


1 

CO 

1 

H 

' 2x 2 - 7x + 6 

5 

+ 

6 

-9 

x + 5 

2x + 5 

‘ 2x 2 + 15x + 25 

3 


5 

3 

2x — 1 

4x - 2 

8x 2 — 8x + 2 

3 


2 

6 

x + 3 


2x — 5 

i 

00 

H 

1 

CO 

3 


1 

2 


3x — 5 
4 

2x — 3 
4 


+ 


2x — 3 
5 


4x - 7 
3 


5x — 11 x — 5 
3 -1 


3x — 1 2x — 1 6x — 5 
Demuestrense que las ecuaciones de los problemas 73 a 80 no tienen solucion. 

2 74: ~ ~ J + 4 = 5 


73: —-^ = 3 + 


75: 


x — 3 
3 


x - 3 
1 1 


77: + 


78: 


+ 


79: 2L+4 + 


80: 


+ 


X 

— 

2 


X 


X 

— 

3 

X 

+ 

1 

X 

— 

3 


X 


X 

+ 

2 

X 

— 

2 

X 

T 

1 


X 

■ + 

■ 1 

X 

— 

1 

X 

— 

3 

X 

+ 

3 

X 

— 

3 

X 

+ 

1 

X 

+ 

2 


2x 



76: 


x — 4 
1 


x — 4 
1 7 


+ 


+ 


x^ 


x — 3 
2x - 1 


x+2 x 2 —x—6 


(x - 2)(x - 3) 
x 2 — 3x — 8 


x + 1 x — 3 x — 3 (x — 3)(x + 1) 

x 2 - 1 


x — 1 'x+2 x+2 (x — l)(x + 2) 

x — 2 


+ 


x+2 x + 1 x+2 (x + l)(x + 2) 


Resuelvanse las ecuaciones de los problemas 81 a 92 para la letra indicada a 
la derecha. 

3 


81: m = 


n — a 


-> a 


oo. . _3(d + 6) 

82 ‘ 1 "2 +d ’ b 
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83: S - f 

r — 1 

85: i/2 = Li(l -f- ctf), £ 

87: p ‘ - »’>• ! 

89: v — ^-(£7 1 — £7 2 ), h 
91: M = + l),/ 

4.5 SOLUCION DE PROBLEMAS MEDIANTE EL USO DE ECUACIONES 

Un problema que se puede resolver mediante una ecuacion comprende 
varias cantidades de las cuales unas son conocidas y otras deseonocidas. 
Igualmente contiene datos que permiten observar la igualdad entre dos 
combinaeiones de esas cantidades. Si el problema se puede resolver me¬ 
diante una ecuacion de una variable, entonces las cantidades deseonocidas 
deben expresarse en terminos de una sola letra. 

El procedimiento para resolver un problema mediante el uso de una 
ecuacion no siempre es facil y para lograr cierta aptitud se requiere 
una practica considerable. Para ello se sugiere el siguiente esquema: 

1. Leer cuidadosamente el problema y estudiarlo hasta que quede 
perfectamente clara la situacion que plantea. 

2. Identificar las cantidades comprendidas en el problema, tanto las 
conocidas como las deseonocidas. 

3. Elegir una de las cantidades deseonocidas y representarla mediante 
una letra, generalmente x. Despues, expresar las otras cantidades des- 
conocidas en terminos de esta letra. 

4. Buscar en el problema los datos que indiquen que cantidades o que 
combinaeiones de estas son iguales. 

5. Formular la ecuacion, igualando las cantidades o combinaeiones 
apropiadas encontradas en el paso anterior. 

6. Resolver la ecuacion obtenida y comprobar la solucion. 

A continuacion se expondran algunos ejemplos de los varios tipos 
de problemas que pueden resolverse mediante el uso de ecuaciones. 
El procedimiento general que se explica en esos ejemplos se puede 
aplicar a los problemas similares que se presentan en el ejercicio 16 
y a todos los ejercicios que aparezean en este libro y que comprendan 
el planteo de problemas. 

Problemas que implican movimiento a velocidad uniforme. General¬ 
mente los problemas de este tipo establecen una relacion entre distan¬ 
ces recorridas, entre velocidades o entre tiempos empleados. La formula 
fundamental para estos problemas es 

d =5= vt (4.4) 

en donde d representa la distancia; v, la velocidad y t el tiempo. Esta 


84: S = vt + \at 2 , a 
86 : A — 6 

88: v = v fV . s ’ S 

Q 2 

90: E = imr 2 co 2 - y m 

s 

F W 

92: — = — 4t r 2 n 2 —> x 
x g 
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EJEMPLO 1 


EJEMPLO 


formula se puede resolver para 
adicionales siguientes : 

d 

V ~ t 

y 

t = - ( 4 . 6 ) 

V 

Un grupo de deportistas efectuan un recorrido de 380 km. en siete horas durante 
una expedicion de caza. Durante cuatro horas viajan a lo largo de una carre- 
tera pavimentada y el resto del tiempo por un camino de herradura. Si la velo- 
cidad media en el camino de herradura es 25 km/hr menor que la velocidad 
media en la carretera, encuentrese la velocidad media y la distancia recorrida 
en cada uno de aquellos tramos de camino. 

Solution: Las cantidades desconocidas en el problema son las dos velocidades y la 
distancia en cada tramo del camino. Las cantidades conocidas son la distan¬ 
cia total, 380 km; el tiempo total, siete horas; el tiempo empleado en la carre¬ 
tera, cuatro horas, y la cantidad en la cual la velocidad en la carretera es mayor 
que la velocidad en el camino de herradura, 25 km/hr. Evidentemente, el 
tiempo empleado en el camino de herradura fue de siete horas — cuatro horas = 
tres horas, y la distancia total es igual a la suma de las distancias recorridas en 
cada tramo. 

Si hacemos 


v o para t y obtener las dos formulas 


( 4 . 5 ) 


x = velocidad en la carretera 


entonces 

x — 25 = velocidad en el camino de herradura 

Ademas, 

Ax = distancia recorrida en la carretera 
3(x — 25) = distancia recorrida en el camino de herradura 


y 

Ax + 3(# — 25) = distancia total. 
Por tanto. 

Ax + S(x - 25) - 380 


Esta es la ecuacion deseada y se puede resolver como se indica a continuacion. 


Ax + Sx — 75 = 380 

Ax -f- 3# = 380 -f- 75 
lx 

X 


se han eliminado los parentesis 
se han transpuesto los terminos 
= 455 se han efectuado las sumas 

= 65 km/hr en la carretera 


x — 25 = 40 km/hr en el camino de herradura 
4(65) = 260 terns. recorridos en la carretera 
3(40) = 120 kms. recorridos en el camino de herradura 


Comprobacion: 260 + 120 = 380 


Tres aeropuertos. A, B y C estan situados a lo largo de una linea norte-sur. B esta 
a 645 km al norte A y C estan a 540 km al norte de B . Un piloto vuela de A a B, 
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descansa en B dos horas y luego continua hasta C. Durante la primera parte del 
viaje soplaba viento del sur a la velocidad de 15 km/hr; sin embargo, durante 
el tiempo de descanso el viento cambio de direceion proviniendo despues del 
norte a la velocidad de 20 km/hr. Si el piloto empleo igual tiempo en cada parte 
del recorrido, encuentrese la velocidad relativa del avion con respecto al aire 
(o velocidad debida a la helice). 

Solution: En este problema las cantidades desconocidas son la velocidad del avion 
con respecto al aire y el tiempo empleado en cada parte del viaje. Se sabe sin 
embargo, que estas dos ultimas cantidades son iguales. Las cantidades conocidas 
son las dos distancias y las dos velocidades del viento. 

Si hacemos 

x = velocidad relativa del avion con respecto al aire 
x + 15 = velocidad del avion entre A y B 
x — 20 = velocidad del avion entre B y C 


Ademas, 


645 

x + 15 
540 

x - 20 


= tiempo empleado durante la primera parte del viaje 
= tiempo empleado durante la segunda parte del viaje 


Por tanto, 

645 = 540 

x + 15 x — 20 

Esta es la ecuacion deseada cuya solucion se muestra en seguida. 

(x — 20) (645) = (x + 15) (540) se han eliminado las fracciones 

645x — 12,900 = 540x + 8100 se han quitado los parentesis 

645x — 540x = 8100 + 12,900 se han transpuesto los terminos 

105x = 21,000 

x = 200 km/hr., velocidad relativa del avion con respecto al aire 
Comprobacion: 

La velocidad durante la primera parte del viaje fue 200 km/hr + 15 km/hr. = 215 
km/hr. y el tiempo empleado de 645 215 = 3 hrs. La velocidad durante la segun¬ 

da parte del viaje fue de 200 km/hr. menos 20 km/hr. e igual a 180 km/hr.y el tiem¬ 
po de 450-^-180=3 hrs. Puesto que el tiempo en cada parte del viaje fue de 
tres horas la solucion es la correcta. 

Problemas que implican la realizacion de trabajo . Los problemas 
que comprenden la rapidez para hacer determinadas labores, se pueden 
resolver frecuentemente encontrando primero la fraeeion del trabajo 
realizado por cada individuo en la unidad de tiempo y encontrando 
despues la relacion entre las fracciones. Cuando se emplea este metodo, 
la unidad, el numero uno , representa el trabajo total por realizar. 

EJEMPLO 3 Un agricultor puede arar un terreno empleando un tractor en cuatro dias; un 
ayudante suyo puede hacer el mismo trabajo con un tractor mas pequeho en seis 
dias. <?En cuantos dias pueden arar el campo si trabajan conjuntamente? 

Solucion: Si hacemos 

x — numero de dias que se requieren para arar el campo cuando trabajan juntos. 


4.5 SOLUCIONES DE PROBLEMAS MEDIANTE EL USO DE ECUACIONES 61 



Entonces 

— = parte del campo arado en un dia por los dos. 
x 

Por tanto, 

•J- = parte del campo arado por el agricultor en un dia. 
= parte del campo arado por el ayudante en un dia. 

Entonces 



3x + 2x — 12 se han eliminado las fracetones 
5x = 12 



Comprobacion: 

Si entre los dos aran el campo en 


9i 
" 5 


dias, entonces hacen tanto como = 

24 


12 


en un dia. Ademas, uno ara -i del campo en un dia y el otro i esto es 

6 4 

1,1 _ 2 +3 __5 
6^4 12 12 


EJEMPLO 4 Si en el ejemplo anterior el ayudante trabajo un dia solo, con la maquina peque- 
iia, y hasta el segundo dia el agricultor empezo a ayudarle, <?en cuantos dias 
terminaron de arar el resto del campo? 

Solution: El ayudante aro i del campo en el primer dia y, por tanto, quedaron 

6 

sin arar 

6 

Sea 

x — numero de dias requeridos para terminar el trabajo. 

Entonces 

arado por el agricultor en x dias 
arado por el ayudante 

Por tanto, 

x x _ 5 
4 ‘ 6 ~ 6 

3a; + 2x = 10 se han eliminado las fracciones 
5x = 10 
x = 2 dias 

Comprobacion: 


- = parte del campo 
x 

- = parte del campo 


El agricultor aro en dos dias del campo y el ayudante del mismo, 

l, 1 _3+2 _ 5 

2 ‘ 3 6 6 


Problemas sob re mezclas. Muchos problemas implican la combina- 
cion de ciertas sustancias de concentracion conocida, generalmente ex- 
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presada en porcentaje, para formar una mezcla de concentracion fija 
con respecto a una de las sustancias. Otros implican la mezcla de ciertos 
articulos de diversos precios. En tales problemas debe recordarse que 
la cantidad total de una componente en una mezcla es igual a la suma 
de las cantidades que de esa componente hay en cada una de las sus¬ 
tancias combinadas, o que el valor de una mezcla es la suma de los 
valores de las sustancias agrupadas. 

EJEMPLO 5 (jCuantos litros de un liquido que tiene 74 por ciento de alcohol se debe mezclar 
con 5 litros de otro liquido que tiene 90 por ciento de alcohol, si se desea obtener 
una mezcla de 84 por ciento de alcohol? 

Solution: Si hacemos 

x — numero de litros de la solucion de 74 por ciento de alcohol que deben em- 
plearse 

entonces 

0.74* = numero de litros de alcohol que aporta esa solucion 
Ademas, 

0.90(5) = 4.5 numero de litros de alcohol en la solucion de 90 por ciento. 

Por tanto, 

0.74x + 4.5 = numero de litros de alcohol en la mezcla. 

Tambien 

x + 5 — numero total de litros en la mezcla 

Entonces, ya que la mezcla tiene 84 por ciento de alcohol, se tiene 0.84 (x + 5) 
= numero de litros de alcohol en la mezcla. 

Por tanto, 

.74a; + 4.5 =* .84(x + 5) 

.74x + 4.5 = .84x + 4.2 
.74x - .84x = 4.2 - 4.5 
— .10x = -.3 

x = 8 litros que deben agregarse. 

Comprobacion : 

(.74)3 + 4.5 = 2.22 + 4.5 = 6.72 
.84(5 + 3) = .84(8) = 6.72 

Problemas diversos. Ademas de los tres tipos anteriormente discu- 
tidos, existe una amplia variedad de problemas que se pueden resolver 
por medio de ecuaciones. El esquema fundamental es el mismo para 
todos, esto es, encontrar dos cantidades de las cuales una o las dos com- 
prenden un valor no conocido, e igualarlas. Se mencionaran otros tres 
tipos y se delineara el principio general o formula que se emplea para 
su resolucion. 

a) Muchos problemas de Fisica y de Mecanica se refieren a palancas. 
Una palanca es una barra rigida apoyada en un punto, colocado gene- 
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ralmente entre los dos extremos de la barra, y que se llama punto de 
apoyo. Si sobre la palanca se colocan dos pesos P\ y P% a las distancias 
D\ y D 2 , respectivamente, del punto de apoyo y la palanca esta en equi- 
librio, entonces 

P 1 D 1 = P 2 D 2 

Ademas, si una fuerza F situada a una distancia D del punto de apoyo 
puede elevar un peso R situado a una distancia d del mismo punto de 
apoyo, entonces 

FD = Rd 

b) Cuando se resuelven problemas que tratan acerca de inversiones 
de dinero, generalmente se emplea la formula. 

I = PRT 

en donde P es el capital o cantidad de dinero invertida; I es el interes 
o cantidad devengada de la inversion; R, expresado en porcentaje, es 
la tasa del interes por unidad de tiempo, y T, es el tiempo total en que 
permanece el capital invertido. 

c) Los problemas que comprenden los digitos de un numero depen- 
den del principio empleado en nuestro sistema numerico, que asigna 
un valor al digito de acuerdo con su coloeacion. Por ejemplo, si c es 
digito de las centenas en un numero de tres cifras, d el digito de las 
decenas y u el de las unidades, entonces el numero es 100c + 10 d + u. 
Si se intercambian los digitos de las centenas y de las unidades el nu¬ 
mero es 100zi + lOd + c. 

EJERCICIO 16: RESOLUCION DE PROBLEMAS MEDIANTE EL USO DE 
ECUACIONES 

1. Encuentrense tres numeros enteros eonsecutivos cuya suma sea 60. 

2. Dos hermanos ganaron $ 1 300.00 durante sus vacaciones de verano. El mayor 
gano li veces mas que el otro. Determinese la ganancia de cada uno. 

3. En un grupo de 35 estudiantes habia 10 hombres menos que el doble de mu- 
jeres. Determinese cuantos habia de cada sexo. 

4. Al poner un ribete a un pedazo rectangular de un jardin, cuya longitud era 
el doble de su anchura, se emplearon 312 ladrillos. Determinese cuantos se pusie- 
ron en cada lado. 

5. Juan tiene 12 monedas mas que Enrique y entre ambos tienen 78. Determinese 
cuantas monedas tiene cada uno. 

6. En una escuela, la mitad de los alumnos menos seis poseen automoviles. El 
total de automoviles propiedad de los alumnos es 198. & Cuantos alumnos hay 
en la escuela? 

7. Un automovilista estima que si recorre 75 kms mas, completa la mitad de su 
viaje, del cual ya ha recorrido la tercera parte. Determinese la distancia recorrida. 

8. Una joven pago $ 350.00 por un vestido y un sombrero. Determinese el precio 
del vestido sabiendo que este costo $ 150.00 mas que el sombrero. 

9. Juana, Julia y Josefa trabajaron en total dieciocho horas en una fiesta escolar. 
Juana y Julia completaron once horas entre ambas y Josefa trabajo una hora 
mas que Juana. Determinese cuantas horas trabajo cada una. 
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10. Juan compro una maquina de escribir, una radio y una camara. Determmese 
cuanto gasto sabiendo que la radio costo la cuarta del total, la maquina de escri- 
bir $ 200.00 mas que la radio y la camara $ 200.00 mas que la maquina de escribir. 

11. Dentro de la ciudad, cierto automovil rinde 6 kms por litro; en cambio en 
carretera rinde 8.5 kms por litro. Si el automovil consumio 90 litros en un recorrido 
de 690 kms determmese que parte del recorrido fue en la ciudad. 

12. Un hombre cerco un terreno rectangular de 75 metros de frente y 360 metros 
de perimetro a un costo de $5 190.00. Si el costo de la cerca del frente fue $2.00 
ma^or por metro que el de los otros tres lados, encuentrese el precio por metro 
en cada caso. 

13. Los organizadores de un concierto pusieron a la venta cierto numero de boletos 
con precios de $34.00, $25.00 y $20.00. El ingreso total fue $10 250.00. Se vendie- 
ron en igual numero los de $25.00 y los de $20.00, en tanto que los de $35.00 
representaron dos tercios del total de boletos. Determmese el total de boletos 
vendidos. 

14. Un comerciante compro cierta mercancia en $8 000.00. A1 venderla, su utilidad 
fue 40 por ciento sobre una parte de aquella y 30 por ciento sobre el resto. 
El monto de la utilidad fue $2 900.00. Determmese la fraccion de los $8 000.00 
originales en la que gano 40 por ciento. 

15. Tomas y Enrique reciben un salario de $1 000.00 cada uno. Despues de un 
cierto tiempo Enrique obtuvo un trabajo mejor remunerado con salario de $1 500.00 
al mes. Si entre ambos ganaron $53 000.00 en un periodo de dos anos, determi- 
nese el tiempo que Enrique permanecio en el primer trabajo. 

16. La propietaria de una casa de huespedes gano $7 200.00 en un ano por con- 
cepto de renta de dos cuartos. Determmese la renta de cada cuarto si la de uno 
de ellos era $100.00 mayor que la del otro y si aquel estuvo vacante tres meses. 

17. Al agregar 18 a un cierto numero, el digito de las unidades y el digito de las 
decenas intercambian su posicion. Determmese el numero, sabiendo que el digito 
de las unidades es doble del digito de las decenas. 

18. Al principiar una fiesta habia tres veces mas mujeres que hombres: 75 mujeres 
se fueron temprano a sus casas y 150 hombres llegaron tarde a la fiesta. Al terminar 
esta habia el doble de hombres que de mujeres. ^Cuantos habia en total en 
ese momento? 

19. Santiago es cuatro veces mayor que Juan y en cuatro anos mas su edad sera 
el doble. Encuentrese la edad actual de cada uno. 

20. Al abrir su alcancia Beatriz encontro que entre monedas de 5, 10 y 25 cen¬ 
tavos completaba $9.50. Encontro igualmente que el numero de monedas de 10 
centavos era triple del de las de 25 centavos y que las de 5 centavos era el doble 
del de las de 10 centavos. <?Cuantas monedas de cada denominacion habia en 
la alcancia? 

21. Una joven estudia en una poblacion distante 585 kilometros de su hogar. Un 
cierto dia toma el autobus con rumbo a su casa y tres horas mas tarde su padre 
sale en automovil a alcanzarla. Si ambos, el autobus y el automovil, mantuvieron 
la velocidad de 65 kms/hora, determmese la distancia recorrida por el padre hasta 
el momento de encontrar a la hija. 

22. Un muchacho pasea en su bicicleta durante tres horas. Luego, durante otras 
tres horas, pasea a pie hasta llegar a una montaiia cercana. Su velocidad en la 
bicicleta fue 6 kilometros por hora mas rapida que cuando caminaba y en total 
hizo un recorrido de 36 kilometros. Determmese la velocidad que mantuvo durante 
la caminata. 

23. Samuel salio de la ciudad en su automovil. Una hora mas tarde Tomas partio 
con el mismo rumbc manteniendo una velocidad JL veces que 4 la de Samuel, a quien 

aleanzo despues de recofrer 200 kilometros. Determmese sus velocidades. 
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24. Dos aeroplanos, uno menor que otro, parten al mismo tiempo de un mismo 
aeropuerto y con el mismo plan de vuelo. Al cabo de tres horas estan a 525 kilo- 
metros uno de otro. Determinese la velocidad de cada uno sabiendo que la del 
mas pequeno era A de la del otro. 

25. Un estudiante de biologia dedicado a recolectar insectos mantuvo ima velocidad 
de 2 kms/hr al recorrer un cierto camino. Al regreso su velocidad fue 5 kms/hr, 
empleando en este caso dos horas veinticuatro minutos menos que en el viaje 
de ida. £ Cuanto camino en total? 

26. Un cartero tiene a su cargo una ruta rural en forma de lazo de 99 kilometros 
de recorrido total. Su velocidad promedio al realizar su trabajo es 12 kms/hr. 
Una manana, tres horas treinta y seis minutos despues de haber partido, sale 
en su busca un mensajero, quien viaja a 50 kms/hr a lo largo de la otra rama 
del lazo. Determinese el tiempo empleado por el mensajero para encontrar al 
cartero. 

27. Una muchacha puede limpiar su cuarto en treinta y seis minutos y su com- 
panera de habitacion puede hacerlo en veinticuatro minutos. <? Cuanto tiempo 
emplearian si limpian el cuarto entre las dos? 

28. Un hombre necesita quince horas para rotular los sobres de tarjetas de feli- 
citacion de Navidad en tan to que su mujer puede hacer el mismo trabajo en 
doce horas. £ Cuanto tiempo les tomara hacer ese trabajo entre los dos? 

29. Un grupo de tres personas pueden hacer un cierto trabajo en seis horas en 
tanto que un grupo de cuatro pueden hacerlo en cuatro horas. Si durante una hora 
trabajan tres personas y luego se les une una cuarta, £ cuanto tiempo tardaran las 
cuatro en terminar el trabajo? 

30. Tres jovenes tienen que preparar los emparedados para una fiesta. Una lo pue¬ 
de hacer en cuatro horas, otra en tres y la tercera tambien en cuatro. <? Cuanto 
tiempo les lleva prepararlos juntas? 

31. En una piscina, la entrada de agua se hace a traves de dos tubos. Con el agua 
proveniente de un tubo se puede llenar en diez horas y con la del otro en catorce 
horas. <?En cuanto tiempo se llena si se recibe agua de ambos? 

32. Juan, Guillermo y David recibieron el encargo de pintar un cuarto. Cada uno 
de ellos podia hacerlo en cinco horas. Juan inicio el trabajo a las nueve horas; 
a las nueve treinta empezo a ayudarlo Guillermo y David se unio a ellos a las diez. 
^A que hora terminaron el trabajo? 

33. Un hombre puede pintar una cerca en ocho horas. Su hijo mayor puede ha¬ 
cerlo en diez horas y su hijo menor en doce horas. El trabajo lo iniciaron con- 
juntamente, pero despues de dos horas el menor de los hijos se retiro y cosa igual 
hizo el mayor al final de tres horas. £ Cuanto tiempo le llevo al padre completar 
el trabajo? 

34. Una piscina se puede llenar en seis horas con el agua que recibe de un tubo 
y se puede vaciar en ocho horas abriendo la valvula del tubo de drenaje. <?,En 
cuanto tiempo se llena la piscina si por descuido la valvula del tubo de drenaje 
permanece abierta durante tres horas? 

35. La admision de agua a un estanque esta controlada por medio de una valvula 

automatica que se cierra cuando el estanque esta completamente lleno y que se 

abre cuando se han drenado — partes de su capacidad. El estanque se puede llenar 

4 

en seis horas y se puede vaciar en dieciseis horas. Si la valvula del tubo de drenaje 
se deja abierta continuamente, determinese el tiempo transcurrido entre dos oca- 
siones sucesivas en que el estanque se llene completamente. 

36. ^Cuantos kilogramos de dulce de precio $10.00 por kilogramo deben mezclarse 
con 6 kilogramos de dulce de precio $7.50 por kilogramo para poder vender la 
mezcla obtenida al precio de $9.00 por kilogramo? 

37. Una florista vende un ramo de dos docenas de flores en $7.50. El ramo esta 
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formado de rosas de precio $5.00 por docena y de claveles de precio $3.00 por 
docena. <?Cuantas flores de cada especie debe poner para formar el ramo? 

38. ^Cuantos litros de solucion de sal al 25 por ciento se deben mezclar con 10 
litros de otra solucion de sal al 15 por ciento para producir una tercera al 17 
por ciento? 

39. Una solucion de cierto insecticida debe contener 0.9 por ciento del insecti- 
cida. Por error se mezcla con otra solucion que contiene 0.5 por ciento de insecti¬ 
cida y se guarda en frascos de 8 litros de capacidad cada uno. <?Cuantos litros 
habra que sacar en cada frasco y sustituirlos por una solucion que contiene 16.5 
por ciento de insecticida para obtener la concentracion deseada? 

40. Un quimico mezcla 60 centimetros cubicos de solucion de acido clorhidrico 
al 10 por ciento con 40 centimetros cubicos de solucion de acido clorhidrico al 
15 por ciento. De la solucion asi formada quita una parte y la sustituye por agua 
destilada, produciendo ahora una solucion de acido clorhidrico al 7.2 por ciento. 
<?Cuantos centimetros cubicos uso de la penultima solucion? 

41. En un viaje de 535 kms un estudiante empleo cinco horas manejando bajo la 
lluvia y cuatro horas manejando en tiempo despejado. La velocidad en el tramo 
lluvioso fue 10 kms por hora menos que la velocidad en el tramo seco. Determinese 
la velocidad con que viajo en el tramo lluvioso. 

42. Una persona que vive en los suburbios de una gran ciudad recorre diariamente 
dos tramos, uno de 5 kms en automovil y otro de 30 kms en tren. La velocidad 
media del tren es doble que la velocidad media en automovil; determinense ambas 
sabiendo que para el recorrido total emplea una hora. 

43. Un pescador rema 4 kms rio aba jo y en el mismo tiempo un kilometro rio 
arriba. Si la velocidad de la corriente es 3 kilometros por hora, £con que velocidad 
puede remar el pescador en agua tranquila? 

44. Un aeropuerto “A” esta a una distancia de 1 050 millas al oeste de un aero- 
puerto “B” y 1 320 millas al sur de un aeropuerto “C’\ Un piloto vuela un cierto 
dia de “B” a “A” y al dia siguiente hasta “C”. Durante el primer dia soplo viento 
del oeste con velocidad de 25 millas por hora y durante el segundo dia viento del 
sur con velocidad de 20 millas por hora. Determinese la velocidad del avion relativa 
al aire si en cada vuelo se empleo el mismo tiempo. 

45. Un grupo de estudiantes salieron de su escuela en un autobus especial rumbo 
al aeropuerto, viajando a razon de 30 millas por hora. En el aeropuerto tuvieron 
una espera de treinta minutos y viajaron luego en avion a razon de 250 millas por 
hora. El viaje total duro cuatro horas e implied un recorrido de 765 millas. De¬ 
terminese la distancia que recorrieron en autobus. 

46. Una senora se dirige al centro de una ciudad. Al salir de su casa toma un 
autobus local hasta la estacion de autobuses y ahi un autobus expreso hasta su 
punto de destino. La velocidad promedio del autobus local fue 20 kilometros por 
hora y la del expreso 50 kilometros por hora. Determinese la distancia recorrida 
en el autobus local. 

47. El senor Gutierrez pidio a su Banco un prestamo de $500.00, aceptando pagar- 
los en mensualidades iguales con interes de 1 por ciento sobre saldos insolutos. Al 
final del quinto mes habia pagado $24.00 por concepto de intereses. Determinese 
el monto de cada pago mensual. 

48. Una persona puede ejercer una fuerza de 50 kilogramos en el extremo de una 
palanca de 6 metros de largo. <?Donde debe estar el punto de apoyo de la palanca 
para levantar un peso de 200 kilogramos? 
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FUNCIONES GRAFICAS 


5 


LA relacion entre DOS o mas fenomenos se puede observar en la ex- 
periencia diaria. Un bote que flota en el agua se hunde a medida que se 
agrega carga. Una fotografia resulta mas clara o mas oscura segun sea 
que la pelicula de la camara se haya expuesto mas o menos tiempo a la 
luz. En la primavera llueve y cosa igual ocurre en el verano. <; Que tanto 
en cada ocasion? Algunas si y otras no de esas relaciones se pueden ex- 
presar claramente; pero, en la mayor parte de los casos, el algebra es 
sumamente util para interpretarlas. El presente capitulo dedicado a ese 
proposito principiara por definir ciertos terminos y por destacar la 
utilidad de ellos. 

5.1 CONSTANTES Y VARIABLES 

Una formula, y tambien una ecuacion, establecen las relaciones que 
existen entre combinaciones de letras y de numeros. Algunas de estas 
letras pueden representar valores que no cambian nunca; otras, pueden 
emplearse para cantidades que no cambian durante un cierto problema, 
y otras mas, pueden tener valores que varian dentro de un cierto inter- 
valo. Por ejemplo, consideraremos el siguiente problema: 

Se tiene un recipiente cilindrico en el que se vierte agua a razon 
de 3 centimetros cubicos por segundo. Si el radio del recipiente es 
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5 centimetros y su altura 10 centimetros, i con que velocidad se eleva 
el nivel del agua dentro de el? 

Puesto que el agua en el recipiente toma la forma de un cilindro, 
su volumen esta dado por la formula 


V = 7 rr 2 k 


(5.1) 


variable 

constante 

constante 

absoluta 


en donde 7 r = 3.1416 (aproximadamente), r y es el radio y h la altura 
de agua. En este problema, r = 5, h varia de 0 a 10 y el valor de it 
no cambia nunca. Si t representa el numero de segundos durante los 
cuales fluye el agua, entonces el volumen de agua es V — 3t y se tiene 

St = -jrr 2 h = w5 2 h (5.2) 

Por consiguiente, ya que la velocidad con que se eleva el nivel del 
agua es h/t, se resuelve ( 5 . 2 ) para h y tenemos; 


h 


St 

7r5 2 


(5.3) 


La discusion anterior ilustra las siguientes definiciones: 

Una variable es un simbolo que representa a una cantidad que puede 
tomar diferentes valores dentro de un intervalo dado. 

Una constante es un simbolo que representa a una cantidad que no 
cambia en ninguna situacion. 

NOTA 1: Se llaman constantes absolutas aquellos simbolos cuyos valo¬ 
res no cambian nunca, tales como 7 r, 1, 2, 3, . . . 

NOTA 2: Frecuentemente se emplean letras cuyo valor se desconoce 
por el momento, pero que esta determinado por las condiciones dadas 
de un problema. Por ejemplo, en la ecuacion 2x — 1 = 4x — 3 se des¬ 
conoce el valor de x hasta que la solucion muestra que es igual a 1. 
Por tanto, en este problema x no es una variable, sino una constante 
cuyo valor esta por conocerse. 


5.2 FUNCIONES Y NOTACION FUNCIONAL 


funcion 


variables 
dependientes 
e indepen- 
dientes 


Si en (5.3), del Pr. (5.1), se asigna un valor a £, automaticamente se 
fija el valor de h y este se puede calcular con tantas cifras decimales 
como se desee. Tal situacion se describe matematicamente mediante la 
proposicion h. es funcion de Ue ilustra la siguiente definicion 

Una variable es funcion de otra, si por lo menos uno de los valores 
de la primera queda determinado cada vez que se asigna un valor a la 
segunda. 

La variable a la que se asignan diferentes valores recibe el nombre 
de variable independiente y la otra el de variable dependiente. 

Es frecuente que las funciones se escriban sin mostrar explicitamente 
la variable dependiente. Por ejemplo, la expresion x 2 — 2x — 2 es una 

variable, ya que su valor cambia cuando cambia x. Ademas, su valor 
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esta determinado para cada numero definido que se asigne a x. Por 
tanto, es una funcion de x. La proposicion funcion de x se representa 
notacion f(x) usualmente mediante el simbolo f(x), que se lee / de x. La letra ence- 
rrada en el parentesis es la variable independiente de la funcion. En- 
tonces, a cada valor asignado a la variable independiente la funcion 
adquiere un valor determinado. Asi, si en este caso particular, f(x) — 
x 2 — 2x — 2, y asignamos a x los valores sucesivos z, 3 y 1/x, entonces 


f(z ) = z 2 — 2z — 2 
/(3) = 3 2 - 2(3) - 2 



Si en el mismo ejemplo se tiene otra funcion tal como 3x 2 — 1, se le de- 
signa entonces por F(x), o por h(x), o por medio de cualquier otra 
letra diferente de / que procede a x. 

EJEMPLO 1 Si fix ) = (x — 1) ix + 1) encuentrese /(4). 

Solution: Sustituyendo x por 4 
/( 4) = (4 - 1)(4 + 1) = (3) (5) = 15 
EJEMPLO 2 Si git) = lOt + 16t a , encuentrese g(2) y g( —1). 

Solution: Sustituyendo g por 2 y por ( — 1) 

0(2) = 10(2) + 16(2 2 ) = 84 
p(-l) = 10(-1) + 16( —l) 2 = 6 

EJEMPLO 3 Si his ) = s s — 3s — 2, encuentrese hi2) y hi3). 

Solution: Sustituyendo s por 2 y por 3. 

hi 2) = 2 3 - 3(2) -2=0 
hi3) = 3 3 - 3(3) - 2 = 16 


5.3 FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES 

En geometria se conoce el teorema segun el cual el area A, de un trian- 
gulo es igual al semiproducto de la base b, por la altura h. Un ejemplo 
como ese puede ilustrar la siguiente definicion: 

Si una variable w esta relacionada con otras, x, y, z, . . ., de tal modo 
que al asignar valores definidos a x, y, z, . . ., se obtiene por lo menos 
un valor de w, se dice entonces que w es funcion de x, y, z ,. . . Dicha 
relacion se expresa simbolicamente por medio de 
w - w(x,y,z, . . .) 

EJEMPLO Si z ix, y) = x 2 + 3 x + y 2 encontrar zi 1, 2) y zi- —-L) 

Solution: Para encontrar z(l,2) se sustituye x por ley por 2 en zix,y). 

Por consiguiente, 

z(l,2) = l 2 + 3(1) - (1)(2) + 2 2 
= 1+ 3—2+4 
= 6 
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Analogamente, 


z(i> —g-) = d) 2 + 3(^-) — (^-) (—+ ( — it) 

-i+i+i+i 

= 36 


EJERCICIO 17: FUNCIONES 

1: Si y(x) = 6x ~ 5, encuentrese 1 /( 2 ), y{ — 1 ), 1 /( 0 ), iz(-g-). 

2 : Si h(t) = 5 £ + 3, encuentrese h(— 2 ), fe(— 3), fe(— 

3: Si ^(s) = 3s — 2 , encuentrese <7(4), g(— 3), <z(^-), <7(3). 

4: Si /(a) = 7a + 6 , encuentrese /( —1), /(—2), /(3), /(-f-). 

5: Si f(x) = x 2 + x — 2, encuentrese /(l), /(— 2 ), /(3). 

6 : Si Z,(c) = 2 c 2 — 3c + 5, encuentrese .L(3), P( — 1), 7/(2). 

7: Si S(0 = 5 £ 2 — 7£ + 4, encuentrese S(— 2 ), S( 0 ), S(2). 

8 : Si T(k) = 3 h 2 — 8h — 2, encuentrese T(4), T(l), T(— 2). 

9: Si A(p) = 2 encuentrese A(3), A(-^-), A( —1). 

“T" o 

Q 7 y _ K 

10 : Si B(u) = -—-—t -encuentrese B( 2 ), J5(—1), -B(4). 

5 u 2 + u — 1 ° 

11: Si K(z) ~ — - r—— ; encuentrese K(2), K(^)> K( — 1). 

2 i 1 

12 : Si 6 (a) = ——> encuentrese 6 ( — 1 ), &(-§-), &(■§■). 

OJi _ 1 

13: Si f(h) = 2^2 _j_ fr ~Z~g’ encuentrese /(^), /(l), /( — 2 ). 

14: Sii(p) = 2 p 2 4 ^_~ 7 y 1 _ 4 ’ encuentrese f( — ^), £(2), £( —1). 

15: Si G(y) = ^ ~r o —encuentrese G( 2 ), G{—^), G( — 3). 

1 / 1 2 

16: Si S(u) = ^ encuentrese 5(2), S(3), S(^-). 

17; Si if (a) = a 2 — 3a + 2 , encuentrese if(x), if(x — 1 ), if( 2 x). 

18: Si B(t ) = t 2 + 2/ — 1, encuentrese B(s), B(s + 1), B(2s). 

19: Si M(c) = 2 c 2 — 3c + 5, encuentrese M(t), M(t — 2 ), M(3t). 

20: Si T(x) — 3x 2 — 4x + 1 , encuentrese T(y), T(y + 2 ), T(2y). 

21 : Si l/(^c) = 2 x — 1 y s(x) = 3x + 1 , encuentrese y ( 4 1 ) X si 
22: Si A(x ) = 4a: + 3 y ,B(a:) = 3x — 4, encuentrese 

X <^> 

23: Si S(x) = 3x + 2 y T(x) = 2x — 3, encuentrese 
24: Si M(x) — 5x — 3 y AT^x) = 3a; + 5, encuentrese 

25: Si s(x,y ) = x 2 + xy — p 2 , encuentrese s( 2 ,l), s( — 1 , 3 ). 

26: Si P(d,q) = d 2 — 3 dq — q 2 , encuentrese P(2,3), P(—1,— 2 ). 

27: Si if(a,m) = 2 a 2 + 3am + m 2 , encuentrese if ( 1 , 0 ), if( 2 , — 4 ). 
28: Si T(c,a) = 2c 2 — ca — a 2 , encuentrese T( 1,2), 7 7 ('V / 2, V 7 2). 
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+r° 





29: 

30: 

31: 

32: 


Si S(v,a+t) = vt + -g- at 2 , encuentrese S(10,32,4), S( —8,32,6). 
Si S(n,a,l) = j?n(a + l ), encuentrese S(9,l,17), <S(6, —2,8). 

Si W(x, y, z) = * ^ ^ ~ | » encuentrese TfQv l). 


'Gtt rbr r^x) 


Si Af (e, a, n) = e ° ~l~ — > encuentrese M 
K * ’ ' e — a + n 

,y i i 2x + i \ 

y M \x - 2’ x - 3’ x 2 - 5x + 6/' 


(f^t 


X 2 + X + 1 


2x — a; 2 ^ 
a: 2 - 1 /’ 


5.4 REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES 

El modo segun el eual una funcion varia de acuerdo con los cambios 
de la variable independiente, es un tema importante del algebra. Dicho 
comportamiento se puede estudiar por medio de la representacion gra- 
fica de los .valores correspondientes de la funcion y de la variable inde¬ 
pendiente. 

La representacion grafica de fun- 
ciones se puede efectuar por medio 
del sistema conocido con el nombre 
de coordenadas rectangular es. Para 
representarlo en un piano, primera- 
mente se escogen dos lineas, una 
horizontal y otra vertical, y una 
escala adecuada en cada linea. La 
linea horizontal se llama e/e de 
las X y la linea vertical e/e de las Y. 
La interseccion de las dos se llama 
origen (figura 5.1). Luego se con- 
viene en que todas las distancias 
horizontales medidas a la derecha 
del eje de las Y son positivas y que 
todas las distancias horizontales me¬ 
didas a la izquierda son negativas. 
Figura 5.1 Ademas, todas las distancias verti- 

cales medidas haeia arriba del eje 
de las X son positivas y medidas hacia abajo negativas. Se puede obser- 
var entonces que a cada pun to en el piano se asocian dos distancias diri- 
gidas: una, a partir del eje de las Y, y otra, a partir del eje de las X. 
De lo anterior se estableee la siguiente definicion: 

La abscisa o coordenada X de un punto en un piano, es la distancia 
dirigida desde el eje de las Y a ese punto. Dicha abscisa es positiva 
o negativa, segun el punto este a la derecha o a la izquierda de dicho eje. 
La ordenada o coordenada Y de un punto es la distancia dirigida desde 
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el eje de las X a ese punto y es positiva o negativa segun el punto 
este arriba o abajo de dicho eje.* 

La abcisa y la ordenada se llaman coordenadas del punto y se escri- 
ben como un par de numeros encerrados entre parentesis y separados 
mediante una coma. La abscisa se escribe primero. Por ejemplo, en la 
figura 5.1 la abscisa de A es MA — 3 y la ordenada NA = 5. Por tanto, 
las coordenadas de A se escriben (3.5). Ademas ambas coordenadas son 
positivas, puesto que A esta a la derecha del eje Y y arriba del eje X. 

''De igual manera las coordenadas de B son (—2, —4). 

El punto C de coordenadas (—4, 6) se puede localizar contando 
cuatro unidades, a partir de O , a la izquierda del eje X ^por que?, 
y luego 6 unidades hacia arriba. 

Cuando un punto se localiza por medio de sus coordenadas se dice 
que dicho punto se ha representado graficamente. 

Con los datos anteriores se puede explicar la representacion grafica 
de funciones y para ilustrar el procedimiento se indicaran los pasos 
para construir la grafica de x 2 — 2x — 2. Como primer paso, la fun- 
cion se representa mediante y y se obtiene 

y = f(x) = x 2 — 2x — 2 (5.4) 

En el siguiente paso, se asignan valores diferentes a x y se calculan 
los correspondientes valores de y. 

En la mayor parte de los casos los valores seleccionados para x suelen 
ser pequenos, generalmente enteros menores que 10. Cuando asi ocurre 
se inicia el calculo para x — 0 y luego se eontinua para x igual a 1, 2, 
3, 4, . . . Finalmente, se escoge x = —1 y x = —2. Se ealcula despues 
el valor de la funcion para cada valor de 

x = 0 y = (0) 2 - 2(0) - 2 = -2 

x = 1 y = (l) 2 - 2(1) - 2 = -3 

x = 2 y = (2) 2 - 2(2) - 2 = -2 

El proceso se eontinua para todos los valores de x mencionados ante- 
riormente. Se debe registrar en una tabla cada valor asignado a x e inme- 
diatamente debajo el valor correspondiente de y. Los valores de x se 
escriben en orden de su magnitud de izquierda a derecha. Despues de 
calcular y de registrar los valores de y para cada valor de x la tabla 
queda como sigue: 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

y 

6 

1 

-2 

-8 

-2 

1 

6 


*Con toda propiedad el eje horizontal es el eje de las abscisas y el eje vertical 
el eje de las ordenadas. Sin embargo, frecuentemente se les designa por ejes X y Y. 
Ambas denominaciones no solo son equivalentes sino que su uso indiferenciado 
es por demas frecuente. 
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Se considera ahora cada par de valores x , y como las coordenadas 
de un punto y se representan graficamente todos los puntos determinados 
por los pares de valores que aparecen en la tabla. Por ultimo, se unen 
entre si esos puntos por medio de una linea. De este modo se obtiene 
la eurva de la figura 5.2. La curva es, pues, la grafica de fix) = x 2 — 
2x — 2 e indica los siguientes hechos acerca del comportamiento de 
la funcion. 

1. El menor valor de la funcion es —3 y se obtiene para x = 1. 

2. El valor de la funcion se incrementa rapidamente cuando x crece 
o decr^ce a partir del valor 1: 

3. El valor de la funcion es cero para aquellos valores de x en donde 
la curva cruza el eje de las abscisas, aproximadamente para x — 2.7 y 
x = —0.7. Un cero de una funcion es un valor de la variable para el 
cual la funcion se anula. Por ejemplo, el cero de 2x — 5, es x = 2.5. 
Para muchas clases de funciones los ceros se pueden obtener algebraica- 
mente, pero para muchas otras se hace necesario recurrir a metodos 
graficos. En este caso se construye la grafica de la funcion y estimati- 
vamente se calculan en ella los valores de las abscisas de los puntos en 
donde la linea cruza al eje de las X. El calculo se puede hacer mas 
preciso mientras mayor sea la escala escogida. 



Figura 5.2 Figura 5.3 

Por el momenta se consideraran funciones en cuyas graficas aparecen 
lineas de longitud ilimitada. Resulta, por tanto, que solo puede cons- 
truirse una region de la grafica, lo que puede hacerse empleando valo¬ 
res de x comparativamente pequenos. Generalmente, se recomienda 
partir de x = 0; luego, asignar diferentes valores enteros consecutivos 
positivos a x, en numero suficiente para observar la trayectoria proba¬ 
ble de la linea, y, por ultimo, proceder de modo analogo para valores 
consecutivos negativos de x. 

Para algunas funciones los puntos que se obtienen al asignar valores 
enteros consecutivos a x quedan en posiciones tan separadas que no se 
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puede tener una idea acerca de la linea que los une. Por ejemplo, si en 
la funcion y = 9x 2 — 1 se asignan a x los valores —1, 0 y 1, se obtienen 
para y los valores 8, —1 y 8, respectivamente, y se determinan con ellos 
los puntos A, B y C de la figura 5.3. Estos puntos no son suficientes 
para determinar la forma de la linea. Sin embargo, se emplean x = — 
x = — -§> x = -g-, y x = y se obtienen los puntos D, E, F y G. Con 
estos y con A, B y C se puede dibujar la linea facilmente. 

Por otro lado, algunas funciones presentan puntos tan cercanos unos 
a otros para valores consecutivos de x que solo se puede determinar 
una pequena region de la curva en el piano. En esos casos, en vez de 
asignar a x valores enteros consecutivos, se le asignan valores mas 
distantes entre si, probablemente numeros que difieran en 2, 3 6 5. La 
idea es emplear valores de x adecuados para obtener suficiente numero 
de puntos con los que se pueda determinar la linea en el piano. En la 
funcion y = x/5 la linea se puede definir facilmente haciendo x = —30, 
—20, —10, 0, 10, 20 y 30. 

5.5 FUNCIONES LINEALES 

Una funcion lineal de x es una funcion del tipo ax + b , en la cual 
a y b son constantes y a es diferente de cero. En Geometria Analitica 
se demuestra que la grafica de una funcion lineal es una linea recta. 
Por consiguiente, la grafica queda determinada por solo dos puntos. Se 
recomienda, sin embargo, que al construir la grafica de estas funciones 
se determine un tercer punto que sirva para comprobar la exactitud de 
los otros dos. Igualmente es de recomendarse que se asignen a x valores 
tales que los puntos determinados con ellos esten suficientemente sepa- 
rados como para poder observar con toda precision la direccion de la 
recta. 

EJEMPLO Construir la grafica de la funcion 3x — 5. 

Solution: Para construir la grafica de 
3x — 5 se iguala primero la funcion con y, 
y se obtiene 

y = 3x-5 (1) 

Luego se asignan a x los valores —1, 0 y 3 
para obtener los correspondientes valores de 
y, tal como se muestra en la tabla siguiente: 
Cuando estos puntos se representan grafica- 
mente y se unen entre si por medio de una 
linea recta, se obtiene la grafica que apare- 
ce en la figura 5.4. 


Si los tres puntos obtenidos para la gra¬ 
fica de una funcion lineal no estan en linea 
recta se debe verificar el valor de cada uno, 
ya que por lo menos la posicion de uno 
de ellos esta equivocada. 


Figura 5.4 
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5,6 FUNCIONES REPRESENTADAS POR SEGMENTOS 


Hasta aqui se ha tratado con funciones graficas que se pueden trazar 
sin separar el lapiz del papel. Existe, sin embargo, una gran variedad de 
funciones cuyas graficas estan dadas por porciones de lineas que no se 
conectan entre si. 

EJEMPLO 1 En los Estados Unidos el porte postal para piezas de primer a clase es 4 centavos 
por cada onza o fraccion. Expresar la relacion anterior por medio de una ecuacion 
y trazar su grafica. 

Solution: El porte postal se puede expresar mediante la ecuacion y(x) = 4, 0 < 
x g 1;* y(x) =8, 1 < x ^ 2; y{x) =12, 2 < x g 3; y(x) = 16, 3 < x g 4 



para pesos hasta de 4 onzas. Pesos mas grandes pueden representarse de manera 
analoga. La grafica de la funcion se muestra en la fig. 5.5. 


EJEMPLO 2 Trazar la grafica de 


y(x) 


fx + 1, x < 2 
\ —x + 4, x > 2 


Solution: La grafica de y(x) = x 1, 
x<2 es una linea que se extiende a la 
izquierda de x = 2 y la de y(x) = —x + 4, 
x > 2 es una linea que se extiende a la 
derecha de x == 2. Se determinan dos pun- 
tos para cada una de ellas, como se mues¬ 
tra en la figura 5.6 y se traza la grafica. 



* Lease, y de x (6 y funcion de x) igual 
igual que 1. 


a 4 para x mayor que cero y menor o 
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EJERCICIO 18: GRAFICAS 


1: Representense graficamente los puntos (3,2), (4,1), (5, —1), (3, —3), (—2,4) 
(—1, 2), (-3, -5), (-2, -1), (4, 0), (0, —2). 

2: i En donde estan localizados todos los puntos de abscisa cero? i Todos los pun¬ 
tos de ordenada cero? I Aquellos cuyas dos coordenadas son iguales? I Aqnellos 
cuyas coordenadas son iguales en valor absoluto, pero de signos opuestos? 

3: >, En donde estan localizados todos los puntos de ordenada 5? i bos de absci¬ 
sa 2? i Los de abscisa —4? I, T -os de ordenada —1? 

4: (,En cual de los cuadrantes estan localizados cada uno de los siguientes pun¬ 
tos si k es positivo? 

(3,fc), (k, 2), (—fc,l), 2), (1 ,-k), (-3,-fc), (fc,fe), (fc,-fc)? 

Construyanse las graficas de las funciones de los problemas 5 a 24 y encuentrense 
los ceros de cada funcion. 


5 

x — 3 

6: 

x + 4 

7: 

x + 2 

8 

x — 1 

9: 

2x - 3 

10: 

3x + 2 

11 

4x + 7 

12: 

3x — 1 

13: 

2x - 7 

14 

3x — 8 

15: 

5x + 9 

16: 

4x + 3 

17 

x 2 - 4x + 2 

18: 

x 2 + 5x + 3 

19: 

x 2 — 3x + 1 

20 

x 2 + 3x — 2 

21: 

2x 2 + 5x — 2 

22: 

3x 2 + 2x — 2 

23 

—2x 2 - 6x + 3 

24: 

— 3x 2 + 4x + 2 




Construyase la grafica de cada una de las funciones siguientes: 


25: 

y(x) = 

27: 

y(x) = 

29: 

y(x) = 

31: 

y(x) = 

32: 

y(x) = 


x — 1 for x < 0 
x + 2 for x Si 0 
—x + 3 for x 5 3 
—2x + 1 for x < 3 
x + 2 for x S 1 
3 for 1 < x < 2 
2x — 1 for x ^ 2 
2x — 4 for x < 2 
a/— x 2 + §x — 8 for 2 
4x — 1 for x > 4 
— x + 1 for x < 0 


26: y{x) 
28: y(x) 

30: y(x) 


—'s/ 2x — x 2 for 0 ^ x ^ 2 
2x — 3 for x > 2 


2x — 3 for x > 1 
3x + 1 for x ^ 1 
2x — 5 for x 2 
—3x + 2 for x > 2 
2 for x ^ — 1 
x + 3 for —1 < x <3 
x — 1 for 3 ^ x 


5.7 REPRESENTACION GRAFICA DE DATOS ESTADISTICOS 

Muchas tablas de datos estadisticos o de datos cientificos muestran a 
simple vista conjuntos de numeros relacionados entre si. Esta informa- 
cion se escribe generalmente en dos columnas de tal modo que las can- 
tidades que corresponden quedan en la misma linea horizontal. Por 
ejemplo, la tabla siguiente muestra los ingresos por servicio postal en un 
pueblo pequeno durante un periodo de 20 anos:* 

*Los ejemplos que se dan en este capitulo y que son de tipo particular se re- 
fieren a situaciones en los Estados Unidos (N.T.). 
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Ano 

Ingresos postales 

1928 

$5500 

1929 

6000 

1930 

5700 

1931 

4800 

1932 

4400 

1933 

4000 

1934 

4400 

1935 

4400 

1936 

4400 

1937 

4800 


Aho 

Ingresos postales 

1938 

$4800 

1939 

4600 

1940 

4600 

1941 

5000 

1942 

6300 

1943 

7900 

1944 

8600 

1945 

9000 

1946 

7300 

1947 

8400 


La tabla anterior establece una relacion funcional entre dos variables, 
el ano y los ingresos postales, ya que si se indica cualquier ano entre 
1927 y 1948 queda definitivamente determinado el importe de los in¬ 
gresos postales con solo mirar en la tabla. Esta no es una relacion fun¬ 
cional en sentido matematico y no existe ninguna formula matematica 
que relacione las dos cantidades. Sin embargo, se puede adaptar el 
metodo grafico anteriormente explicado para representar estos datos. 
Para ello se escoge una linea horizontal en un piano y sobre ella se 
marcan 19 intervalos iguales (figura 5.7). El extremo izquierdo de 
cada intervalo representa los anos de 1928 a 1946 y el extremo derecho 
del ultimo intervalo el ano de 1947. En el extremo izquierdo de cada 
intervalo se dibuja una linea recta que a su vez se divide en intervalos 
de igual longitud. El extremo superior de cada una de estas representa 
multiplos de $ 1 000.00. Si se emplea papel cuadriculado, se recomienda 
escoger como unidad de intervalo 10 espacios de la cuadricula y asi, en 
sentido vertical, cada espacio de la cuadricula es multiplo de $ 100.00. 



Se puede ahora, tomando estas dos lineas como ejes, representar grafi 
camente un punto que indique al mismo tiempo cada ano y el eorres- 
pondiente ingreso postal, tal como aparecen enlistados en la tabla. Por 
ejemplo, el punto A representa el ingreso de $ 5 500.00 para 1928, y los 
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puntos B, C y D representan los de 1931, 1934 y 1942, respectivamente. 
Cuando los puntos se unen por medio de una linea se obtiene la grafica 
que aparece en la figura 6. Si bien esta curva no tiene sentido algebraico, 
en cambio es una ayuda visual excelente para interpretar los datos 
proporcionados. Se observa de inmediato un decremento de 1929 a 1933, 
un incremento de 1933 a 1940 y un incremento brusco de 1941 a 1945. 
Estas variaciones eran de esperarse, ya que coinciden con los anos de 
depresion economica, con los de recuperacion y con los de la guerra, 
respectivamente. 

La siguiente tabla de valores muestra un conjunto de lecturas efectua- 
das con un exposimetro. La columna de la izquierda da la medida de la 
intensidad de la luz y la de la derecha el correspondiente tiempo de 
exposicion, expresado en segundos, necesario para obtener una buena 
fotografia con una camara de determinado obturador y empleando un 
cierto tipo de pelicula: 


sidad de la luz 

Exposicion en segundos 

600 

.0025 

400 

.004 

300 

.0057 

200 

.0087 

150 

.011 

100 

.017 

75 

.022 

50 

.033 

25 

.067 


En la figura 5.8 se muestra la grafica de estos datos. En este caso 
se obtiene una curva cuya regularidad hace suponer que la magnitud 
del tiempo de exposicion puede ser una funcion matematica de la inten¬ 
sidad de la luz. En realidad, eso es lo que ocurre, aun cuando no es 
posible dar en este libro el metodo para establecer esta relacion. Sin 
embargo, se puede emplear la curva para obtener el tiempo de expo¬ 
sicion que corresponde a intensidades luminosas no representadas en 
la tabla. Por ejemplo, el tiempo de exposicion para una intensidad 
de la luz de 175 es de 0.009. 
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Las graficas de datos cientificos Ilevan frecuentemente al descubri- 
miento de leyes. Cuando la linea resultante es regular, se puede, me- 
diante metodos avanzados, encontrar una ecuacion que satisfaga la tota- 
lidad de la linea o por lo menos una parte de ella. Y cuando se ha 
obtenido esa ecuacion, se encuentra la ley que rige la situacion expre- 
sada por los datos. 

EJERCICIO 19: GRAFICAS 

Construyase la grafiea que muestre la relacion entre los datos dados en cada uno 
de los problemas siguientes. 

1: La tabla que sigue da la rapidez de ascenso de un avion ligero, en metros por 
minuto, a diversas velocidades en kilometros por hora. 


V elocidad 

72 

88 

104 

120 

136 

152 

168 

184 

200 

Rapidez de ascenso 

90 

124 

147 

165 

180 

169 

150 

123 

90 


2: La tabla siguiente da la presion, en centimetros de mercurio, del vapor de agua 
saturado, a diferentes temperaturas en grados centigrados. 


Temperatura 

0 

10 

20 

30 

40 

60 

80 

100 

120 

Presion 

0.46 

0.92 

1.75 

3.17 

5.51 

14.9 

35.5 

76.0 

148.9 


3: La tabla siguiente da el combustible empleado, en litros por hora, por un 
aeroplano, a diversas velocidades en kilometros por hora. 


V elocidad 

120 

128 

144 

160 

176 

192 

222 

256 

290 

320 

Combustible 

95 

82 

79 

82 

94 

105 

120 

146 

176 

214 


4: La tabla siguiente da, en metros, el desplazamiento de un automovil despues 
de aplicarle los frenos, para diferentes velocidades, en kilometros por hora. 


V elocidad 

16 

32 

48 

64 

80 

96 

112 

128 

144 

160 

Distancia 

8.7 

11.7 

21 

33 

48 

69 

90 

114 

141 

168 


5: La tabla siguiente da la altura, en centimetros, y el correspondiente peso, en 
kilogramos, para hombres de treinta anos de edad. 


Altura 

155 

160 

165 

170 

175 

180 

185 

190 

Peso 

59 

62 

65 

69 

73 

77 

82 

89 


6: La tabla siguiente da los valores de temperatura, en grados centigrados, y el 
tiempo correspondiente, en minutos, necesarios para obtener el negativo de una 
cierta densidad. 
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Temperatura 

55 

60 

65 

70 

75 

80 

85 

90 

Tiempo 

15.0 

12.8 

10.9 

9.0 

7.4 

6.0 

4.5 

3.6 


7: La tabla siguiente da algunos valores que se corresponden entre grados Faren- 
heit y grados Centigrados. 


Farenheit 

—67 

—49 

—40 

—22 

5 j 

32 | 

68 

95 

122 

149 

Centigrados 

—55 

—45 

—40 

—30 

—15 

0 

20 

35 

50 

65 


8: La tabla siguiente da la distancia, en kilometros, desde la cual es visible 
cierta luz colocada a diferentes alturas, en metros, sobre el nivel del mar. 


Distancia 

4.8 

9.6 

19.4 

28.8 

38.4 

57.5 

Altura 

1.8 

7.2 

28.8 

65.0 

115 

260 


9: La tabla siguiente da el numero de centenares de calorias necesarias en la 
alimentacion de jovenes a diferentes edades. 


Edad 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

Calorias 

17 

19 

21 

21 

23 

25 

26 

27 

27 

28 


10: Para cierto tipo de pelicula y cierta abertura del obturador la tabla siguiente 
da el tiempo de exposicion en segundos para la intensidad de luz especificada. 


Intensidad j 

25 

50 

75 

100 

150 

200 

300 

400 

600 

Tiempo 

.05 

.025 

.018 

.013 

.01 

.007 

.004 

.003 

.002 


11: La tabla siguiente da el numero de millones de vehiculos de motor de com¬ 
bustion interna registrados en los Estados Unidos en los aiios que se indican. 


Aho 

1940 

1942 

1944 

1946 

1948 

1950 

1952 

1954 

1956 

1958 

Vehiculos 

31.1 

30.0 

30.5 

34.4 

41.2 

49.2 

53.3 

58.6 

65.2 

68.4 


12: La tabla siguiente da el numero de millones de automoviles nuevos de pasaje- 
ros vendidos en los anos que se indican desde 1905 hasta 1955. 


A ho 

1910 

1915 

1920 

1925 

1930 

1935 

1940 

1945 

1950 

1955 

Autos 

.18 

.90 

1.91 

3.74 

2.79 

3.27 

3.72 

.07 

6.67 

7.92 


13: La tabla siguiente da el numero de inmigrantes, en eientos de miles, llegados 
a los Estados Unidos en los anos que se indican desde 1860 hasta 1950. 


Aho 

I860 

1870 

1880 

1890 

1900 

1910 

1920 

1930 

1940 

1950 

Inmigrantes 

1.5 

0fe 

CO 

4.6 

4.6 

4.5 

10.4 

4.3 

2.4 

.7 

2.5 
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14: La tabla siguiente da el numero de millones de toneladas de carga que fue- 
ron transportadas a lo largo del Canal de Panama durante los anos indicados. 


Aho 

1948 

1949 1 

1950 1 

1951 

1952 1 

1953 

1954 

1955 

1956 

1957 

Carga 

23.5 

27.7 

! 

30.0 

31.8 

34.6 

38.1 

39.0 

43.8 

46.0 

49.7 

15: La tabla siguiente da el numero de decenas de millones de pasajeros transpor- 
tados en ferrocarriles estadounidenses en los siete anos que se indican. 

Ano 

1935 

1940 

1945 

1950 

1951 

1952 

1953 

1954 

1955 

1956 

Pasajeros 

44.8 

45.6 

89.7 

48.8 

48.5 

47.1 

45.8 

44.1 

43.3 

43.0 


16: La tabla siguiente da el numero de millones de toneladas de seda producidos 
en el mundo durante los anos que se indican. 


A ho 

1940 

1945 

1947 

1949 

1951 

1953 

1955 

1957 

Seda 

130 

24 

41 

47 

47 

57 

65 

67 


17: La tabla siguiente da el numero de millones de barriles de cerveza producidos 
en los Estados Unidos en los anos que se indican. 


A ho 

1930 

1935 

1940 

1945 

1950 

1951 

1953 

1955 

1957 

Cerveza 

3.6 

45.2 

54.9 

86.6 

88.8 

89.0 

90.4 

89.8 

89.9 


18: La tabla siguiente da el numero de millones de kilogramos de tabaco para 
masticar producidos en los Estados Unidos en los anos que se indican. 


A ho 

1935 

1940 

1945 

1947 

1949 

1951 

1953 

1955 

Tabaco 

30.0 

24.7 

30.5 

23.8 

21.2 

20.2 

19.4 

18.6 


19: A continuacion se muestra el numero de millones de barriles de petroleo crudo 
producidos en Texas durante los anos indicados. 


A ho 

1925 

1930 

1935 

1940 

1945 

1950 

1953 

1955 

1957 

Petroleo 

145 

290 

393 

493 

755 

830 

1019 

1053 

1084 


20: La tabla siguiente da el numero de millones de toneladas de sal producidas en 
los Estados Unidos para los anos que se indican. 


A ho 

1951 

1952 

1953 

1954 

1955 

1956 

1957 

Sal 

18.4 

17.8 

18.8 

18.7 

20.7 

22.0 

22.1 
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ECUACIONES SIMULTANEAS 
DE PRIMER GRADO 


en el capitulo 4 se mostro como es posible expresar algunas veces 
la relacion entre numeros conocidos y numeros desconocidos mediante 
una ecuacion y como dicha ecuacion sirve para hallar la respuesta 
a un problema dado. Las ecuaciones vistas en el capitulo 4 fueron ecua- 
ciones de primer grado con una incognita. Es frecuente, sin embargo, 
encontrar problemas que por su naturaleza no se pueden expresar me¬ 
diante una sola ecuacion de primer grado, en tanto que pueden serlo 
mediante dos o mas ecuaciones de primer grado con dos o mas incog¬ 
nitas. El presente capitulo tratara de la utilidad y de los metodos em- 
pleados para resolver dos o mas ecuaciones de primer grado. 

6.1 ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS 

Si en una relacion funcional aparece explicitamente la variable depen- 
diente se tiene entonces una ecuacion con dos incognitas. Por ejemplo, 
la proposicion 

y = fee - 5 (6.1) 

no solo muestra a y como funcion lineal de x , sino que tambien esta- 
blece que las dos cantidades son iguales y, por tanto es una ecuacion. 
Cualquier par de numeros, uno para x y otro para y, para el cual los 
dos miembros de (6.1) son iguales, es solution de la ecuacion. Se pue¬ 
den obtener tantas soluciones de (6.1) como se deseen con solo asignar 
diferentes valores a x y luego calcular cada valor correspondiente de y. 
Obviamente, las coordenadas de cualquier punto de la grafica de (6.1) 
son solucion de la ecuacion. 
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De los axiomas I y II , en el Pr. 4.2, se sabe que cualquier solucion 
de (6.1) es tambien solucion de: 


4y = 3x — 20 

se ha multiplicado cada miembro 
de (6.1) por 4 

(6.2) 

CO 

a 

1 

II 

to 

o 

se ha transpuesto 3x y luego se 
ha dividido entre —1 

(6.3) 


La ecuacion (6.3) es del tipo ax + by = c donde a, b y c son cons- 
tantes. Una ecuacion de este tipo se llama ecuacion de primer grado 
con dos incognitas. 


6.2 RESOLUCION GRAFICA DE DOS ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS 
INCOGNITAS 


sistema de 
ecuaciones 
lineabes 

solucion 


En el paragrafo anterior se establecio que una ecuacion de primer gra¬ 
do con dos incognitas tiene tantas soluciones como se desee. Dos o mas 
ecuaciones de primer grado con las mismas incognitas reciben el nombre 
de sistema de ecuaciones lineales y pueden tener una solucion comun. 
Cuando ese es el caso reciben el nombre de ecuaciones simultaneas. 
Por lo general, dos ecuaciones simultaneas seran satisfechas por solo 
un par de valores. El par de valores que satisface dos ecuaciones de 
primer grado con dos incognitas se denomina solucion de las dos ecua¬ 
ciones y puede ser hallado graficamente. 

Si b ^ 0, la ecuacion 

ax + by = c (6.4) 

se puede resolver para y, y se obtiene 


a , c 
y ~ ~b* + 6 


(6.5) 


metodos para 
encontrar 
puntos para 
trazar las 
curvas 


De acuerdo con el Pr. 5.5 se sabe que la grafica de (6.4) es una linea 
recta. Por tanto, dicha grafica queda totalmente determinada por dos 
puntos cuyas coordenadas satisfagan a (6.4). 

El procedimiento empleado para hallar los puntos cuyas coordenadas 
satisfacen a (6.4) depen de en cierta extension de los valores de a, b y c. 
Sia^O, b - 7^ 0 y c ^ 0 , los dos puntos se pueden obtener facilmente 
haciendo x = 0 y resolviendo para y, y luego haciendo y — 0 , y resol- 
viendo para x. En este caso es aconsejable determinar un tercer punto 
a modo de comprobacion. 

Si c = 0, la ecuacion (6.4) resulta ax + by — 0 y se satisface para 
x = 0, y = 0. El segundo punto de la grafica se obtiene asignando a x 
un valor cualquiera y resolviendo la ecuacion para y. Nuevamente, tam¬ 
bien es aconsejable obtener un tercer punto a modo de comprobacion. 

Si a = 0, b =j£= 0 , c 0, la ecuacion (6.4) resulta by = c y, por 
tanto, y — c/b. En consecuencia, solo aquellos puntos cuyas ordenadas 
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EJEMPLO 1 


sean c/b perteneceran a la grafica y seran todos los puntos colocados 
en una linea recta paralela al eje x 9 situada a la distancia c/b de dicho 
eje. Analogamente, si a =/= 0 y b = 0, la grafica es una linea recta 
paralela al eje y situada a la distancia c/a de dicho eje. 

En los ejemplos que siguen se hace referencia a este conjunto de con- 
diciones y las letras a, b y c correspondent respectivamente, a los coefi- 
cientes de x 9 de y y al termino independiente. 

Resolver grafieamente las ecuaciones 


3a: + 2t/ = 14 

2x — y — 2 


( 1 ) 

( 2 ) 


Solution: En cada una fas ecuaciones dadas, a 0, b 0, y 0. Se consi- 

dera, por tan to, x = 0 y se resuelve para y y luego se considera y — 0 y se resuel- 
ve para x. Como comprobacion, en la primera ecuacion se pone x— — 2 y se 
resuelve para y y en la segunda ecua¬ 
cion se hace x — 3 y se resuelve pa¬ 
ra y. De esa manera se puede eseri- 
bir la siguiente tabla de valores co- 
rrespondientes de x y y. 


X 

-2 

0 

4 

y 

10 

7 


y 




X 

0 1 

1 

3 

y 

-2 

0 

4 


de (1) 


de (2) 


Representando grafieamente los 
puntos determinados en estas tablas 
y construyendo las graficas de las 
lineas se obtiene la figura 6.1. Las 
graficas se cortan en un punto cuyas 
coordenadas son, aproximadamente, 
(2.6, 3.2). Por tanto, de acuerdo con 
la grafica se puede decir que la so- 
lucion de las ecuaciones (1) y (2) 
es x = 2.6 e y = 3.2. La exactitud 
del procedimiento empleado depende 
del valor de la escala considerada. Si 
en el miembro de la izquierda de (1) 
se sustituyen los valores obtenidos se 
tiene 

3(2.6) + 2(3.2) = 7.8 + 6.4 - 14.2 



Figura 6.1 


De igual manera para los mismos valores de x y de y, el miembro de la izquierda 
de (2) se transforma en 


2(2.6) - 3.2 = 5.2 - 3.2 = 2 

Ya que los miembros de la derecha de (1) y (2) son, respectivamente, 14 y 2, se 
observa el par de valores x = 2.6, y = 3.2, no es exactamente la solucion de las dos 
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ecuaciones, pero que con una cifra decimal mas quiza se obtengan los valores 
correctos. 

EJEMPLO 2 Resolver graficamente las ecuaciones 


2y - 3x = 0 
x = 3 


a) 

( 2 ) 


Solution: En la ecuacion (1), c = 0, y, por tanto, la grafica de (1) se obtiene 
tomando como uno de sus puntos x — 0, y = 0. Otro punto se obtiene haciendo 
x = 4 y hallando y = 6. En la ecuacion (2), 6 = 0 y a — 1. Por tanto, x = 
c/a = 3/1 = 3, para todos los Valores de y. En consecuencia, la grafica de (2) es 
una linea recta paralela al eje y distante 3 unidades a la derecha de dicho eje. 
(Fig. 6.2). Las dos graficas se intersectan en el punto (3,4.5). Esto es, la solucion 
de las ecuaciones (1) y (2) es x = 3, y = 4.5. 

Puede suceder que las graficas de dos ecuaciones de primer grado 
sean rectas paralelas. Por ejemplo, en la figura 6.3 se muestran las gra¬ 
ficas de dos rectas paralelas que corresponden a las ecuaciones siguientes: 


Bx — 2y = 6 
9 x — By = —3 




Figura 6.3 


Por tanto, las ecuaciones no tienen solucion. Algebraicamente se 
puede observar este hecho si se considera que el miembro de la izquierda 
de (6.7) es exactamente 3 veces mayor que el miembro de la izquierda 
de (6.6). Por tanto, cualquier par de valores que hagan igual a 6 el 
miembro de la izquierda de (6.6) hacen que el miembro de la izquierda 
de (6.7) sea igual a 18 y no a —3. 

Por otro lado, se pueden tener dos ecuaciones cuyas graficas coinci- 
dan en todos sus puntos. Entonces cualquier par de valores que satisfaga 
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a la primera ecuacion satisface tambien a la segunda y el par de ecua- 
ciones tiene un numero infinito de soluciones. 

Si dos ecuaciones con dos incognitas tienen una y solo una solucion, 
se denominan ecuaciones consistentes. Si no tienen solucion se llaman 
ecuaciones ecuaciones inconsistentes , y si tienen un numero infinito de soluciones, 
consistentes ecuaciones dependientes . 

inconsistentes Aunque el metodo grafico es un auxiliar para comprender los tres 
y dependien - anteriores tipos de pares de ecuaciones de primer grado, no es, sin em- 
tes bargo, un metodo eficaz para obtener la solucion, cuando esta existe. 

En primer lugar es excesivamente laborioso. En segundo, la exactitud 
del metodo depende de la habilidad del operador para construir las dos 
graficas y para estimar las coordenadas de su punto de interseccion. 
Los dos metodos algebraicos que se presentaran a continuacion son mas 
faciles de operar y permiten ademas obtener con absoluta exactitud la 
solucion, cuando esta existe. 


EJERCICIO 20: RESOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES 

Encuentrense las soluciones de los siguientes pares de ecuaciones, con aproximacion 
hasta una cifra decimal, usando el metodo grafico. Identifiquense los pares que 
son inconsistentes y los que son depen iientes. 


1: 3x - 2y = 16 

2: 

4x + y = — 1 

3: 

2x + 3y = —5 

2x + y = 6 


x + 3y = 8 


3x + Ay = —6 

4: 3a: + y — 1 

5: 

4x + 3y = —1 

6: 

3x + 2 y = 3 

2x — 3y = 8 


2 x — y = 2 


5x + Ay = A 

7: 2a; — y = 3 

8: 

Ax + y = 1 

9: 

x + y = — 1 

6x — 5y = 5 


6x — 2y = —9 


7x - 3 y = 16 

10: x + 3 1 / = 2 

11: 

2x — y = 5 

12: 

x + y = —2 

3x + 9y = -2 


8x — Ay = A 


3x — 7 y = —9 

13: 2x — 3y = 1 

14: 

x + 2 y = —1 

15: 

x + 2y = 2 

6x — 9y = 3 


4x + 8y = —4 


3x + y = — 2 

16: x — 2y = 5 

17: 

3x — y = 7 

18: 

5x — 15y = 10 

3x Ay = A 


12x — Ay = 24 


x — 3 y = 3 

19: 3x — 5y = 5 

20: 

4x + 2y = 2 

21: 

4x + by = 4 

x + by - 3 


3x — y = 0 


3x — 10?/ = — 8 

22: 2x — 3y = 1 

23: 

4x — 3y = 0 

24: 

2x + Ay = 1 

8a; — 12 y = 4 


6x — 2y = 1 


6x — 3y = —6 

25: 3a; — Ay — 12 

26: 

2x + 3y — 6 

27: 

3x — by = 0 

Ay — 8 = 0 


3x - 2 =0 


2x + 4 =0 

28: 3a; + 2y = 0 





3y - 6 =0 






6.3 ELIMINACION DE UNA VARIABLE POR ADICION O SUSTRACCION 

Para resolver dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas se 
elimina primero una de las variables. Esto es, de las dos ecuaciones 
dadas se obtiene una tercera, con una sola incognita cuya solucion es 
uno de los valores buscados. Luego se sustituye este valor en cualquiera 
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de las ecuaciones da das y se resuelve esta para la otra incognita. Pro- 
bablemente, el metodo mas usado es el llamado de eliminacion por adi- 
cion o sustraccion. Se explicara este procedimiento al aplicarlo a las 
ecuaciones. 

2x — 2>y = 1 
x + 3y = 5 

Se supone que las ecuaciones son consistentes, esto es, que existe un 
valor de x y un valor asociado de y, tales que los miembros de la iz- 
quierda son, respectivamente, 1 y 5. En consecuencia, para tal par de 
valores la suma de los miembros de la izquierda sera igual a la suma 
de los miembros de la derecha. Por tanto, la ecuacion 

(2x — 3 y) + (x + 3 y) =5 + 1 

se satisface con la misma solucion que las ecuaciones dadas. Simplifi- 
cando esta ecuacion se reduce a 3x = 6, o sea, x = 2. En consecuencia, 
uno de los valores buscados es x = 2. Sustituyendo ahora 2 en vez de x 
en la primera de las ecuaciones dadas se obtiene el valor de y. 

4 — Sy = 1 
- 3y = -3 
V = 1 

Por tanto, la solucion desea da es x — 2, y = 1. 

Como segundo ejemplo sean las ecuaciones 

2x - 3y = 6 (6.8) 

3x +2y = 12 (6.9) 

En este caso no se llega a ningun resultado si se suman los correspon- 
dientes miembros de (6.8) y (6.9) en virtud de que la ecuacion resul- 
tante contendra las dos incognitas z y y. Sin embargo, una de las dos 
incognitas se puede eliminar por adicion o por sustraccion si previa- 
mente (6.8) y (6.9) se convierten en ecuaciones equivalentes en las 
cuales los coeficientes de x o los coeficientes de y sean iguales. Arbitra- 

riamente se escoge y como la variable por eliminar. Se observa que 

si (6.8) se multiplica por 2 y (6.9) por 3, el valor numerico de y en 
las ecuaciones resultantes sera 6. Se procede como sigue. 


4 x — 6y = 12 *?e ha multiplicado cada miembro de 

(6.8) por 2 (6.10) 

9x + 6y = 36 se ha multiplicado cada miembro de 

(6.9) por 3 (6.11) 

13x = 48 se ha efectuado la suma algebraica (6.12) 

se han dividido ambos miembros en - 
x = tit tre 13 (6.13) 
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El valor anterior es el valor buseado de x. El procedimiento se completa 
sustituyendo y por ^-| en cualesquiera de las ecuaciones dadas y resol- 
viendo para y. Si se emplea la ecuacion (6.8) se obtiene 


2 m) -3 V = 
3 V = 
-By = 


9 6 

TS 


■3 y 
y 
y 


6 
6 
6 

78 - 96 


9 6 
1 3 


13 

1 8 
'TTT 
18 
’T3 
6 

TTT 


= -+4 -s- -3 


transponiendo 

combinando el segundo miembro en 
una sola fraccion 

diviendo arnbos miembros entre —3 


Por tanto, la solucion es x = 44 7 = A- 

lo lo 

Puesto que para obtener el valor de y se empleo la ecuacion (6.8), 
la solucion anterior satisfara a (6.8), suponiendo que no haya habido 
ningun error en las operaciones. Sin embargo, si la solucion satisface 
a (6.9) se puede asumir entonces que sus valores son correctos. Para los 
valores hallados de x y y el primer miembro de (6.9) viene a ser 

3(4f) + 2(-A) = W+ it=W = 12 


pasos para 
resolver dos 
ecuaciones 
lineales con 
dos incogni¬ 
tas 


En consecuencia, puesto que el miembro de la derecha de (6.9) es 12 
la solucion es cor recta. 

El problema anterior pudo haber sido resuelto con igual numero de 
operaciones si al principio se hubiera eliminado x en vez de y. Sin em¬ 
bargo, frecuentemente el proceso de eliminacion puede ser mas extenso 
para una variable que para la otra. Por tanto, se recomienda estudiar 
el problema antes de intentar resolverlo y con ello seleccionar el metodo 
que requiera menor numero de operaciones. 

Los pasos para la resolucion de dos ecuaciones de primer grado con 
dos incognitas puede resumirse como sigue: 

1. Se selecciona la incognita mas facil de eliminar. 

2. Se encuentra el MCM de los dos coeficientes de esta incognita. 

3. Se multiplican las dos miembros de cada ecuacion por el cociente 
obtenido al dividir el anterior MCM entre el coeficiente de la incognita 
seleccionada en la ecuacion. 

4. Se suman o se restan los miembros correspondientes de las ecua¬ 
ciones obtenidas en el paso anterior, segun sean opuestos o iguales los 
signos de los terminos en los que aparece la incognita seleccionada. 

5. Se resuelve, para la incognita que queda, la ecuacion resultante. 

6. Se sustituye el valor obtenido en el paso anterior en cualquiera 
de las ecuaciones dadas y se resuelve esta para la otra incognita. 

7. Se escribe la solucion en la forma x — , y = , poniendo los 

valores obtenidos en los pasos 5 y 6. 
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8. Se comprueban las operaciones sustituyendo en la eeuacion original 
que no se uso en el paso 6 los valores obtenidos en el paso 7. 

EJEMPLO Resolver las ecuaciones 

4x - 11 y = -3 (1) 

6# + 7 y = 19 (2) 

Solution: Los MCM de los coeficientes de x y de y son 12 y 77, respectivamente. 
Por tanto, se puede operar con numeros mas pequenos si se elimina x en vez de y. 
Si se divide 12 entre 4, y 12 entre 6 se obtienen 3 y 2, respectivamente. Por tanto, 
se multiplican los dos miembros de (1) por 3 y los de (2) por 2, y se obtiene 


12a? — 33 y = —9 multiplicando ambos miembros de ( 1 ) por 3 (3) 

12# + 14 y = 38 multiplicando ambos miembros de (2) por 2 (4) 

Ya que los terminos que contienen a x tienen el mismo signo, se resta (4) de (3), 
y se tiene 

—472/ = -47 restando (4) de ( 3 ) (5) 

y = 1 dividiendo ambos miembros por — 47 (6) 

Sustituyendo en (1) y = 1, se tiene 

4a? — 11 = -3 (7) 

4a? = 11— 3=8 trasponiendo y sumando (8) 

x = 2 dividiendo ambos por 4 (9) 

Por consiguiente, la solucion es x = 2, y = 1. 


Puesto que para obtener el valor de x se uso la eeuacion (1), se debe comprobar 
la solucion mediante el uso de (2). Para x = 2 y y=l el miembro de la iz- 
quierda de (2) es 

6(2) + 7(1) = 12 + 7 = 19 

Siendo tambien 19 el miembro de la derecha de (2), la solucion es correeta. 


6.4 ELIMINACION DE UNA VARIABLE POR SUSTITUCION 


pasos para 
resolver dos 
ecuaciones 
lineales por 
sustitucion. 


A continuaeion se enumeraran los pasos a seguir en el metodo de elimi- 
nacion por sustitucion y luego se ilustrara su aplicacion mediante dos 
ejemplos. Con el fin de lograr mayor precision en lo que va a exponerse 
se supondra que y es la variable que debe eliminarse. Sin embargo, 
las mismas instrucciones pueden seguirse para eliminar a x , con solo 
intercambiar x e y en cada paso. 

1. Se resuelve una de las ecuaciones para y, en terminos de x. 

2. Se sustituye el valor encontrado de y en la otra eeuacion, y se obtie¬ 
ne asi una eeuacion en la que aparece unicamente x . 

3. Se resuelve para x esta ultima eeuacion. 

4. Se sustituye el valor de x en la funcion obtenida en el paso 1 y se 
calcula el valor de y . 

5. Se escribe la solucion en la forma x — , y = , poniendo los 

valores obtenidos en los pasos 3 y 4. 
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EJEMPLO 1 


EJEMPLO 


6. Se comprueba la solucion sustituyendo sus valores en la ecuacion 
no usada en el paso 1. 

Resolver simultaneamente las ecuaciones 


5x + 3y = 13 (1) 

3x — y = 5 (2) 

Solucion: Se observa que si la ecuacion (2) se resuelve para y, no se obtienen 
fracciones. Efectuando la operacion, se tiene 

y = 3# — 5 transponiendo 3x y multiplicando 

por —1 (3) 

Se sustituye ahora 3x — 5 en vez de y en la ecuacion (1) y se tiene 

5x + 3(3# - 5) = 13 

Se resuelve esta ecuacion 

5# + 9# - 15 = 13 

14# = 28 combinando y transponiendo terminos y 

x = 2 dividiendo ambos miembros por 14 

Se sustituye 2 en vez de z en la ecuacion (3), y se obtiene 
y = 3(2) -5=1 
Por tanto la solucion es x = 2, y = 1 

Puesto que en el paso 1 se uso la ecuacion (2), se comprueba la solucion obte- 
nida sustituyendo por sus valores las letras del miembro de la izquierda de la 
ecuacion (1). De ese modo, se obtiene 

5(2) + 3(1) = 10 + 3 = 13 

Ya que el miembro de la derecha de la ecuacion (2) es tambien 13 la solucion 
es correcta. 

Resolver simultaneamente las ecuaciones 


6# + 5y = 13 (1) 

lx — Ay = 25 (2) 


Solucion: Puesto que al resolver como primer paso cualquiera de estas ecuaciones 
la solucion contiene fracciones, no existe ninguna diferencia en escoger una u otra. 
Por tanto, arbitrariamente se selecciona (1) y se resuelve para x, obteniendo 


x = 


13 - 5 y 


(3) 


Sustituyendo el miembro de la derecha de (3) en vez de x en (2), se tiene 
<^) - * - 


25 


(4) 


Eliminando las fracciones en (4) y multiplicando ambos miembros por 6, se tiene 
sumando y transponiendo 

7(13 - by) - 24 y = 150 
91 - 35 y - 24 y = 150 


Por tanto. 
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-59 y = 150 - 91 
= 59 
y = — i 

Sustituyendo —1 en vez de y en (3) se tiene 

y _ 13 5(-l) 

x -6 

13+5 

6 

= 3 

Por tanto, la solucion es x = 3, y = — 1. 

La solucion se comprueba sustituyendo por sus valores las letras del miembro de 
la izquierda de (2) y se obtiene 

7(3) - 4( — 1) = 25 

Por tanto, siendo 25 el miembro de la derecha de (2) la solucion es correcta. 


EJERCICIO 21: RESOLUCION ALGEBRAICA DE ECUACIONES 


Resuelvanse los pares de ecuaciones de los problemas 1 a 16 por el metodo de 
adicion o sustraccion. 


1: x + 2y = 8 

2: 

2x 2y = —6 

3: 2a; — 3 y = —4 

2a; + y = 7 


1 

00 

II 

ca 

3x + y — 5 

4: 3a; + 3y = —3 

5: 

2a; + 3 y = 3 

6: 4x + 5y = — 7 

4 x + y — 5 


3x — 2y = 11 

5x — 3 y = 19 

7: 24a; - 12 y = -24 

8: 

2a; + 9y = 8 

9: 4x + 2y = 6 

3x + 2y = -17 


3x + 10 y = 5 

2x + 3y = 7 

10: 4a; + 3 y = 10 

11: 

4x + 3y = 4 

12: 4x + 10^ = 1 

6a; + 9 y = 21 


8x + 9y = 3 

8x + 15 y = 0 

13: + \y = 6 

14: 

2a; — 2 y = —6 

15: 5x - 4 y = -13 

ix + y = 7 


3x + 3y = -9 

5x + 4y = —7 


16: — ±y = 0 

x + %y = 8 


Resuelvanse los pares de ecuaciones de los problemas 17 a 32 por el metodo de 
sustitucion. 


17: 3x + 2y = -4 

18: 4x — 8 y — 

-4 

19: 5x - ly = 17 

4x + 9y = 1 

2x + 3 y = 

12 

x + 9y = —7 

20: 8x + 3 y = 30 

21: 7x + Gy = 

-8 

22: 4x + = -17 

6x — 2 y = 14 

3x + 3y = 

-6 

2x — 3y = 19 

23: 6x + 2y = 12 

II 

eg 

1 

CO 

03 

-29 

25: x + 4y = 4 

4x — 3y = 34 

4x — 3 y = 

-41 

3x + 6y = 7 

26: 3x + 2y = 7 

27: 3x + 3 y = 

6 

28: 6x + 8y - 10 

6x — 4y = 2 

4x — 2y = 

-1 

9x — 4 y = 3 

29: #x + fr = f 

30: fx + 3y = 

20 

31: fr+ht =f 

x — 6y = —3 

3x + 2^ = 

16 

6x — 3y = 1 

32: f x + 




x + 5 y = —2 




Resuelvanse por cualquier 

metodo los pares de ecuaciones 

de los problemas 33 a 48. 

33: 1 + 3 » + * , 7' 

CO 

X X — 

y l 

4 6 12 


2 6 

2 
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36: 


6.5 


x + Ay = 2 


35: 


37: 


39: 


41: 


x +2y 2x 

n « 


v 


4 

2x + y = 
4x — 3t/ + 3 _ c 
x + 2/ - 2 

a; + 2y = 1 
s + V + 2 = 
a: — 2y + 1 

a: + By = 16 
4x — 2# x + 2y 
3 2 

3x + y 2x + y 


9 

2 

8 


5 

6 


38: 


40: 


42: 


x + 3y = —1 

2x + v + *- + v 

Gx — y = 
2x + 3y — 1 = 

2x - y + 2 

x + 2y = 11 
2x -j- 2y_ -j- 8 _ „ 
3x + 4i/ + 1 

2x + 3y = 1 


= 6 
= 3 


3x 


1 

'6 


3 

x + y 


y 2x + y 
' 2 
. * + y 

"I rr 


43: 

1 

1 

a 

CO 

II 

CO 

1 

H 

(N 

7 

44: 

3x + 2 

f _ 

3x - 

5 y 


3 


5 

15 


7 



2 



2x - 
2 

- y . x + 5y 
+ 3 

23 

6 


X 

+ 

2 

V , lx - 
" 1 “ 4 

- y _ 

45: 

bx + 

ay 

— a + b 


46: 

2ax 

+ 

by 

= 2a 2 



36x - 

2ay 

= 3a — 26 



X 

+ 

V 

= 3a 

- b 

47: 

ax + 

by -- 

= a 2 + ft 2 


48: 

abx 

— 

by 

= b - 

- 1 


a^x + 

b 2 y = 

= a 2 6 + ab 2 



a?x 

+ 

b*y 

— d -J- b 


53 

6 

24 

5 

= 10 
= 8 


Resuelvanse para 1/x y para 1/y, y despues para x y para y, las ecuaciones de los 
problemas 49 a 56. 


1 1 

49: - + - = 7 
x 2 / 

- + - = i6 
x y 

52: - - - = 1 
x y 

- + - = 11 
x y 

55: 

x y 


50: 


53: 


56: 


1 + 1 = zlL 

x^y 12 

2 1 11 

x y 12 

^ + ^= -i 
x y 

3 _ 10 

a; 2/ 

l« + 9 = i 

x 2/ 


51: = 


54: 


y 

= + i 

x y 

2+3 

a: 2/ 


= -5 


5 

x 


2 

y 


-3 

2 

23 

12 

5 

-16 


9 20 

x 2/ 

57: Si la = 


E 

R + Ra 


5 

X 


6 

y 


= -3 


y E — Rl, demuestrese que R — 


Rala 

T^Ta 


TRES ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON TRES INCOGNITAS 


La solucion, cuando esta existe, de tres ecuaciones de primer grado con 
tres incognitas, consiste de tres numeros, uno por cada incognita, que 
satisfacen todas las ecuaciones dadas. Para encontrar dicha solucion se 
elimina primero una de las variables. Es decir, se obtienen a partir 
de las ecuaciones dadas dos ecuaciones de primer grado con dos incog¬ 
nitas cuya solucion da dos de los numeros que se buscan. El valor 
de la tercera incognita puede entonces determinarse por sustitucion. 

El metodo mas frecuentemente empleado para eliminar la primera 
incognita es el de adicion o sustraccion. El procedimiento se ilustrara 
a traves de los ejemplos siguientes: 
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EJEMPLO 1 Resolver simultaneamente las ecuaciones 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


3s — 2y + 3z = 16 
s + 3y — 62 = —23 
5# + 4y — 22 = —9 

Solution: Ya que el coeficiente de z en (2) es divisible entre los coeficientes de 
zen (1) y (3), se empieza por eliminar a z. La operacion se efectua multiplicando 


( 1 ) por 2 y sumando el resultado a ( 2 ). Esto es 

6 s — 4y + 6 z = 32 ec. ( 1 ) X 2 (4) 

x + 3y — 6 z = —23 (2) 

lx — y = 9 ec. (4) + ec. ( 2 ) (5) 

Se multiplica ahora la ecuacion (3) por 3 y el resultado se resta de la ecuacion 

( 2 ) . Se tiene 

x + 3 y — 6z = —23 (2) 

15s + 12j/ - 62 = -27 ec. ( 3 ) X 3 ( 6 ) 

— 14s — 9y =4 ec. (2) — ec. (d) (7) 

Se tienen ahora las ecuaciones (5) y (7) que contienen solo a x y a y, y que se 

pueden resolver por el metodo del Pr. 39 como se indica a continuacion. 

14s - 2y = 18 ec. ( 5 ) X 2 (8) 

— 14s — 9t/ = 4 (7) 

- 11 y = 22 ec. (8) + ec.. (7) 

V = -2 


Sustituyendo y == 2 en (5), se obtiene 

7s - (-2) = 9 
7s + 2 =9 
7s = 7 
s = 1 

Por tanto, los valores buscados son x—1, y — — 2. Sustituyendo estos valores en 
cualquiera de las tres ecuaciones originates se puede obtener z. Si se escoge (1), 
se tiene 

3(1) - 2( —2) + 3z = 16 
3 + 4 + 3z = 16 

resolviendo para z 

3z = 16 - 7 
Sz = 9 
2=3 

Por tanto, la solucion es x = 1, y = — 2, z = 3, y se puede comprobar sustituyendo 
en (2) o en (3). 


EJEMPLO 2 Resolver simultaneamente las ecuaciones 

3x + 4y — 5z = 31 
2s — 3y + 2z = —8 
s — 2 z = 11 


Solution: Ya que la ecuacion (3) contiene unicamente a x y a z, se elimina y de 
las ecuaciones (1) y (2) yla ecuacion resultante se resuelve con (3). Los pasos 
en este procedimiento son, como se indica a continuacion. 
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9x + 12 y — 

15 3 = 111 

ec. ( 1) X 3 

(4) 

8 a; — 12 y + 

8 z = -32 

ec. (2) X 4 

(5) 

17a; - 

Iz = 79 

ec. (4.) + ec. (5) 

(6) 

Luego se elimina 

x de (3) y de 

(6) y se resuelve para z. 


17x - 
17x - 

34z =187 

7 z = 79 

ec. (5) X 17 

(7) 

— 

21z = 108 
z = —4 

ec. 17) - ec. ( 6) 

(6) 


Sustituyendo z ~= —4 en (3), se tiene ve 


x - 2( —4) = 11 
x + 8 = 11 
x = 3 

Por ultimo, sustituyendo x = 3, z = — 4, en (1), se tiene 

3(3) + 4y - 5(— 4) = 37 
9 + 4y + 20 = 37 

4y = 37 — 29 = 8 
y = 2 

Por consiguiente, la solucion es x — 3, y — 2, z = — 4. 

Esta solucion se puede comprobar sustituyendo estos valores en la ecuacion (2). 

Igualmente se puede emplear el metodo de sustitucion para resolver 
tres ecuaciones de primer grado eon tres incognitas. Incluso se reco- 
mienda este metodo cuando dos de las ecuaciones contienen solo dos 
variables. 


EJEMPLO 3 Resolver simultaneamente las ecuaciones 


2.x — y =11 

3a; +5 z = 17 

2a; + 5y + 4z = —3 


( 1 ) 

( 2 > 

(3) 


Solucion: Se resuelve ( 1 ) para y con respecto a x y ( 2 ) para z tambien respecto 
a x. Se sustituyen luego las expresiones resultantes para y y para z en (3) y se 
obtiene una ecuacion con una incognita. Resolviendo ( 1 ) para y, se tiene 


V = 2 a; — 11 ( 4 ) 

Analogamente, resolviendo ( 2 ) para z se tiene 


z 



(5) 


Se sustituyen ahora y y z en (3) con los valores obtenidos en (4) y en (5) y se 
resuelve la ecuacion que resulta como se indica a continuacion. 


2a; + 5(2x - 11 ) + 4 — 3x ) = 


2a; + 10a; - 55 + 


68 — 12 a; 


lOx + 50x - 275 + 68 - 12a; = 


-3 

-3 

-15 


10a; + 50a; - 12x = -15 + 275 


48x =192 
x = 4 


( 6 ) 


multiplicando ambos 
miembros por 5 

68 combinando y 

transponiendo. terminos 


6.5 TRES ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON TRES INCOGNITAS 


95 



Si se sustituye x = 4 en (4) yen (5) se obtiene la solucion completa x = 4, 
y — —3 z — 1. 


EJERCICIO 22: RESOLUCION DE ECUACIONES CON TRES 
INCOGNITAS 

Resuelvanse las ecuaciones siguientes para x, y y z. 


1: 

x 4* y — 2z = 8 

2: x + 3y 4- 2 = 

7 


2x — y + z = 3 

3x 4- 61 / — z = 

-1 


3a; + y + 2z = 6 

2x + 4y + z = 

6 

3: 

x + 2y — 6z = —7 

4: 2x + i/ — 4z = 

-9 


a; — y — 2z = 6 

a; — y 4- z = 

12 


x + 3y + 82 = 4 

3x 4- y + 2z = 

13 

5: 

3x + 4y 4- z = 20 

6: 5x — 2y 4- 3z = 

- 4 


x + y 4- 2z = —3 

3x 4" 3 y 4~ 8z = 

-11 


2x + 2# + z = 9 

2x — y — 4z = 

-11 

7: 

3a; — 2y + 3z = 25 

8: 3x — 2y + 6z = 

-15 


2x — 4y + 2z = 14 

2x 4- 3y — 2z = 

33 


x — y — z = —4 

5x — Ay 4- 3z = 

8 

9: 

6x + 3?/ + 4z = 30 

10: 5x + 2y — 3z = 

-25 


5x — 2y — 3z = 5 

3x 4 y + 4z = 

7 


x + 2y — z = —11 

2x 4- By + 2z = 

16 

11: 

3x — 2y — Bz = —6 

12: 7x + By — 5z = 

21 


5a; + 3y — 4z = 33 

2x + iy + 2z = 

16 


3x — 2y 4- z = 14 

3 x — oy — 6z = 

— 5 

13: 

5x + 3# + 12z = 7 

14: 3x 4- 2y 4- 4z = 

= 6 


5x — 3i/ + 6z =2 

6x — 5 y — 6z = 

= -3 


20a; — 9y — 18 z = 3 

9x + $y — 16z = 

= -3 

15: 

5a; -|- 1 / 4" z = 3 

16: 2x 4- 3y + 7z = 

= 3 


7x — y + 2z = 4 

3x 4- 2|f 4- 8z = 

= 3 


3x + 5?/ — z = 2 

5x — 4 y — 20 z = 

= -2 

17: 

3a; 4" 5y -|- 2z = 3 

18: 3x4-2y + 8z = 

3 


3a; — y — 2z = — 5 

6x — 3^ 4- 2z = 

6 


9a; + 62 / + 8z = 4 

9x — y + 6z = 

8 

19: 

22 ; -I - By 4" 3z — 10 

20: 6x + By + 4z = 

14 


6x — 6y + z = —10 

5x + 2y 4- 6z = 

16 


—4a; + 3^ 4- 2z = 12 

3x — 6^ + 2 z = 

2 

21: 

x + 4z = 3 

22: 2x + By = 

-5 


y 4- 3z = 9 

2x — 4i/ 4- 3z = 

28 


2x + 5i/ — 5z = —5 

3x + y + 4z = 

19 

23: 

2x 4 - y =18 

24: 5x + Ay = 

10 


2y + 2z = —2 

3x — Ay + 2z = 

6 


3x — 2y — 5z = 38 

8?/ + z = 

7 

25: 

x + 3z = —3 

26: x — By = — 

1 


2y - z = 12 

3# — z = — 

9 


2x — y =1 

x — 4# = 

1 

27: 

2x + z = 2 

28: 2x 4- 3 y = 

9 


3 v — 2z = 22 

4x — 2z = 

-2 


2.x — y =13 

42/ 4- 3z = 

25 

29: 

Si E = I X (R X +R),E = I a {R a 

+ i2), y £7 = IR , demostxar 


(I ~ Ix\ 




que Rx = 1 j j I 




w. / 
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6.6 PROBLEMAS CUYAS SOLJCIONES IMPLICAN SISTEMAS DE ECUACIONES DE 
PRIMER GRADO 


numero de 
ecuaciones 
en un 
sistema 


fen el planteo de muchos problemas apareee mas de una cantidad des- 
conocida y con frecuencia la resolucion de los mismos es mas facil si se 
introduce mas de una incognita. Sin embargo, para que el problema 
pueda ser resuelto se requiere que el numero de ecuaciones empleadas 
sea igual al numero de incognitas. El procedimiento general para obte- 
ner esas ecuaciones es el mismo que el considerado en el Pr. 4.5 y el 
estudiante debe voiver a leerlo antes de estudiar los ejemplos siguientes 
o de intentar resolver los problemas del ejercicio. 


EJEMPLO 1 Un propietario recibio $12 000.00 por pago de la renta de dos oficinas en el ano 
de 1948. La renta mensual de una era $100.00 mayor que la de la otra. ^Cual 
fue la renta mensual que recibio de cada una si la mas cara estuvo desalquilada 
dos meses? 


Solution: Si hacemos. 

renta mensual de la mas cara 
y = renta mensual de la otra. 

Entonces 


x - y = 10 (1) 

Ademas ya que la primera estuvo rentada por diez meses y la segunda por doce 
meses, se infiere que 10# + 12y es el total de la renta recibido. Por tanto, 

10# + 12 y = 1200 (2) 

Se tienen asi las ecuaciones ( 1 ) y (2) con las incognitas x y y, que se pueden 
resolver simultaneamente eliminando a y ' 

12* - 12 y = 120 ec. ( 1) X 12 (3) 

10# + 12 y = 1200 (2) 

22# = 1320 ec. (3) + ec. (*) 


Por tanto, 

x =60 


dividiendo ambos miembros por 22. 


Sustituyendo x por 60 en ( 1 ) se tiene 


60 - v = 10 

— V =10 — 60 = —50 transponiendo terminos 

y — 50 dividiendo ambos terminos por — 1 

Por consiguiente, las rentas mensuales fueran $600.00 y $500.00, respectivamente. 

EJEMPLO 2 Un comerciante mezcla tabaco de cierta calidad y precio de $28.00 por kilogramo 
con otro de precio $36.00 por kilogramo y obtiene 100 kilogramos de una mezcla 
que vende a $31.20 por kilogramo. <;Cuanto uso de cada clase de tabaco? 

Solution: Si hacemos 

x = numero de kilogramos usados del de $ 20.00 
y = numero de kilogramos usados del de $36.00 
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Entonces 


x + y — 100 (1) 

puesto que se obtuvieron 100 kilos de la mezcla. Ademas, el valor del primero en 
pesos fue $28,003; y el del segundo $36.00y y el valor de la mezcla resultante $31.20 
( 100 ). 

Por consiguiente, 

28* + 36y = 31.2(100) = 3120. (2) 

Por tanto, (1) y (2) son las ecuaciones deseadas que se pueden resolver elimi- 
nando a x . 

28* + 28y = 2800 cc. (1) X 28 (3) 

28* + 36y = 3120 (4) 

— 8y = — 320 ec. (3) — ec. (2) 

De donde se obtiene 


— 320 



Sustituyendo 40 en vez de y en (1), se tiene 


* — 40 = 100 

x = 100 — 40 

* = 60 . 

Por tanto, el comerciante empleo 60 kilogramos del de precio $28.00 y 40 kilo- 
gramos del de precio $36.00. 

EJEMPLO 3 Dos aeropuertos, A y B y estan a 400 km uno de otro y B esta situado al este de A . 

Un avion volo en 2 horas de A a B y luego regreso a A en 2^ boras. Si durante 
todo el viaje estuvo soplando viento del oeste a velocidad constante, encontrar la 
velocidad del avion en el aire en reposo y la velocidad del viento. 

Solution . Sea 

* = la velocidad del avion en el aire en reposo 
y = la velocidad del viento 

luego, considerando que el viento soplaba del oeste 

* + y = velocidad del avion de A a B 

x — y = velocidad del avion durante el regreso. 

Por consiguiente, 

400 

-tiempo empleado de A a B 

x + y 
400 

-= tiempo empleadd- de B a A . 

* — y 

De donde 
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400 

- ' = 2 

x + y 

400 

- = 21 

x — y 2 

Para eliminar las fracciones se multiplican por x + y los dos miembros ( 1 ) y 
por 2(x — y) los de ( 2 ). Se tiene 

400 = 2x + 2y 
800 = 5x — 5y 

Estas ecuaciones se resuelven simultaneamente, eliminando primero a y. 

2000 = 10# + 10 y ec. (3) multiplicado por 5 

1600 = 10# — 10 y ec . (4) multiplicado por 2 

3600 = 20# ec. (5) + ec. (6) 

x = 180 

Sustituyendo x por 180 en (3) se tiene 

400 = 2(180) + 2 y 
400 = 360 + 2 y 
2 y = 40 
y = 20 

Por tanto, la velocidad del avion en el aire en reposo era de 180 km/hr., y la 
velocidad del viento era de 20 km/hr. 

EJEMPLO 4 Una caja registradora contiene $50.00 en monedas de cinco, diez y veinticinco 
centavos. En total son 802 monedas, siendo 10 veces mayor el numero de las de 
cinco centavos que el de las de diez centavos. Encontrar cuantas monedas hay 
de cada valor. 

Solucion: Sea 

v = numero de monedas de 25 centavos. 

d = numero de monedas de 10 centavos 

c = numero de monedas de 5 centavos. 

Ahora, se establecen las tres siguientes ecuaciones de primer grado con v, d y e. 

25v + 10 d + 5 c = 5000 puesto que $50.00 = 5000 centavos 
v + d + c = 802 que es el total de monedas 

c = 10 d ya que hay 10 veces mas monedas de cinco 

centavos que de diez centavos 

Si se sustituye c por 10 d, segun su valor, ec. (3), en las ec. ( 1 ) y ( 2 ) se obtienen 
dos ecuaciones de primer grado con d y v. De ( 1 ), se tiene 

25*; + lOd + 5(10d) = 5000 expresion que se reduce a 

25u + 60 d = 5000 Ademas de (2) se tiene (4) 

v + d + 10 <Z = 802 

v +11 d = 802 ( 5 ) 

Eliminando v de (4) y (5) como se muestra 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 


(1) 

( 2 ) 
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2532 + 60d = 5,000 
25# + 275 d = 20 050 


ec. (5) X 25 
ec. (4) — ec. (6) 


(4) 

( 6 ) 


— 215(7 = — 15,050 

- 215 d = — 15,050 

d— 70 


Sustituyendo el valor de d en (3), se tiene 
c = 10(70) = 700 

Por ultimo, sustituyendo d = 70 en (5) 
v + 11(70) = 802 
v = 802 — 770 = 32. 

Consecuentemente en la eaja hay 32 monedas de veinticinco centavos, 70 de 
diez centavos y 700 de cinco centavos. 


EJERCICIO 23. PROBLEMAS RELACiONADOS CON ECUACIONES 

S1MULTANEAS 

Resuelvanse los problem as siguientes introduciendo mas de una variable. 

1: Dos hermanos compraron, a partes iguales, un receptor de television con costo 
de $2 200.00. El hermano mayor invirtio en esa operacion la mitad de sus ahorros 
y el hermano menor las dos terceras partes de los suyos. Despues de haber 
efectuado la compra todavia reunian entre los dos $1 600.00 de ahorros. Determi- 
nese la cantidad ahorrada por cada uno, previa a la compra. 

2: En oeasion de un dia de asueto un estudiante aprovecho para ir al hogar 
paterno, yendo y viniendo por diferentes caminos. El viaje de regreso fue 4 kilo- 
metros mas corto que la mitad del viaje de ida. El recorrido total, ida y regreso, 
fue de 68 kilometros. Determines© la distancia recorrida en cada tramo. 

3: Tomas pago a Ricardo 1300.00 por concepto de un adeudo. Despues de efec¬ 
tuado el pago Tomas tenia aun $25.00 mas que la quinta parte del total de Ricardo. 
Si juntos totalizaban $625.00, £cuanto tenian cada uno antes del pago? 

4: Un cuidador ocasional de automoviles CGbra 50 centavos por bora y por auto¬ 
movil, antes de medianoche, y 75 centavos despues de medianoche. Durante un 
cierto tiempo gano $10.50. El numero de horas que trabajo antes de medianoche 
fue el cuadruple, menos una hora, de las que trabajo despues de medianoche. 
Determinese el numero de horas trabajado en cada periodo. 

5: El gerente de una libreria estimaba un ingreso de $400.00 en la venta de 
plumas, $5.00 cada una, y lapices, $2.50 cada uno. Despues de haber vendido la 
mitad de las plumas y la cuarta parte de los lapices reduce el precio de las pri- 
meras a $4.50 y el de los segundos a $2.25. Este remanente le produce un ingreso 
de $202.50. ^Cuantas plumas y cuantos lapices vendio en total? 

6: La colecta de la Cruz Roja en una escuela primaria fue de $45.00. Si habia 
650 ninos y cada uno aporto una moneda de cinco centavos o una de diez centa¬ 
vos encuentrese cuantas monedas de cada valor hubo en la colecta. 

7: A cierta ciudad situada en una isla se transporta diariamente un promedio 
de 50 bolsas de correspondencia, haciendose parte del recorrido en camion y 
parte en helicoptero. En cada viaje el camion transporta 10 bolsas y el helicoptero 
6. El helicoptero efectua un viaje mas que el doble de viajes del camion Cuan¬ 
tos viajes efectua cada uno al dia? 

8: Jaime sabe que el automovil rinde 7 kilometros por litro cuando usa gasolina 
etilica de precio $1.00 por litro y que el automovil rinde 6 kilometros por litro 
cuando usa gasolina regular de precio $0.90 por litro. En cierta oeasion realiza 
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un viaje de 1000 kilometros y gasta $151.00 por concepto de gasolina. ^Cuantos 
litros de gasolina de cada tipo compro? 

9 : Francisco gano $11500.00 trabajando jornada parcial durante diez meses y 
jornada completa durante otros dos. Federico gano $8 750.00 trabajando tan solo 
nueve meses de jornada parcial y un mes de jornada completa. Determinese el 
salario mensual cubierto para el caso de jornada parcial y para el caso de jor¬ 
nada completa. 

10 : Carlos esperaba pagar $900.00 por un par de binoculares y una radio de 
transistores. Mediante una seleccion cuidadosa pudo ahorrar la octava parte del 
costo estimado de los binoculares y la decima parte del costo estimado de la radio, 
logrando con ello un ahorro de $100.00. ^Cuanto esperaba gastar inicialmente 
en cada articulo? 

11: Dos estudiantes tuvieron un ingreso de $690.00 por concepto de venta de 
dulces a razon de $1.50 el paquete y de nueces a razon de $1.00 la bolsa. Origi- 
nalmente habian gastado $407.50, pagando el paquete de dulces a $1.00 cada 
uno y la bolsa de nueces a $0.50 cada una. <?Cuantos paquetes de dulces y cuan- 
tas bolsas de nueces vendieron? 

12 : Una persona renta una casa de su propiedad y durante nueve meses recibe 
en pago de renta una cantidad que es $750.00 menor que el 10 por ciento del costo 
de la casa. Luego, durante otros doce meses, a lo largo de los cuales la renta mensual 
es $100.00 menor que en aquellos primeros nueve meses, recibe por concepto 
de renta $1 800.00 mas que el 10 por ciento del costo de la casa. Determinese 
el costo de la casa y el monto de la primera renta mensual. 

13: Cierta organizacion estudiantil organizo una fiesta a la que asistieron 133 de 
sus miembros. El ingreso total por concepto de boletos de admision fue $5 845.00. 
El precio de los boletos fue $30.00 por socio o $65.00 por socio y su pareja. <?Cuan- 
tos de ellos asistieron con pareja? 

14: Como producto de dos inversiones una persona recibe anualmente $302.55. 
Una de las inversiones produce 4 por ciento y la otra 3 por ciento. Si las inver¬ 
siones se intercambiaran una por otra ganaria $280.90. cuanto asciende 

cada inversion? 

15: Un piloto vuela 1 410 kilometros hacia el norte y luego regresa a su punto 
de partida. Durante todo el viaje so pi 6 viento del norte con velocidad constante. 
Determinese la velocidad del avion relativa al aire y la velocidad del viento, sa- 
biendo que en el viaje de ida empleo cuatro horas veinticuatro minutos y en el 
viaje de regreso tan solo cuatro horas. 

16: Dos grupos de turistas parten al mismo tiempo de un albergue, en direcciones 
opuestas, para recorrer una carretera escenica cuyo trazo es el de una curva ce- 

rrada. Cuando vuelven a encontrarse, uno de los grupos ha recorrido 38 kilome¬ 

tros y el otro 57 kilometros. Determinese la velocidad promedio de cada grupo 
si el segundo regreso al albergue una hora antes que el primero. 

17: Un ingeniero dedicado a la perforacion de pozos petroleros sale de su cam- 
pamento viajando en su propio automovil hasta la estaeion mas eereana de auto¬ 
buses; ahi toma un autobus y se dirige a la ciudad mas proxima a pasar el fin 
de semana. Mientras viajaba en su automovil conservo una velocidad promedio 
de 65 kilometros por hora y cuando viajaba en autobus una velocidad promedio 
de 80 kilometros por hora. Para el recorrido total empleo cinco horas. La gasolina 
del automovil le costo a razon de 23.4 centavos por kilometro y el pasaje en 
autobus a razon de 31.3 centavos por kilometro. Determinese la distancia reco¬ 
rrida en cada vehiculo sabiendo que el viaje le costo $115.00. 

18: Dos hermanos cortan el cesped de un cierto terreno en 2£~ horas. En una 

9 

ocasion el hermano mayor trabaja solo durante tres horas y luego el otro hermano 
termina el trabajo en li horas. £ Cuanto tiempo le tomaria a cada muchacho ha- 
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cer todo el trabajo el solo? 

19: La distancia entre una ciudad y el pueblo mas proximo es 96 kilometros .Un 
camion de correos sale a las ocho boras de la ciudad rumbo al pueblo, y a las ocho 
treinta y seis horas sale del pueblo un autobus rumbo a la ciudad. A las nueve 
horas se cruzan en el camino. En el viaje de regreso vuelven a encontrarse a las 
diez cincuenta horas. Determinese la velocidad de cada vehiculo sabiendo que cada 
uno permanecio treinta minutos en su punto de destino. 

20: Un jardinero planto dos macizos de jardin con camelias, cuyos costos eran 
$6.00 y $3.00 por planta. El costo de plantas para uno de los macizos fue $27.00 y 

2 

para el otro $30.00. En este el numero de plantas de $6.00 fue 3 de las que habia 
en aquel y el numero de plantas de $3.00 doble en este que en aquel. <?Cuantas 
plantas de cada tipo se usaron en total? 

21 : Los propietarios de un centro comercial en el que 70 por ciento del area 
se empleaba para estacionamiento de automoviles compraron un terreno adyacente, 
dedicando 85 por ciento del mismo a estacionamiento y el resto a edificios. El area 
asi aumentada alcanzo un total de 30,000 metros cuadrados, 75 por ciento del cual 
se destino a estacionamiento de automoviles. Determinense el area original del 
centro comercial y el area de terreno comprada. 

22 : Alicia y Beatriz trabajaron juntas cinco horas, logrando realizar en este tiem- 
po la mitad del trabajo que pensaban presentar en una exposicion. La tarde si- 
guiente Alicia trabajo sola durante dos horas, luego se le unio Beatriz y juntas 
terminaron en cuatro horas mas. <?Cuanto tiempo le hubiera tornado a cada una 
hacer sola ese trabajo? 

23: Por concepto de transporte un agente viajero que utiliza su propio auto esta 
autorizado a cargar a su compania $1.00 por kilometro, mas $37.50 diarios por 
gastos generates. Cierto mes presenta la cuenta que cubre ambos gastos por valor 
de $1,040.00. El cargo por el numero de kilometros recorridos fue $456.00 menor 
que el cargo por gastos generales. Determinese el numero de kilometros recorridos 
y el numero de dias asi trabajados. 

24: Una persona envia 340 kilogramos de mercancia de Nueva York a Boston 
y 364 kilogramos de Nueva York a Filadelfia. La tarifa en ambos casos es la 
misma, 14 centavos por kilogramo por cada 100 kilometros. La factura importo 
$470.00 y ampara un total de 525 kilometros. <?Que, tan lejos queda Nueva York 
de Boston y Nueva York de Filadelfia? 

25: Alicia gasto $410.00 en un vestido, un par de zapatos y un bolso. El costo 
combinado de bolso y zapatos es $10.00 mayor que el costo del vestido. El costo 
combinado de vestido y bolso es $70.00 menor que el doble del costo de los 
zapatos. <?Cuanto importa cada articulo? 

26: El salario promedio de Guillermo, Roberto y Juan, es de $820.00. El salario 
promedio de Roberto y Guillermo es de $800.00. El salario promedio de Guillermo 
y Juan es de $810.00. Determinese el salario mensual de cada uno. 

27: Una organizacion agrupa a sus asociados en tres categorias; blancos, azules 
y amarillos. El total de asociados es 285. El numero combinado de amarillos y 
azules es mayor en 15 unidades que el doble del numero de blancos. El numero 
combinado de blancos y azules es mayor en 45 unidades que el triple del numero 
de amarillos. Determinese el numero de miembros que pertenecen a cada categoria. 
28. Una negociacion dedicada a la venta de automoviles recibio 30 unidades. El 
precio para los tipo sedan se fijo en $67 500.00, para los tipo convertible en 
$75 000.00 y para los tipo camioneta en $78 000 . 00 . El vendedor esperaba tener 
un ingreso bruto de $2 185,000.00 y que el ingreso por la venta de sedanes exce- 
diera en $157 500.00 al ingreso por la venta de camionetas. <?Cuantas unidades 
de cada tipo recibio? 

29: Una asociacion estudiantil recreativa gasto $3,025.00 en la compra de 650 ar- 
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ticulos para despues venderlos en una fiesta. Los articulos indicados y sus precios 
fueron: ramilletes de flores, $7.50; listones con leyendas, $0.50; banderolas, $6.00. 
Despues de vender todos los articulos, menos 10 ramilletes y 25 listones, se tuvo 
un ingreso bruto de $4 087.50. Los precios de venta fueron: ramilletes de flores, 
$10.00; listones con leyendas, $2.50; banderolas, $7.50. Determinese el numero 
de articulos de cada tipo comprados inicialmente. 

30: Tres jovenes, Teodoro, Raymundo y Juan, acordaron poner una capa de cera 
y con ello dar lustre a sus autos. El primer dia, trabajando entre los tres, termi- 
naron el auto de Teodoro en LL hora. El segundo dia Teodoro ayudo a Juan a 

pulir su auto en dos horas y el tercer dia Juan ayudo a Raymundo a lustrar su auto 

en 2L horas. <?Cuanto tiempo hubiera necesitado cada muchacho para lustrar su 
4 

propio auto suponiendo que cada uno de ellos desarrollara igual trabajo y que da 
lo mismo un auto que otro? 

31: Una aspirante a estrella cinematografica viajo por tren, con velocidad prome- 
dio de 80 kilometros por hora, desde su pueblo natal hasta la Estacion Union de 
los Angeles. Ahi tomo un taxi, velocidad promedio 32 kilometros por hora, que la 
llevo hasta el centro de los Angeles, y luego un autobus que con velocidad promedio 
de 22.4 kilometros por hora la llevo hasta Hollywood. El recorrido totalizo 575 
kilometros y le tomo 7.6 horas. El tiempo empleado en el recorrido en autobus 
fue 5 veces al empleado en el recorrido en taxi. <?Cuanto tiempo empleo^viajando 
en cada uno de los tramos asi descritos? 

32: Un panadero produce 3 variedades de galletas, cuyos precios son $0.60, $0.90 
y $1.20 por docena, respectivamente. Con las variedades de 60 centavos y de 90 cen¬ 
tavos forma una mezcla con precio resultante de $0.80 por docena. Lo que le queda 
de la variedad de 60 centavos lo mezcla con la variedad de $1.20 y produce otra 
mezcla con precio de venta de $1.00. Si originalmente tenia en total 12 docenas, 
^cuantas docenas de cada variedad habra en cada mezcla? 

6.7 SOLUCION DE DOS ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS INCOG¬ 
NITAS POR MEDIO DE DETERMINANTES 

En otros paragrafos de este capitulo se estudiaron los metodos algebraieos 
que permiten resolucion de dos o tres eeuaciones lineales. Al resolver 
los ejercicios correspondientes el lector habra apreciado que el trabajo 
para hallar las soluciones puede llegar a ser de cuantia, principalmente 
cuando aumenta el numero de eeuaciones del sistema. Para simplificar 
tal operacion es frecuente hacer uso de un artificio o invento* que se 
describe en lo que resta del presente capitulo. Para observar el metodo 
se parTira de la resolucion de dos eeuaciones lineales generates , en donde 
a, b, c y d representaran los coeficientes de las dos variables, y m y n 
los terminos independientes. Esto es, da das 

ax + by — m (6.14) 

cx 4- dy = n (6.15) 

* Debido a Leibniz (1646-1716) en lo que toca al mundo occidental. Un matematico 
japones, Seki Kowa (1647-1708), produjo el mismo invento diez ahos antes que 
Leibniz. Su trabajo no fue conocido oportunamente a causa del aislamiento en que 
se encontraba su pais en aquella epoca. 
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las resolveremos para y por el metodo de la adicion y sustraccion, el 
cual es aplicable a cualquier sistema de ecuaeiones de primer grado. 
El mihirno comun multiplo de los coeficientes de y en (6.14) y (6.15) 
es bd ; por tanto, por el metodo del Pr. 39, se obtiene 

adx + bdy — dm ec (6.14) X d (6.16) 

bcx + bdy = bn ec (6.15) X b (6.17) 

adx — bcx = dm — bn ec (6.16) — ec (6.17) 

x(ad — be) = dm — bn 

dm — bn 

x — -- 

ad — be 

Analogamente, se obtiene 

an — cm 

y = -- 

ad — be 

Si en (6.18) y en (6.19), ad—be = 0, entonces no existen valores 
unices para x o para y y el sistema de ecuaeiones es inconsistente o de- 
pendiente. 

Las expresiones (6.18) y (6.19) se pueden emplear como formulas 
para obtener la solueion de todo par de ecuaeiones consistentes. Sin em¬ 
bargo, su empleo en la forma anterior es relativamente dificil por el es- 
fuerzo de memorizacion que requiere. Este se puede simplificar notable- 
mente si se introduce la notacion que se indica en seguida. 

Se define la ordenacion de cuatro numeros que ocupan los vertices de 
un cuadrado. 

a b 
c d 


(6.18) 

(6.19) 


como igual a ad — be. Tal relacion puede recordarse con mayor facili- 
dad por medio del diagrama siguiente 



ad — be 


( 6 . 20 ) 


Cada flecha indica el producto de las letras que conecta. El signo menos 
al final de la flecha que va del extremo superior derecho al extremo 
inferior izquierdo indica que ese producto debe sustraerse del otro. Por 
ejemplo, 
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3 4 

^ = (3) (5) - (4) (2) = 15 - 8 = 7 

2 5 

+ 

-2 7 

= (—2)(5) - (7)(—3) - -10 +21 = 11 

-3 5 

Lo anterior se resume en la definicion siguiente: La ordenacion cuadri- 
cular de cuatro numeros 

a b 
c d 

se denomina determinante de segundo orden y su valor o desarrollo es 
ad — be. Las letras a, b, c y d se daman elementos del determinante. 

Las soluciones (6.18) y (6.19) de las ec. (6.14) y (6.15) se pueden 
eseribir del modo siguiente, de acuerdo con la notacion recien dada. 


determinante 
de segundo 
orden 


dm — bn 

y 

an — cm 

por tanto: 


m 

b 


a 

m 

n 

d 


C 

n 



y = 



a 

b 

a 

b 

c 

d 


c 

d 


El determinante 

a b 

c d 


m b 
n d 

a m 

c n 


( 6 . 21 ) 


determinante 
de los 
coeficientes 


se conoce como determinante de los coeficientes. 

Los determinantes de segundo orden se pueden emplear para resol¬ 
ver todo par de ecuaciones consistentes de primer grado y la solucion 
se encuentra mediante la aplicaeion de los pasos siguientes: 

1. En cada ecuacion se transponen y ordenan los terminos de tal mo- 
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pasos para do que los terminos constantes aparezcan en el miembro de la derecha 

resolver un y } os q ue contienen los variables en el de la izquierda. Estos deben 

■par de tener e j 

mismo orden en cada ecuacion (6.14). 

€CUCtClOTl6S , 

por medio de i nc ^ ca ca ^a solucion (o valor de una de las incognitas) como 

determinantes cociente de dos determinantes. El divisor (o denominador) es siexnpre 
el determinante de los coeficientes. 

3. El dividendo (o numerador) de la solucion para una incognita 
es el determinante que se obtiene al sustituir en el determinante de los 
coeficientes los coeficientes de la incognita por los terminos constantes. 

EJEMPLO Para resolver por determinantes 

2x + 2>y = 8 
Sx — y = 1 

se observa primero que el determinante de los coeficientes es 

2 3 

3 -1 

Luego, de acuerdo con el paso 3, se reemplazan en ese determinante los coe¬ 
ficientes de x, 2 y 3, por los terminos constantes 8 y 1 para obtener el numerador 
del valor de x. Se tiene asi: 

8 3 

1 -1 8 ( —1) - (3)(1) _ -8 - 3 _ -11 _ 

2 3 2 (— 1) — (3) (3) -2 - 9 -11 

3 -1 

Analo gamente. 

2 8 

3 1 2 - 24 -22 _ „ 

2 3 -11 -11 * 

3 -1 

6.8 DETERMINANTES DE TERCER ORDEN. 

La definicion dada en el parrafo anterior se puede hacer extensiva a 
cualquier ordenacion cuadricular de numeros que tenga cualquier can- 
tidad de hileras. A continuacion se definira el determinante de tercer 
orden y se indicara como se obtiene su desarrollo. 

La ordenacion cuadricular 

di &i Ci 

a 2 b 2 c 2 ( 6 . 22 ) 

&3 C 3 
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determinante 
de tercer 
or den 


se llama determinante de tercer orden y su valor o desarrollo es 
O1&2C3 "l - (Z3&1C2 “l - ci 2 b 3 Ci — (I3&2C1 — (Z1&3C2 — a 2 bic s . 


nota: El lector debe observar que en cada producto del desarrollo 
hay una letra de cada hilera y una de cada columna. Ademas, cada 
producto va precedido de signo mas o de signo menos, segun sea para 
o impar el numero de veces que un indice mayor precede a uno menor, 
estando las letras ordenadas alfabeticamente. 

El determinante de tercer orden (6.22) se puede desarrollar tambien 
escribiendo nuevamente las dos primeras columnas y multiplicando co- 
mo in dican las flechas ( 6.22a ). 

Dos factores determinan el signo del producto; los signos de los pro- 
pios coeficientes y, por la definicion de determinante, la direccion de 
la multiplicacion. Asi: 



6.9 RESOLUCION DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
POR MEDIO DE DETERMINANTES. 

En el Pr. 6.8 se advierte que una determinante de tercer orden puede 
ser utilizada para resolver un sistema de tres ecuaciones de primer gra- 
do. Para ello, como.en el Pr. 6.7, comenzamos escribiendo las ecuacio¬ 
nes, empleando a±, a 2 y as como coeficientes de x; bi, b 2 y bs como coe¬ 
ficientes de y; c 1 , c 2 , y c 3 como coeficientes de z y di, d 2 y d s como ter- 
minos constantes. El sistema de ecuaciones es 

a^x 4 - biy + c x z = di 

a 2 x + b 2 y + c 2 z = d 2 (6.23) 

a 3 x + b 3 y + c 3 z = d 3 

Si se resuelve simultaneamente el sistema (6.23) de acuerdo con el 
metodo de eliminacion por suma y resta (Pr. 6.5) se obtiene 

dib 2 c 3 4~ d 3 bic 2 4~ d 2 b 3 Ci — d 3 b 2 Ci — dib 3 c 2 — d 2 biC 3 
= - 

aib 2 c 3 4~ a 3 biC 2 4~ a 2 b 3 Ci — a 3 b 2 Ci — aib 3 c 2 — a 2 bic 3 

con tal de que el denominador no sea cero. 

Este resultado se puede expresar, como cociente de dos determinan- 
tes, del modo siguiente 



di 

bt 

Cl 

C?2 

b 2 

C 2 

ds 

b 3 

Cz 

0,1 

&i 

Cl 

0<L 


C 2 

Os 

bs 

Cz 


D ^ 0 


(6.24) 


En la representacion anterior debe notarse que el simbolo Nx repre- 
senta el determinante del numerador para el valor de x. Despues se em- 
pleara una notacion analoga para y y para z. Igualmente debe obser- 
varse que Nx se puede obtener reemplazando en D cada a por la corres- 
pondiente d. 


CLi 

d\ 

Cl 


0 2 

d 2 

c 2 


N y a 3 

dz 

Cz 


D 

D 


gual manera, resolviendo 

(Zi 

61 

di 


a 2 

b 2 

d 2 


Nz Oz 

b 3 

dz 


D 

D 



(6.25) 


I U-8 1*8 I 0 

regia para z J) D 

determinar el 

numerador de Cualquiera que sea la incognita que se despeje, su numerador se 
la incognita obtiene sustituyendo en D sus coeficientes por los terminos constantes. 

EJEMPLO Resolver el siguiente sistema por medio de determinantes. 

3x + 2 y — z = 12 
x + y + z = 6 

x — 2y — z = —2 


Solution: El denominador de cada una de las incognitas es el determinante de 
los coeficientes y su valor 
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= (3) (1) ( — 1) + (2)(1)(1) + ( —1)(1)( —2) 

— (-D(l)(l) - (3)(1)(—2) - (2)(1)( —1) 
= -3+2+2+1+6+2 
= 10 


Sustituyendo en D los coefieientes de x por los terminos constantes 




segun la ec. (6.24) y remplazando 
el coeficiente de x en D por el ter- 
mino constante. 


= - 12 - 4 4 12 - 2 + 24 + 12 
= 30 


Analogamente, 



= 20 + 


segun ec. (6.25) 



+ 


Por tanto, 

N x 30 
* D 10 


3 


and 



20 

10 


= 2 


El valor de z se puede determinar sustituyendo a x y a y por sus valores en cual- 
quiera de las ecuaciones originales. Usando la segunda, se tiene 

3 + 2 + z = 6 
z = 1 

En consecuencia, la solucion es x =3, y = 2, z = 1. 


EJERCICIO 24: DETERMINANTES 


Desarrollense los determinantes de los problemas 1 a 16. 


1: 

5: 

9: 


2 1 
4 3 
4 
-3 

1 4 

2 1 

3 4 


2: 

3 1 

3: 

4 -3 

4: 

-2 3 


5 2 


2 5 


-4 6 


6 

-2 

4 

5 
2 


6: 

5 - 

-3 

7: 

7 9 


8: 

-8 -6 



-4 

8 


8 11 



-3 7 


10: 

3 4 2 


11: 

-2 

1 3 

12: 

2 0- 

-3 


5 2 3 



4 

5 2 


1 2 

5 


0 15 



3 

—4 -3 


-4 3 

1 
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6-2 8 

14: 

3 4 6 

15: 

6 1 11 

16: 

3 -4 -7 

-4 5 3 


7 5 2 


8 3-5 


-1 6 -3 

3-5 3 


18 4 


12 7 2 


5 -2 -2 


Resuelvanse por medio de determinantes los siguientes sistemas de ecuaciones. 


17: 

2x 

— 

y 

= 

4 




18: 

Sx 

+ y 

= 5 




Sx 

— 

Ay 

= 

1 





2x 

- Sy 

= 7 



19: 

Ax 

+ 

y 

+ 

1 

= 

0 


20: 

Ax 

+ 32/ 


= -2 



Sx 

+ 

2 y 



= 

3 



X 

- y 

+ 4 = 

= 0 


21: 

X 

+ 

Gy 



= 

6 


22: 

2x 

+ y 

= ; 

3 



2x 

— 

22/ 

— 

5 

= 

0 



Gx 

- 2y 

— —: 

1 


23: 

Ax 

+ 

2 y 

= 

1 




24: 

6x 

- y 

= 

1 



Ax 

— 

3 y 

— 

1 





Sx 

— y + 1 = 

0 


25: 

2x 

— 

2y 

= 

—: 

2 a 



26: 

Sbx — 

2ay = 

= ab 



X 

+ 

y 

= 


a 

+ 26 


2abx + SoPy = 

- 5a 2 6 


27: 

2x 

+ 

y 

= 

3a 

— 

6 


28: 

2x 

+ 2y 

= 2b 




ax 

+ 

by 

= 

a 2 

+ 

6 2 



X 

+ 32/ 

= b 

d - 2a 


29: 

Sx 

— 

22/ 

— 

z 

= 

1 


30: 

Sx 

- 2y 

+ Az 

= 1 



2x 

+ 

32/ 

— 

z 

= 

4 



Ax 

+ y 

— 5 z 

= 2 



X 

— 

y 

-f 

2 2 

= 

7 



2x 

- Sy 

+ ^ 

= -6 


31: 

Sx 

+ 

5y 

+ 

2z 


= 

= 2 

32: 

2x 

- Sy 

+ z 

= 

3 


Ax 

+ 

2 y 

— 

3z 


= 

= -1 


Sx 

- 32/ 

+ z 

= 

0 


2x 

— 

V 

+ 

5z 

+ 

11 = 

= 0 


Ax 

+ y 

+ 5 z 

- 1 = 

0 

CO 

CO 

2x 

— 

32/ 

+ 

z 


= 

0 

34: 

Sx 

+ 2y 

+ Az 

= 5 



2x 

+ 

32/ 

— 

z 

— 

2 = 

0 


Gx 

+ 32/ 

- 2z 

= 2 



Ax 

+ 

32/ 

+ 

2 z 


= 

3 


Sx 

— 42/ 

+ 82 

= 5 


35: 

Sx 

+ 

Ay 

— 

6 z 

= 

-3 


36: 

X 

+ y 

2 z 

= 2 



X 

+ 

V 

+ 

z 

= 

0 



X 

- Sy 

+ Az 

= 2 



3x 

+ 

y 

+ 

3z 

= 

1 



Sx 

- y 

+ 6z 

= 5 


37: 

2x 

— 

y 




= 

4 

38: 

X 

- 

- z = 

1 





2y 

— 

z 


= 

2 



2y + z = 

0 



Sx 



— 

2z 

— 

5 = 

0 


x + Ay 

= 

-1 


39: 

x 

— 

2y 



+ 

1 = 

0 

40: 

Sx 

+ 2y 

- 

= 3 



Sx 



+ 

2z 


= 

9 


X 


— z = 

= 1 





32/ 

— 

4z 


= 

6 



y 

+ z = 

= 1 


41: 

X 

— 

y 

+ 

z 

= 

2a 


42: 

2x 

- y 

+ 2z 

= 0 



Sx 

+ 

y 

— 

z 

= 

2a 



X 

+ y 

+ z 

= 3a 



2x 

— 

32/ 

— 

2z 

= 

56 



Ax 

- 2y 

+ Sz 

= 6 


43: 

x 

+ 

2y 

+ 

z 

= 

5a 


44: 

X 

- V 

— z = 

= a -j- 2b 


Sx 

— 

y 

+ 

3z 

= 

a 



2x 

- Sy 

— z = 

= 0 



2x 

— 

y 

+ 

3z 

= 

26 



Sx 

- 3 y 

— z = 

= 3a 
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EXPONENTES Y RADICALES 


EN EL PR. 1.6 SE trato DE manera breve con productos del tipo a X a. 
escritos en la forma a 2 , y con productos del tipo a X a X a • • * hasta n 
factores, escritos en la forma a n . El termino a n recibe el nombre de po- 
tencia enesima de a, y n, el de exponente de la base a. 

Hasta este momento la mayor parte de las expresiones algebraicas usa- 
das en este libro han sido, por lo comun, sumamente simples y los ex- 
ponentes de las incognitas o de las cantidades conocidas han sido nu- 
meros enteros, relativamente pequenos. Sin embargo, no son aquellos 
los casos tipicos del algebra y, por el contrario, es frecuente el uso de 
exponentes que no son numeros pequenos. Uno de los propositos del 
presente capitulo es ampliar el significado de exponente y dar al lec¬ 
tor la base adecuada para operar con terminos exponenciales. 

Los terminos exponenciales, esto es, potencias de numeros, se en- 
cuentran asociados con terminos radicales, esto es, raices de numeros.* 
Una de las raices cuadradas de 4 es +2 y tal hecho puede escribirse 
\/ 4 = +2, en donde \/ recibe el nombre de signo radical. De ma¬ 
nera analoga, \/16, es la raiz cuarta de 16, y por extension al dominio 
de las literales, ~ty r a, es la raiz enesima de a. Obviamente, terminos tales 
como ifa no pueden evaluarse en tanto que no se asignen valores nu- 
mericos a a y a n; pero pueden en cambio, ser operados algebraicamen- 
te. Determinar como puede hacerse esto ultimo es el segundo proposito 
del presente capitulo. 

* La palabra radical, por su raiz latina radix, significa raiz. 
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7.1 LEYES DE LOS EXPONENTES. 


En los primeros seis paragrafos se ampliaran algunos conceptos acerca 
de los exportentes y se enunciaran otras leyes mas acerca de su uso. 
Para conveniencia del lector se presentan a continuacion en forma de 
lista tanto la definicion de exponenciacion como diversas leyes anterior- 
mente expuestas. 

d n = a X a X a * • • n factores. Pr. 1.6 (7.1) 

En (7.1), la letra a se llama base y la letra n se llama exponenie. 


En las ecuaciones (7.2) a (7.6) m y n son enteros positivos. 


^ a m a n = a m+n 


ec. (l.lf) 

(7.2) 

^ (ab) n , = a n b n 


ec. {1.5) 

(7.3) 

^ (a m ) n = a mn 


ec. ( 1 . 6 ) 

(7.4) 

w a m 

m — = a m ~ n 
r a n 

a 0 

m > n ec. (1.7) 

(7.5) 

k ( a \ an 

* \bj ” Y- 

6^0 

ec. (1.8) 

(7.6) 

^ a 0 = 1 


a 0 ec. (1-13) 

(7.7) 


Debe observarse que en (7.7) se excluye el caso a = 0 por las razones 
siguientes: Si haciendo uso del metodo del Pr. 1.10 se busca una inter- 
pretacion para 0°, se obtiene 0 n /0 n = 0/0, la cual no tiene ningun 
valor definido. En consecuencia, no es posible asignar ningun valor a 0°. 

En los paragrafos 1.6 y 1.8 se dieron las demostraciones de las leyes 
(7.2) a (7.5) y la de (7.6) se da a continuacion: 



add 

= t X r X r • • ■ to n factors 
bob 

flXflXO"'ton factors 
b X b X b ■ ■ ■ to n factors 



segun (7.1) 
segun (3.1) 
segun ( 7.1) 


En este punto el lector debe revisar los ejemplos puestos al final de 
los Prs. 1.6 y 1.8 


7.2 EXPRESIONES EXPONENCIALES CON EXPONENTES ENTEROS POSITIVOS 
Y EXPONENTES CERO. 

Para simplificar una expresion que comprende exponentes enteros po¬ 
sitivos y exponentes cero, se efectuan todas las operaciones posibles de 
acuerdo con las leyes (7.2) a (7.7). Si el resultado es una fraceion, se 
reduce a su minima expresion. 

EJEMPLO 1 Simplificar ^ 2x 3 j/ 4 ^ 4 ^3r/ 2 z 3 ^ 2 


112 


EXPONENTES Y RADiCALES 



Solution: Para simplificar se efectuan los pasos siguientes 

1. Se aplican (7.3) y (7.6) a las expresiones que estan dentro de los parentesis. 

2. Se aplica (7.4) a todas las expresiones asi obtenidas y que estan en la forma 
de potencia de una potencia. 

3. Se efectua la multiplicacion que quede indicada en el resultado obtenido en 
el paso anterior. 

4. Se reduce a su minima expresion el resultado obtenido en el paso anterior, 
dividiendo numerador y denominador por el mayor factor que les sea comun. 

Efectuando los pasos indicados, se tiene 


(2x z y 4 \ 4 (Sy 2 z 3 \ 2 _ [”2 4 (a? 3 ) 4 (^ 4 ) 4 n T3 2 (i/ 2 ) 2 (^ 3 ) 2 ”l 

V z 3 / \2^/ L (z 3 ) 4 JL 2 2 (x 2 ) 2 J 

__ 144x 12 i/ 20 z € 

4 x*z 12 


EJEMPLO 2 


36 X 8 !/ 20 

Z 6 


Simplificar la expresion 


i \* 

V ) \2x 2a / 


segun (7.3) y (7.6) 
segun (7.4) 

dividiendo numeTador y 
denominador entre 4x 4 z 6 


Solution: La simplificacion es mas facil si se aplica primero (7.5) a la expresion 
contenida en el primer parentesis; se usan luego (7.3), (7.4) y (7.6), y, final- 
mente, se simplifica el resultado obtenido. Las operaciones son 


/ 12x 2 «-A 4 / 1 \ 2 

\ 6x 0-2 ) \2x 2a / 



Q*)' 

d6*“)(sn) 


16x*« 

4X 4 ® 

4x° 


= 4(1) = 4 


segun (7.5) 


segun (7.3), (7.4) y (7.6) 


segun (7.5) 
segun (7.6) 


nota: La solucion anterior muestra cada paso en el proceso de simplificacion. 
Despues de cierta practica se pueden efectuar mentalmente muchos de esos pasos 
y obtener mas rapidamente el resultado. 

La ley (7.3) leida de derecha a izquierda se puede usar para obtener 
el producto de dos poteneias iguales. Por ejemplo, (2a 3 ) 4 (3a 2 ) 4 = 
(6a 5 ) 4 . Cuando se multiplican poteneias iguales es mas conveniente apli- 
car (7.3) de ese modo y luego proceder a la multiplicacion. La Ley 
(7.6) se puede usar de manera analoga al operar con cocientes de po- 
tencias iguales. 

EJEMPLO 3 Simplificar la expresion 30b 6 \ 3 

V156 4 / \4aW • 
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Solution. Si el procedimiento anterior se aplica a la expresion se tiene 



= (a°6*c) 3 
= (6*c) 3 
= 6 6 c 3 


segun (7.3) 


segun (7.5) 
segun (7.7) 
segun (7.3) y (7.4) 


nota 1. A1 aplicar (7.4) se debe observar que el exponente dentro 
del parentesis se multiplica por el del exterior. Por ejemplo, (2a 2 ) 3 = 
8a 2(3 > = 8a 6 . 

NOTA 2. Cuando se multiplican dos potencias de la misma base se 
conserva la base y se suman los exponentes. Por ejemplo (2a 2 ) 3 (2a 2 ) 2 
=* (2a 2 ) 5 . 

nota 3. Cuando se multiplican dos potencias iguales de bases dife- 
rentes se conserva el exponente y se multiplican las bases, (3a 2 ) 3 (2a 4 ) 3 
=(6a 6 ) 3 


EJERCICIO 25: SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES EXPONENCIALES 


Efectuense las operaciones indicadas en los problemas 1 a 32. 


1: 

3 2 3 3 

2: 

2 4 2 

3: 5 3 5 2 

4: 4 4 4 2 

5: 2«/2 2 

6: 

3 7 /3 4 

7: 

6 5 /6 3 

8: 5 8 /5 4 

9: 3 2 2 2 

10: 2 4 3 4 

11: 

8 3 /4 3 

12: 

4 2 /2 2 

13: (|) 3 

14: (|) 3 

15: (f) 4 

16: 

(f) 2 

17: 

(2 4 ) 3 

18: (3 2 ) 3 

19: (2 3 3 2 ) 2 

20: (3 2 5) 2 

21: 

(2a 3 ) (3a 2 ) 


22: (4x 4 )(2x 2 ) 23: 

(3x 3 ) (2x 4 ) 

6 3 6 7 

24: (4x 2 ) (5x 3 ) 
a 6 6 6 

25: 

6 6 /b 2 


26: a 7 fa 3 

27: 

6 2 6 2 

28: a6 3 

29: 

(2x 3 ) 2 


30: (2X 4 ) 3 

31: 

( —3x 3 ) 3 

32: ( — 3x 6 ) 3 


Simplifiquense las expresiones exponenciales siguientes, de acuerdo con los meto- 
todos expuestos en el Pr. 7.1. 


33: 

37: 

41: 

44: 

47: 

50: 

53: 

56: 


18a 3 6 4 
6a 2 6 
27 a 2 x 3 y 


34: 


38: 


18 ax 2 ?/ 4 
f 2a 2 b 3 \(' 3ac 2 \ 

\ 6c 4 / \ 46 J 

(14b 2 um 3 \( 20« 3 \ 
V 15b 6 /\21 b*m/ 
/ 6am 2 V 

Vl bahn/ 

(46 2 z 3 ) 2 (36z 2 ) 2 
f 4a 2 b 3 \ 3 / 6acA 3 

vi^AW/ 

f 9s 3 a 4 \ 3 /28p 4 a'\ 3 
\W) \ _ 36s 2 “/ 


9y 3 z 2 

B2b 7 y 2 t 


35: 


39: 


30ax 3 

24a 3 x 2 

33a 5 6 3 c 2 


57: 


(6 2 a 3 t) 4 


43: 


46: 


126 W 12a 2 6 5 c 2 

42; (xp)(M) 

. _ ( 2 h 2 a 3 \ 3 

45: \ 36a 4 / 

4 * (& 

51: (2t 2 h 3 ) 3 (3t 2 h 3 ) 3 52: 

_. (6b 3 d i \ 2 ( lObcA 2 __ 

54: Iw-jlwJ 55: 


(bat) 2 (ba 2 t) 3 


58: 


36: 


40: 


15b 7 y 3 

9b 6 y 2 

426 4 a 3 t 2 


356 4 a 4 t 2 
f 15a 2 xt 3 \f 2 la A 

V lax 3 A 5 1 3 J 
( 4a 3 fc 5 V 

\ 8 ak 2 / 

(2aH) 3 (3aH) 3 

(3s 2 6 3 ) 2 (2s 3 7i) 2 

( 6p 3 d 2 Y^ 20p 2 g 3 V 

V 59 / V 24d / 

(c 3 o 2 w) 3 

(c 2 ow 3 ) 2 (c 3 o 3 w 2 ) 3 
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7.3 


59: 

(p 4 d 2 q) 2 (pd 3 q 2 ) 3 

(p 2 d z q) 6 

60: 

(s 2 h 3 p s ) 3 (sh 2 p 2 ) 4 

(s 3 h*p 12 ) 2 

61: 

fc2a+3fca-2 

62: 

f~ if 2 "* 

63: 

q 3 +6q1—2!) 

64: 

d u+5 d 2u ~ 3 

65: 

a b+2 c d-l 

66: 

fan— 3^*2«+l 

67: 

x 2a-lya-2 

Ob—igl+d 

fi2-n c n-2 

x a —ZyZa — 2 

68: 

71: 

g2n —5^n +3 

c n+3^n-l 

— 3 yn — 2^ 3 
■jq n — 8^3 n — 7 

69: 

72: 

(a n+2 b n+1 ) 2 

a 2n b 2 

Q)3n+l c 2n+3^2 

6 6n c 6 

70: 

( a n ~ 2 b n+1 ) 4 

a n-8&3n-l 


EXPRESIONES EXPONENCIALES CON EXPONENTES ENTEROS NEGATIVOS. 

En este parrafo se ampliara la interpretacion acerca de los exponentes 
de modo de incluir exponentes enteros negativos. 

Se considerara que ar' a , a 0, representa un numero y que ec. (7.2) 
se aplica a exponentes de este tipo. Si se multiplica a n por a' n /a n , se 
obtiene 



a n 


segun (7.2) i 


segun (7.7) 


Por tanto, ct 11 se define como sigue: Si a <=^ 0 y n es entero positivo, 
entonces 



(7.8) 


Ya que esta definicion da un sentido para los exponentes negativos, 
se puede ahora levantar la restriccion impuesta en (7.5) de que m >* n. 
Ademas, las leyes (7.3) a (7.6), Pr. 46, se satisfacen tambien para esta 
interpretacion. El metodo general para demostrar esta proposicion se 
muestra a continuacion al aplicarlo a (7.5). 


a- 


or 


a m 

~ T 

segun (7.8) 

a n 


a n 

se ha multiplicado numerador y denominator por a m ci 

a m 


= a n ~ m 

segun (7.5) 


— d — m —(—n) 


Mediante el uso de (7.5) de este parrafo y de las leyes (7.3) a (7.7), 
se puede convertir cualquier expresion con exponentes enteros negativos 
en otra equivalente en la cual todos los exponentes sean positivos. 
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EJEMPLO 1 


EJEMPLO 


EJEMPLO 


EJEMPLO 


EJEMPLO 


EJEMPLO 


Convertir las expresiones siguientes en otras sin exponentes negativos 
4-2 

Solution 



2 -4 x 2-2 

Solution 


1 

16 


2-4 x 2-2 



1 

64 


3-5 3-3 

Solution 


3“* 

3" 3 


3-6-<-3) 


3-5+3 



1 

9 


4x“y~ b 

Z~° 

Solution 

4 x a y-b 

z~ c 



4x a 

yb 

z c 


(y b * c ) 
-^r W z °) 


4 x a z c 

yb 


Si en el ejemplo (4) se compara la fraccion original con la del re- 
sultado, se observa que cada letra con exponente negativo que esta en 
cualquier miembro de la fraccion original aparece, con signo contrario 
en el exponente, en el otro miembro de la fraccion que se obtiene como 
resultado. Lo anterior ilustra la regia siguiente para exponentes nega¬ 
tivos. 

Cualquier factor de un miembro de una fraccion se puede trasladar 
al otro miembro, si se cambia el signo del exponente del factor. 
f .1 . 2a~ 2 bc~ 3 j. 

Escrcbir-como una iraccion sin exponentes negativos. 

x~ 4 y- 2 z 3 

Solution 


2a~ 2 bc~ 3 _ 2bx i y 2 
x~*y- 2 z 3 ~ a 2 c 3 z 3 

Debe notarse que la proposicion del anterior ejemplo se aplica a fado¬ 
res y no a terminos. Cualquier intento para aplicarla a fracciones cuyos 
miembros no esten factorizados conduce a errores graves, como se ilus¬ 
tra en el ejemplo siguiente 

Si se aplica (7.3) a (2 -2 + 2~ 3 )/2“ 4 , se tiene 

1,1 1.1 2+1 3 

2-*+2- , _2 1 ~ r 2*_4“ r 8_ 8 8 

2~ 4 1 1 1 1 b 
2* 16 16 16 

Este resultado no es igual a 2 4 /(2 2 + 2 s ) = =.A que es lo que se obtendria si 

se aplicara la proposicion del ejemplo 5 a este problem a. 


116 


EXPONENTES Y RADICALES 



EJEMPLO 


EJEMPLO 


Se convendra, por tanto, en que una expresion que contiene exponentes 
negativos queda simplificada cuando se han hecho todas las combina- 
ciones posibles segun las leyes (7.2) a (7.6) y cuando el resultado se ha 
expresado sin exponentes negativos ni exponente cero. Si este resultado es 
una fraccion, debe reducirse a su minima expresion. 

Simplificar 

/ 3 a~ 2 & 2 V 2 
V a 3 c~ 3 J 

Solution 


( 3a -2 ?>A -2 _ 3 -2 (a -2 ) _2 (6 2 ) - * 
\ a 3 c~ 3 ) ~ (a 3 )-*(c- 3 )-* 


3- 2 a 4 6~ 4 

a~ 6 c® 

a 6 a 4 

3 2 6 4 c® 

a 10 

96 4 c® 


segun (7.6) 


segun (7.4) 

segun la regia para exponentes ne¬ 
gativos en los factores 
segun (7.2) 


En el ejemplo anterior se muestran en detalle todos los pasos de la 
solucion. Despues de cierta practica se pueden efectuar muchos de ellos 
mentalmente. Algunas veces es mas rapido eliminar primeramente to- 
dos los exponentes negativos y continuar luego con la simplificacion. 
Si se emplea este procedimiento en el ejemplo anterior se tiene 



por la regia para exponentes negativos y ec. (7.8) 


(a 6 ) 2 _ a 10 


Podemos, por tanto, eliminar cualquier exponente negativo que entre 
en una expresion, sea en un termino o en un factor, introduciendo el 
exponente positivo correspondiente. Asi podemos eliminar ar n multipli¬ 
cand© y dividiendo por a' n , lo cual equivale a multiplicar por 1; por ello 
no se altera el valor de la expresion. 

2x~ 2 — v 

Simplificar - 

z- 1 - 3 y~ 2 

Solucion: Se multiplica y se divide la expresion por x 2 y 2 , se eliminan los expo¬ 
nentes negativos y se tiene 


2x~ 2 — y _ 2 x~* — y x*y* 
x~ l — 3t/~ 2 x~ x — 3 y~ 2 x 2 y* 

_ 2 y 2 — x*y 3 y 2 (2 — x*y) sumando los exponentes de los ter - 

xy 2 — Sx 2 x(y 2 — 3x) minos seme j antes, 

EJERCICIO 26: ELIMINACION DE EXPONENTES NEGATIVOS 

Encuentrese el valor de cada una de las expresiones dadas en los problemas 1 a 20. 
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1: 

3-* 

2: 

4 _1 

3: 

5"* 

4: 

2 -4 

5: 

2“«2 3 

6: 

3 _2 3* 

7: 

5-i5 3 

8: 

4 4 4 2 

9: 

(3-*) -» 

10: 

(2 -3 )* 

11: 

(4 2 ) -1 

12: 

(2-i)-* 

13: 

(3-*4*)-s 

14: 

(2-*3 2 )-* 

15: 

r 

1 

iO 

w 

16: 

(s^-i)-* 

17: 

(2-i)- 2 (3 2 )-* 



18: 

(3-*)-i(9-i)- 

-1 


19: 

(2- 4 )-i( 4 *)- 1 



20: 

(3-*) _2 (2 2 )-* 




Mediante el uso de exponentes negativos escribanse sin denominadores las expre- 
siones de los problemas 21 a 32. 


69; 

73 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 


21: 

2x 2 

y-3 

22: 

X 3 

y-3 

23: 

a 3 

b 2 


** $ 

25: 

2 y 
x 2 y 3 

26: 

3x 2 

2 yz 3 

27: 

2a 

3 y 2 w 


28; ^ 

29: 

a 2 6 _1 

30: 

xy~ 2 

31: 

2 x°y 


8 2 h~ 3 k~ x 

ab~ 2 e~ 3 

x 2 y~Hu° 

a~ 2 x~ l y~ 3 


4%-ifc- 2 a< 

Simplifiquense las expresiones siguientes expresando los resultados sin exponentes 
negativos y sin exponente cero. Usense todas las combinaciones posibles de las 
leyes (7.2) a (7.6). 

33: 

a^y 

34: 

a~ x y~ 2 

35: 

a°c- 2 

36: 

a 3 y i 

37: 

2a~ 3 b~ x 

38: 

2~ 3 a~ x b~ 2 

39: 

3~ 3 a~ 2 b~ 3 

40: 

2~ B a~ 6 b~ 3 

4~ x a 2 b~ 3 

4~ 2 a~ 2 b 

9~ x a 2 b~ 3 

4“ 2 a- 4 6-i 

41: 

3 X x 2 y 2 z 1 

42: 

2-*x 0 y- 1 z~ 3 

43: 

6~ 2 a~ x b 3 c~ B 

44: 

6- 2 o-i6- 2 c- 3 

2 ~ 2 x~ x y~ x z~ 2 

4~ 2 x~ 4 y~ 2 z 

2- 3 ab~ x c~ 2 

3^a~ 3 b~ 2 c 

45: 

( 

46: 

(gj 

47: 

($y. 

48: 

( 6 4 V 2 
\c~ 3 J 

49: 

(a~ 2 x)- 2 

50: 

(> c 2 d~ 3 ) 2 

51: 

(c 3 p 2 ) ~ 3 

52: 

(6-!y-2)3 

53: 

( 2~ i a~ x b 2 \ 2 

54: 

f 3 3 x 2 y~ 2 \~ 2 

55: 

{ 3~ x a~ 2 y~ 3 \ 

56: 

( 6 _2 a 3 6 2 V 3 

\4- 1 a- 2 6-V 

\9 2 x~ x y 3 / 

\ 4~ 2 b~ x y ) 

V3- 4 a-ic°/ 

57: 

( a-!6 2 c- 2 V 4 

58: 

/ ^-S^g-A 4 

59: 

( b~ 2 a~ x t° V 

60: 

( a- 2 6c 3 V 2 

V a°b 2 c~ 3 J 

\ X~ 3 Z ~ 2 ) 

\b- 3 a- 2 t- x J 

\a°b~ x cj 

61: 


62: 

x~ 2 + 4 

a?* 

63 

: 3a:-i _ ? 

X 

64: 3x - 

X~ x 

65: 

a 6 

b-i ' a-i 

66: 

a -1 . 6 

6^1 + a 

67 

. a_1 i &_1 

• 6 ' a 



x~ x — x~ 2 


y 


x~ s 

-1 _l_ x -l 


70: 


y~ x — x~ x 
x~ 2 y ~ 3 — x~ 


74: 


a~ 2 — 6 -3 
c~ x 

y~ 2 — x 


71: 


a~ 2 — b~ 3 


72: 


a~ 


a~ 2 - 6-i 


-2y-i 


x~ x y~ 2 — x' 


75: 


x 


-iy -2 _|_ x~ 2 y~ 1 


x~ 


3y- 


y—3 - X —3 

2/~ 2 + + 2 x ~ 2 

x -iy -2 -f- x~ 2 y~ x 

y~ 2 — x~ x y~ x — 2x~ 2 
x~ x y~~ 2 — 2x~ 2 y~ l 
x~iy~2 -|- 2x~ 2 j/- 1 

y~ 2 + x~ x y ~ 1 — 2x -2 
—I /?/—2 — x~ 2 y~ l 


x~ L y 


y~ 2 + 2 x~ x y~ x — 3x~ 2 


—3(x — l)(x + 1)“ 4 + (x + l) -3 
-(x + 3) 2 (x - 2)~ 3 + (x - 2)~ 2 (x + 3) 

—3(x — l) 4 (a: — 2) -4 + 4(x — l) 3 (a; — 2)“ 3 
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84: 

-4(x - S)~ 3 (x + 2) -5 

— 

3(x - 

- 3)~Hz + 2) 

-4 

85: 

—2(x — l)(2x - 

3) -2 

+ 

(2x - 

3)- 1 


86: 

-3(x + 2) 2 (3x - 

- I)" 3 

+ 

(x + 

2) (3a; - 1)~ 2 


87: 

3(2# - l)- 2 (3x + 2)" 2 

+ 

2(2x 

- l)-s(3x + 

2)- 1 

88: 

3(2x + 3)- 1 (3x - 

- 2)" 2 

+ 

2(2x 

+ 3) _2 (3x - 

2)-i 


7.4 RAICES DE LOS NUMEROS. 


En la proposicion 3 2 = 9 se dice que 9 es la segunda potencia o el 
cuadrado de 3 y que 3 es la raiz cuadrada de 9. Analogamente, puesto 
que 4 3 = 64, 4 es la raiz cubica de 64 y siendo 2 5 = 32, 2 es la raiz 
quinta de 32. En general, se tiene la definicion siguiente: un numero a 
es la raiz enesima de b si a' n = b. 


raiz enesima 
principal 


radical 

radicando 

indice 


Si existe una raiz real positiva enesima de un numero, esta se deno- 
mina raiz enesima principal. Si no existe ninguna raiz real positiva 
enesima de un numero, pero existe una raiz real negativa enesima, la 
raiz negativa se denomina raiz enesima principal.* Por ejemplo, la raiz 
principal cuadrada de 9 es el numero positivo 3; la raiz principal cu¬ 
bica de — 27 es — 3, puesto que no existe raiz cubica positiva de — 27. 

'Yb / - 

La notacion mas usual para la raiz principal enesima de a es v a. 
Este simbolo recibe el nombre de radical de orden n. La letra a se llama 
radicando y n indice del radical. Por definicion. 



(7.9) 


Si a no es la potencia enesima de un numero racional, el valor de v a 
no puede expresarse exactamente por medio de un entero o de una frac- 
cion. Es posible expresarlo en otras formas, pero nunca es posible_ha- 
cerlo exactamente sin hacer uso del radical. Sin embargo, si V 7 a es 
real, su valor se puede expresar aproximadamente por medio de una 
fraccion decimal. 

Numeros imaginarios. En el Pr. 1.1 se examino una invencion de la 
mente humana, el llamado sistema de los numeros reales, y se encontro 
que siempre que se efectue cualquiera de las cuatro operaciones funda- 
mentales sobre dos cualesquiera numeros reales se obtiene a su vez un 
numero real. De la misma manera, se ha visto que las raices de los nu¬ 
meros positivos se pueden expresar siempre dentro del sistema de los 
numeros reales, pero que no ocurre asi con las raices-cuadradas de nu¬ 
meros negativos. (A1 llegar a este punto es conveniente que el lector re¬ 
vise el contenido del Pr. 1.1). 

Se desea nuevamente hacer hincapie en que las matematicas son un 
invento resultante de un largo e irregular desarrollo que responde en 
mas o en menos a una necesidad. Cuando se hizo necesario resolver 


* En el capitulo 11 se definira la raiz principal enesima de un numero cuando 
todas las n raices son imaginarias. 
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ciertos problemas aparecieron ecuaciones del tipo x 2 = —1. Resolvien- 
do esa ecuacion para x, se tiene: x = ±\/ —/L, esto es, dos numeros 
que no se pueden expresar como numeros reales. Para operar con nu- 
meros como esos fue necesario ampliar el sistema numerico. Sin llegar 
por el momento a un analisis completo de dicha ampliacion, *conviene 
hacer notar lo siguiente: puesto que (+ V / o) 2 —ay (— V~ay = a, 
siendo a en cada caso positivo, entonces cualquier numero positivo tie¬ 
ne dos raices cuadradas, una positiva y otra negativa, cuyos valores 
numericos son iguales. Se concluye asi que no puede haber una raiz 
real cuadrada de — a , esto es, que dentro del sistema de los numeros 
reales no existe un numero que multiplicado por si mismo produzca 
— a. Ademas, no puede existir la raiz cuarta real de un numero nega- 
tivo o la raiz enesim a re al de —a , en donde n es par y a es positivo. Las 
raices tales como “s/ — a, en donde n es un entero par y a > 0, se llaman 
nu mero s i magin arios. t Al gunos ejemplos de numeros imaginarios son: 

A/^,-^-13, yV-1. 

En el capitulo 11 se demostrara que todo numero tiene n enesimas 
raices, pero que muchas de ellas son imaginarias.** 


7.5 EXPONENTES FRACCIONARIOS. 


Ahora es posible ampliar mas aun las definiciones acerca de los ex- 
ponentes y obtener una interpretacion para los exponentes fraccionarios. 

Si se considera que la ley (7.4) Pr. 46 es valida para m = 1/re, se 
tiene 

(a 1 > n ) n = a”' n = a 

Por tanto, a 1/n es un numero cuya potencia enesima es a y en consecuen- 
cia de acuerdo con la definicion del Pr. 7.4, es una raiz enesima de a. 
Por tanto, se tiene 

► a 1 /* = \^a (7.10) 


De donde (7.10) se acepta como la interpretacion de un exponente frac- 
cionario cuyo numerador es uno. Ademas si a Q/p se interpreta como 


► 


a«/p 



(7.11) 


* Veanse Pr. 8.4 y capitulo 11. 

t Su nombre se debe a que originalmente se penso que eran numeros imagina- 
rios, en su sentido usual. Sin embargo, los numeros imaginarios encuentran a la 
fecha gran variedad de aplicaciones en electronica y los fenomenos que represen- 
tan estan bien lejos de ser imaginarios. 

* * Si a es positiva, las raices cuadradas de a son V~a y — V~a, siendo ambas reales 
si n — 4 y a es positiva, existen dos raices reales y dos raices imaginarias cuartas 
de a . Por ejemplo, las cuatro raices cuartas 16 son: 2, —2, V 4 y — V —4. 
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entonces 


aa/p = (a q ) llp 

y la ley (7.4) es satisfecha para m — 1/p y n — q. 

Por consiguiente, un numero con exponente fraccionario se define 
como la potencia de un radical. El denominador del exponente es el 
indice del radical y el numerador indica la potencia a la cual se eleva 
el radical. 

Si </a es un numero real,* entonces 

^ a iip = (a 1 /?)* = (a^y/p (7.12) 

y la ley (7.4), se satisface para m = q y n = 1/p. 

Si se emplea la forma radical para la segunda y para la tercera de 
las expresiones de (7.12) se tiene 



(7.13) 


Si a/^ es racional, es mas conveniente usar la primera expresion ra¬ 
dical de (7.3). De lo contrario es mas adecuada la forma del segundo 
radical. 


EJEMPLO 1 Expresar 64 2/s en forma radical. 

Solution: 1.64 2 / 3 = (^/64) 2 = 16. 

EJEMPLO 2 Expresar 25 2/s en forma radical. 

Solution: Si para 25 2 / 3 se usa la primera expresion radical de (7.13) se^tiene 
(^) 2 . Ya que no existe raiz cubica racional de 25, no se puede expresar (A/25) 2 
sin uso del radical. Sin embargo, se puede expresar en otra forma usando la se¬ 
gunda expresion radical de (7.13), 

(\/25) 2 = A /252 = a/625 

Posteriormente se indicara como simplificar a/625. 

Se puede demostrar que las leyes (7.2) a (7.6), son validas para la 
interpretacion de exponentes fraccionarios dada en (7.13). Como prue- 
ba de la demostracion se considerara que (7.4) se satisface tanto para 
m como para n fraccionarios. Como primer paso se tiene 

*Se excluye unicamente el caso en el cual a es negativo y p es par. La relacion 
(7.13) establece que, excepto para el caso excluido, los procesos de extraer suce- 
sivamente una raiz y luego elevar el resultado a una potencia son conmutativos. 
Para demostrar (7.13) se considera \/a ) q en la forma exponencial y luego la ex¬ 
presion se eleva a la potencia p. Esto es 
[(aV p )? = ( fl V p ) p9 segun (7.4) 

— a pq / v segun (7.4) con n — pq y m — V p . 

a 9 

Por tanto, ( a77 p ) q es una raiz p de a q como (a g )V p . Si a es positivo, entonces 
(aV p ) 9 y (a 9 ) 1 /? son positivos. Si a es negativo entonces p es impar y, por consi¬ 
guiente, tanto (a7/ p ) q como a q son positivos o negativos segun q sea para o impar. 
Por tanto, excepto para el caso excluido, (a7/ v ) q es la raiz p principal de a q , esto es, 
C/a)* = 
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uv = ^qIIu^uv (v 

= (a 1/M )“ 

= a ulu = a aplicando (7.12) 

Por tan to, ( a 1/u ) 1/v , es la raiz uv de a y a excepcion hecha de los casos 
excluidos (a negativo y u o v par) es la raiz principal. 

Por tanto, 

^ (a 1/ “) 1/ ® = a 1 /"* (7.14) 

Se considera ahora 


EJEMPLO 3 


( a u/l>)r/3 = {[(a«)l^]l/* } r 

= [(a u ) 1/,, ®] r 
= [(o 1 / ,, *) , ‘] r 

— (fll/trs)ur 
— Qur/vs 

Puesto que 

(1 \v 

a~ r ' s = (a _r ) 1/s = 


segun (7.12) 
segun (7.14) 
segun (7.12) 
segun (7.4) 
segun (7.12) 

1 

a r/ * 


se coneluye que (7.8) se apliea cuando re es una fraccion. 


Escribir \^5x e y 3 /\^z*w 9 sin radicales 


Solucion 

\/ 5 x 6 y 3 (5x 6 y 3 ) lf2 51 / 2 ^ 6 / 2 ^ 3/2 51 / 2 ^ 3 ^ 3/2 

(z*w 9 ) 1/3 z* l3 w 913 z 4/3 w 3 

EJEMPLO 4 Expresar 3a 1/2 6 3/2 /c 2/3 d 4/3 exponentes fraccionarios. 


Solucion 


3a 1/2 6 3/2 __ 3(a6 3 ) 1/2 3VaP 
c 2l3 d 413 ~ (c 2 d 4 )^ 3 = ^7^3? 

EJEMPLO 5 Escribir 3rt 3 / 4 y -2 / 3 sin exponentes fraccionarios o negativos. 


Solucion 


Sx 3 ^ 4 y~ 2/ 3 


3 a ; 3 / 4 S^x 3 


7.6 SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES EXPONENCIALES. 

Se mostrara ahora, por medio de varios ejemplos, el procedimiento se- 
guido para simplificar o convertir una expresion exponencial a otras 
formas. 


EJEMPLO 1 Efectuar todas las combinaciones posibles con las formulas (7.2) a (7.6) en 
6a 2 b _3 c~ l/2 , . - , . 

1 8 a 2 ( 3 b I/4 ex P resanc *° ex resultado sm exponentes negativos o exponentes cero. 

Solucion : Se apliea primero (7.5), a las potencias de a y al mismo tiempo se tras- 
ladan b~ s y c -1 / 2 al denominador cambiando los signos de los exponentes. 

Se tiene asi 
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Gath-tc- 1 ' 2 Ga 2 ~ 2lz b~ 3 e~ 112 bW 2 


18a 2/3 6 1/4 18fe 1/4 b 3 c 1/2 

__ 6a 4/3 6 -3+3 c -1/2+1/2 
“ 186 3+1/4 c 1/2 

a 4/3 

— 36 13/4 c 1/2 


ya que b° = c° = 1. 

EJEMPLO 2 Aplicar las reglas (7.2) a (7.6) a y ex P resar resultado 

sin exponentes cero o negativos. 


Solution : Primero se eleva al cuadrado la expresion del segundo parentesis, luego 
se multiplica el resultado por la expresion del primer parentesis y, por ultimo, se 
simplifica el producto 


( 2 x 3 y ll2 z 2 \fx~ ll2 y 3l2 \ _ (2x 3 y^ 2 z 2 \(x (3/2)2^ 
V _ 3x i ^ 3 2 r /\~z =I— ) ~ V Zx ll3 & A g( — 1)2 / 


V /V 2<- 4 > 2 

_ /2x 3 y 1 / 2 « 2 Vx _1 yA 

“ V Bx 1 / 3 ^ A sr* / 

_ 2x 3-1 y 1/2+3 z 2 
Sx 1/3 z*~ 2 
_ 2 xV% 2 
3x 1/3 z 2 
= -§x 6 / 3 y 7/2 Z° 

= -|x 6/3 y 7/2 


EJEMPLO 3 


Simplificar 


/ 3x~ 1/2 y~ 1/2 V 2 
\x _1/2 — y~ 1,2 J 


Solution: Como el denominador no esta factorizado, se debe reemplazar cada ter- 
mino que tenga exponente negativo por otro termino semejante que tenga expo- 
nente positivo y luego proceder a la simplificacion. De este modo se tiene 


/ 3x~ 1,2 y~ 112 V 2 
\x -1/2 — y~ 112 ) 



3 W^(gO(gi) 

Os - ^). 

3 V 2 

yi/2 — x 1/2 y 


3-2 

(^ 1/2 _ x ll2 )~ 2 

(yin — x iny 

32 — 


y — 2y lf2 x 112 + x 
9 


multiplicando numerador y 
denominadoT por xV 2 yV 2 


EJEMPLO 4 Simplificar (2x + l) 1 / 2 — (x + 1) (2x + 1) V 3 
Solution 
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(2* + l) 1 ' 2 - (* + l)(2x + 1)-V« = ( 2 % + l) 1 ' 2 - 1 ) 1/2 

_ (2x + l) 1/2 (2x + l)i/2 _ ( x + 1 ) 
(2x + 1) 1/2 
_2x + l— x — 1 
(2x + l)i/2 

X 

~ (2x + 1 ) 1/2 


EJERCICIO 27: SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES RADICALES Y 
EXPONENCIALES 


Escribanse sin exponentes o radicales los 

numeros o expresiones 

de los 

problemas 

1 a 48. 






1: 64i/2 

2 

25!/2 

3: 641/2 

4: 

641/6 

5: .Oil/ 2 

6 

.O 641/ 3 

7: .00161/4 

8: 

.0271/2 

9 : 322/s 

10 

163/4 

11: 274/2 

12: 

162/2 

13: .Ols/2 

14 

.0272/2 

15: .000324/s 

16: 

.000064S/S 

17: (^) 3/2 

18 

(^f) 4/3 

19: (if) 3 ' 4 

20: 

(t£&) 4 ' 5 

21: 4-i/ 2 

22 

8-1/2 

23: 32-2/s 

24: 

27 - 2/2 

25: (f)-i/2 

26 

(27)- 2 /3 

27: (if )- 3 / 4 

28: 

(-£fir )- 2/3 

29: V25 

30 

V64 

31: ^7 

32: 


33: V4 3 

34 


35: ^ 

36: 

-V# 

37: Vl6a 2 &4 

38 

">/ 9a 4 6 6 

39: V45 8 c 6 

40: 

V / 25a 0 ^ 6 

41 : V 7 8 x 3 y 6 

42 

V 7 27a 6 c 9 

43: 

44: 

\32 x 5 y 15 

a c /49X 4 

45: V»¥ 

3/3,6*, 12 

V 27£ 3 

47- \/ 1601 
' Y 54c 8 

48: 

6 /243a 5 

\ X l0y20 

Escribanse en su 

forma 

radical las expresiones de los problemas 49 a 60. Las po- 

tencias de orden 

n deben quedar fuera de los radicales de orden 

n. 


49: 0 4 / 3 

50: 

2/2/3 

51: a 3 /5 

52 

: a 5 / 3 

53: ss/ifi/" 

54: 

a 2l5 b s,s 

55: c 2 /sds /2 

56 

ac 5 /2 

rrr « 2/8b 

58: 

6-3/4 C 5/4 

59- 32 ' 3/5 

60 

8 2 /so-4/2 

57 • C i/s 

d-1/4 

ai/sfe-s/s 

5 - 1/2 


Simplifiquense las expresiones siguientes: 


61: 

x l/2 x 3/4 

62: t,2/3yi/2 

63: z2/5 Z 3/5 

64: ^ 1/3/ m; 1/5 

65: 

g 112 

66- fe2/3 

66 • ftl/2 

75/6 

67: V, 

jll3 

68- &3/4 

68 * i;2/2 

69: 

(4 x 2^6)l/2 

70: (9x°^4)i/2 

71 

.: (32ai°)i/s 

72: (81o-45i2)i/4 

73: 

(16fe4/3A;-4)l/4 


74: 

(27o-«5s/2)-i/3 


75: 

(9X- 4 2/2/3)-l/2 


76: 

(32-ixi°)i/s 


77: 

/ 16a/-4y2/s\l/2 

V 9-io 4 ?,2/3y 


78: 

/ 8o- 3 2/3/4\i/3 

V 27-15 6 ) 


79: 

/ 16-ia4/35-4\i/4 
\ 81- 2 c 8 /s / 


80. 

f 32-2xs/«V/5 
\ 2 ,- s/4 Z io y 


81: 

(60-152/3) (061/S) 


03 

00 

(2S 27,2/5) (gl/2^1/5) 


CO 

00 

(8o 2 ^-2/3) (fa-32,1/3) 

84: 

(9# 1/2 2/~ 3/5 ) (-§-x _1 ^ 1/5 ) 

85: 

272/3 a 2/S^-l/2 

3a~ 2/5 |/ 


86: 

43/2^—2/31^1/2 

3 ~ x xy~ zl2 
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87: 

g-2/35-2^2/5 

88 : 

81S/4 X -l/3^ 

4- 1 6~ 1 t/ 1/s 

27 2l3 x~ 1 y~ 1 

89: 

(4a 2 6 4 ) 1/2 ( 8 a 3 6 6 ) -1/3 

90: 

(9x 2 ^/ -4 ) 1/2 ( 8 x _ 3 i / 6 ) 1/3 

91: 

(27 a~V) _ 2 / 3 (4a _ 2 i / 4 ) 1/2 

92: 

(16x 4 t/ _8 ) _3/4 (3 2 - 1 x 6 «/ 5 ) 1/5 

93: 

/ 4 x~ 2 y\~ 1/2 
\9xy ll2 J 

94: 

/ 27a 3 y V 1 ' 3 

V8 a-'y^J 

95: 

( 16a 3 6 1/2 \ -1 ' 4 

96: 

/ a - 555/4 \-l/5 

\ a°c 4/7 / 

V32 _1 a 5/ V 

97: 

(a 3 ' 2 _ o 1/2 ) (a 3/2 + a 1 ' 2 ) 



98: 

^1/3 _ 2/1/3) (x 2/3 _|_ x l/3yl/3 _|_ |/2/3) 



99: 

(a 2/3 + 6 2 / 3 )(a 4/3 — a 2 / 3 b 2/3 + 6 4 ' 3 ) 



100 : 

( 2 a 3 / 4 + a 5/4 ) ( 2 a 1/4 - a 3 / 4 ) 




101 : (x + l)(2x - 1) _1/2 + ( 2x - l) 1 ' 2 

102: ( 2x - l)(3x + 2)- 1 ' 3 + (3x + 2) 2 ' 3 

103: (3x + 2)(2x - 1)~^ + 8(2x - l) 3 ' 4 

104: (2x - 3)3(3x - 4)- 3 ' 4 + 8(3x - 4) 1 ' 4 

105: 2(x + 1 y\x - I )- 2 / 3 + 2(x + l)-*/ 2 (x - l) 1 ' 3 

106: (2x - 5) 1/2 2(8x + I )- 3 / 4 + (2x - 5)- 1 / 2 (8x + 1 yi* 

107: (3x - 2) _2/3 (4x + l) 1 ' 4 + 3(3x - 2) 1 / 3 (4x + I )- 3 / 4 

108: (5x - l) 2 /®(3x + l)" 2 ' 3 + 2(5x - l)- 3 /®(3x + I ) 4 / 3 


109: 

111 : 



( sya—2b\af (a—l 

w 

112: (a- 3 («-*>> 


113: ( x 3a - 3b ) 1 H a - b '> 


.... . ( x»+ 6 Y/ x h ~ a \ a ~ b 

\ x b ) V x 6 / 


/ /wi+6 \af 'Y , b~ o\o+6 

ii6: (YKv) 


116: [( x i/(«+*>)«-*%]«/(«-» 


7.7 LEYES DE LOS RADICALES. 


Puesto que las leyes (7.3), (7.4) y (7.6), son validas para exponentes 
fraccionarios, se pueden emplear para obtener leyes acerca de los radi- 
cales, como las tres que se muestran a eontinuacion. 


Si en la ley (7.3), se reemplaza n por 1 /n, se tiene 
(ab) 1/n - a lln b 1,n 

que expresada en forma radical, es 

Vab -VaVb 


(7.15) 


De la misma manera, de (7.6), se obtiene 




a 

\/F 


(7.16) 
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Aplicando el mismo procedimiento a (7.4), se tiene 

((^1/n) i/m — (ai/ m )i/ n — 

que es igual a 



ran/— 
= V a 


(7.17) 


7.8 REDUCCION DE RADICALES QUE CONTIENEN MONOMIOS ENTEROS 

Se entiende por radical que contiene monomios enteros una expresion 
radical en la que el radicando es un solo termino que no contiene frac- 
ciones. 

La reduccion de un radical de esta clase consiste de las operaciones 
siguientes: 

Eliminacion de factores racionales del radical. La ley (7.15) del pa- 
rrafo anterior permite eliminar uno o mas factores de un radical de 
orden n, si el radicando tiene factores que sean enesimas potencias. 

EJEMPLO 1 Si enV72, se escribe 72 = (36)2 = (6 2 )2, se tiene. 

Solucion 

V72 = V(6*)(2) 

= V / 6 2 'V / 2 segun ec. (7.15) 

= 6 V% segun la definicion en el Pr. 7A 

EJEMPLO 2 Eliminar los factores posibles de 54a 3 6 5 . 

Solucion 

V / 54a^" = V 7 (27 a 3 b 3 )2 6 2 
= >^ ( 3 abyV V 

= ^(Sab ) 3 -s/Vfr segun ec. (7.15) 

= Sab -Vm 

Reduccion del orden del radical. El metodo mas simple para reducir 
el orden del radical, cuando la reduccion es posible, es expresarlo en 
terminos de exponentes fraccionarios, reducir luego los exponentes frac- 
cionarios a su minima expresion y, por ultimo, escribir el resultado 
nuevamente en la forma radical. 


EJEMPLO 3 Reducir el orden del radical, a/ 9a 2 . 
Solucion 

-Vda? = V (3a) 2 
= (3a) 2/4 
= (3a) 1 / 2 

= Vsa 

EJEMPLO 4 Reducir el orden en el radical V 64a®6 12 . 
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Solution 


V 64a 6 i> 12 = \/ 4 3 a«6 12 

= 43/9 a 6/95l2/9 
= 4l/3 a 2/354/3 

= (4a 2 6 4 ) 1/3 segun (7.2) 

= ^4a 2 6 4 5e§7ira (7.10) 


EJEMPLO 5 


De los ejemplos anteriores resulta evidente que el orden de un radical 
se puede reducir si el indice del radical y todos los exponentes de los 
factores tienen un factor comun. Para reducir el orden de un radical 
de esta clase sin cambiar previamente a exponentes fracccionarios se 
divide tanto el indice del radical como cada exponente del radicando 
entre el mayor factor comun que tengan. 

Reducir el orden en el radical "V 64:r 3 y 9 sin cambiar los exponentes fraccionarios 


Solution 


En el radical, 3 es el mayor factor comun del indice del radical y de los expo¬ 
nentes de los factores del radicando. Por tanto, si se divide cada uno de ellos entre 
3, se tiene 


2 6 x 3 i/ 9 = </2 2 xy 3 = </ 4 xy 3 

Reduccion de un radical del tipo a/ \/a. Mediante el uso de (7.17) 

m/ 7l/ — 

se puede reducir un radical de la clase v v a a un radical simple. 
EJEMPLO 6 Reducir el radical a/ v / 6o 3 . 

Solution 

- ‘"‘v'S? 

= 6a B 


Frecuentemente se puede reducir a una forma mas simple el radical 
obtenido en el paso anterior. 

EJEMPLO 7 Reducir el radical 

Solution 


9 


x 2 y* 


= V 7 9x 2 ?/ 4 
= V 7 (3xi/ 2 ) 2 
= (3 a?y 2 ) 2 /12 = (3xy 2 y/* 
- \ // 3xy 2 


EJERCICIO 28. SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES RADICALES 

En los problemas 1 a 64 escribanse fuera del radical todos los factores posibles. 

1: Vl8 2: V45 3: V48 4: V75 5: V98 

6: V320 7: V 2 I 6 8: V363 9: ^16 10: 'V / loi 
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11: V 7 250 

12: V 7 448 13: 

\/32 

16: ^3125 

17: 

V/ix 2 

18: 

20: V llaV 

21: 

V 7 5a 3 6 6 

22: 

24: -V 7 2a 9 6 3 

25: 

V 18x 6 

26: 

28: V45& 9 

29: 

V 7 8a 6 

O 

CO 


32: ^135a 7 33: V 7 48a 4 6 6 


35: V / 625x 6 y 9 36: V 7 243a°b 7 

38: -^ASex^y 11 39: V 7 64x 9 t/ 13 


41: 

\l— 

V9i> 2 

42: 

to 

\4k* 

43: 

45: 

3 / 6x 3 

\8t/ 9 

46: 

00 

CO 

47: 

49: 

. /64x 3 

V 9t/ 

50: 

/16x 3 

V 9t/ 6 

51: 

53: 

3/24a 6 5 7 

V 54c 8 

54: 

3 / 250x 4 
\l92y*z 7 

55: 

57: 

V(x + ^) (x 2 

- 2/ 2 ) 


58: 

59: 

a/ (x 2 + X — 

2)(2x 2 

— x — 1) 

60: 

61: 

a/ a 2n b bn 



62: 

63: 

aX a 2n 6 5n 



64: 


14: ^405 15: ^512 


V 5x 4 t/ 2 

19: 

V 7a 8 6 4 

V 7 6x 6 2/ 9 

23: 

7 x 3 y 3 

V 7 12x 8 i/ 5 

27: 

"V 7 24a 7 

•V 7 125a 9 

31: 

V 7 16xV 

00 

£ 

V 7 1626 4 c 6 

CO 

^ 64a 7 6 8 

40: 

^ 3 8 a 10 6 15 

/ 5a 5 

44: 

^ / 7 a 7 

Y16& 6 

\ 12 ic 8 

4 / 2x 3 

00 

3 / 26 2 

V81a 12 

V 125x 9 

„ /8a 8 " 

52: 

_ /18a 5 

Y36 7 

VI 6c 3 

5/486x 6 t/ 9 

56: 

4/62 5a 12 

V 32a 7 

V 326 5 c 7 


v (x — 2y ) (x 2 — 4y 2 ) 

V 7 (x 2 + 4x + 3)(3x 2 + 2x 
</ a 2n b 6n 
"V 7 a 3n b in 


En los problemas 65 a 80 reduzcase el orden de los radicales y eliminense luego del 
signo radical todos los factores posibles. 

65: 66: V 7 ^_ 67: 68: V 7 64 

69: \ / 4x[ 70: V / 125x 6 _71: ^512a 3 72: V / 32x 5 

73: V / 64x«y 12 74: V 7 64x 6 y 9 75: V 7 64x 6 t/ 9 

76: V 7 25x 12 j/ 6 77: V 7 ^ — l) 2 ~l6 78: V^Sx—2) 9 

79: V 7 64(3x - 1)« 80: ^243 (2x + 5) 5 


Escribanse cada una de las expresiones siguientes con un solo radical del menor 
orden posible. 



7.9 MULTIPLICACION DE RADICALES DEL MISMO ORDEN. 

Si se lee de derecha a izquierda la ley (7.15), se obtiene el produeto de 
dos o mas radicales del mismo orden. 

EJEMPLO 1 Encontrar el produeto de a/ 3* por VT. 

Solution 

VsV 7 = V 7 (3) (7) = V21 

EJEMPLO 2 Encontrar el produeto de V 7 2ab por V 7 5a 2 b 3 . 
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Solution 


V / 2 abX / 5a*b 3 = V / (2a6) (5a 2 6 3 ) =^10 a 3 6 4 

Frecuentemente el radicando obtenido como producto de dos radica- 
les de orden n, tiene factores que son enesimas potencias. En tales casos 
se deben eliminar del radical todos los factores racionales posibles. 

EJEMPLO 3 Encontrar el producto de V5 ab 2 por a/15 ab 3 . 

Solution 

V 5ab 2 V 15<z6 3 = V(6a&*)(15a& 3 ) 

= V / 75a 2 b 5 

= V(25a 2 & 4 )3b 

= 5ab 2 's/zb 

EJEMPLO 4 Calcular el producto de V 7 6x 4 ?/ B por V 7 4xy 2 , y por V 7 9x 2 i/ 3 . 

Solution 

V 7 6x 4 y 5 A^ 7 4xy 2 V 7 9x 2 t/ 3 = V 7 (6x 4 i/ 5 )(4xy 2 ) (9x 2 ^ 3 ) 

= V / 216x 7 j/ 10 
= V 7 (6x 2 t/ 3 ) 3 (xt/) 

= 6x 2 t/ 3 A^xy 


7.10 DIVISION DE RADICALES DEL MISMO ORDEN. 


Si se lee de derecha a izquierda la ley (7.16) se puede obtener el co- 
ciente de dos radicales de orden n. El procedimiento se ilustra mediante 
los siguientes ejemplos: 

EJEMPLO 1 Encontrar el cociente de w 24o 3 b 4 c 5 entre 'V3ab 2 C 2 . 

Solution 


\/24a 3 b 4 c 5 
V 3ob 2 c 2 


V 


24a 3 6 4 c 5 
3aPc*~ 


segun ec . (7.2 £) 


= \/ 8 a 2 6 2 c 3 


= V (2 2 a 2 6 2 c 2 )2c 
= 2 abc\/2c 


EJEMPLO 2 Calcular el cociente 384a 7 6 2 C 11 entre n/ 9a 2 6 9 c 5 . 
Solution 


y / 384g 7 b 2 c 11 
V 7 9a 2 6 9 c 5 


5/384a 7 6 2 c 14 


a/ : 


9a 2 b 9 c 5 


5 128a 5 c 6 




36 7 


s/(2 6 a 5 c 6 )(4c) 
V 6 5 (36 2 ) 


segun ec. (7.16) 


2ac sj 4c 
T" V36 5 
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7.11 RACIONALIZACION DE DENOMINADORES. 


Una fraccion que contiene un radical en el denominador se puede 
expresar siempre por medio de otra fraccion equivalente que no con- 
tenga ningun radical en el denominador. Este proceso se llama raciona- 
lizacion de denominadores. Muchas operaciones que comprenden radi- 
cales se facilitan si al principio se racionalizan todos los denominado- 
res. 

Si el radicando es una fraccion cuyo denominador es un monomio, o 
si el denominador de una fraccion tiene un radical como factor, el ra¬ 
dical se elimina del denominador segun el metodo que se ilustra en los 
ejemplos siguientes. 

EJEMPLO 1 Racionalizar el denominador de 2/Vs. 

Solucion: Para racionalizar el denominador en 2 /Vs se multiplica cada miem- 
bro de la fraccion por Vs, Y se obtiene 

2 _2_ VS _ 2a/3 _ 2a/3 

a/3 “ a/3 a/3 “ a/3 5 ~~ 3 


Una ventaja que la expresion racionalizada tiene sobre la original se 
presenta al escribir la fraccion en forma decimal. Como V~S = 1.732, 
la expresion decimal 2/V / 3 = 2/L732 requiere una division labo- 
riosa. En la forma racionalizada 2\/3/3 = 2(1.732)/3, la computacion 
requiere solo dos pasos tan simples, que se puede efectuar mentalmente. 

EJEMPLO 2 Racionalizar el denominador de VSa/2b 2 c. 

Solucion: Para racionalizar el denominador de Vsa/2bi 2 c se convierte la fraccion 
en otra equivalente en la que el denomin ador es un cubo perfecto. La operacion 
se efectua multiplicando el radical por V 46c 2 /46c 2 = 1. Se tiene asf 


I2b 2 c 


Jj 3a 3 

/46c 2 

v 2b‘ 2 c \ 

Ubc 2 

3/l2aftc 2 


Y 8 b 3 c 3 

S' 

V 12a6c 2 



segun ec. (7.16) 


2 be 


EJEMPLO 3 Racionalizar el denominador de (x 2 — y 2 ) / 2x Vx + y). 

Solucion: El denominador de (x? — y 2 ) / (2x y x + y) se racionaliza multipli¬ 
cando cada miembro de la fraccion por Vx + y, y se obtiene 

% a — t / 2 _ (x 2 — j/ 2 ) Vx + y 

2xVx + y 2x v% + y V% + y 
_ (x 2 — y 2 ) \/x + y 

2xV (x + y ) 2 

= (x + l/)( X — y) Vx + y 
2x( x + y) 

= (x — y)Vx + y 
2x 
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7.12 SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES RADICALES. 


Para simplificar una expresion radical se efectuan los pasos siguientes: 

1. Se efectuan todas las operaciones posibles con las leyes de los 
Pr. (7.9) a (7.11). 

2. Se eliminan de los radicales todos los factores racionales posibles. 

3. Se racionalizan los denominadores. 

4. Si el resultado final contiene un radical, este se reduce al menor 
orden posible. 

EJEMPLO 1 Simplificar 

-y/3x 3 # x/lSxj/s 
a/ 80x 7 y 
Solution 


segun (7.15) y (7.16) 

se han efectuado las operaciones indicadas 

se ha reducido el radicando al menor 
termino 

se ha eliminado un factor rational 
se ha racionalizado el denominador 


nota; Se puede simplificar algo la operation anterior si en el tercer paso el 
denominador se convierte en un cuadrado perfecto, multiplicando cada mi embro 
de la fraction por x. Se obtiene asi 

9 y & _ I9xy s _ 3 y^y/xy 
16x 3 Vl6x 4 - 4x 2 

EJEMPLO 2 Simplificar 

y / 24a 3 & 2 c 3 
V 7 Sa s b 6 ti y/ 48o 2 6®c 9 

Solution 

y / 24a 3 6 2 c 2 
y/ 8a 5 6 6 c 3 'v / 48a 2 6 2 c 9 


-<■ 

-4 


24a 3 5 2 c 2 


(8o 5 6 6 c 3 ) (48a 2 6 2 c 9 ) 
24a 3 6 2 c 2 


384a 7 b 8 c 12 


16a 4 6 6 c 10 


- 4 


(16 aW)(6V) 


2abti \6*c* 


segun (7.15) y (7.16) 

se ha reducido el radicando al 
menor termino 

se han sacado las potencias cuartas 
se ha eliminado un factor rational 



-y/3x 3 y V'lSxj/ 5 _ ^ j(Sx 3 y)(15xy s ) 
y/80x 7 y ~ ' 80 x 7 y 


j45x 4 y Ct 
”80 x 7 2/ 


9 ^ 

16x 3 


= 4 

= s y\jy 

4x \x 

= 

4x Vjc 2 
_ 3y 2 V xy 
4x 2 
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-^24aW = i 4 jSw 

■x/8a b b 6 c 3 ^48a 2 b 2 c 9 2abc 2 \ 6‘c 4 

1 

(2a6c 2 )(6c) 
= 2a6 2 c 3 V " i)C 


-y6 2 c 2 


se Aa reducido el orden del radical 


se ha racionalizado el denominador 


Despues de cierta practica es posible combinar algunos de los pasos 
anteriores efectuando mentalmente las operaciones. 


EJEMPLO 3 Simplificar 


(\/ 6x 3 yz) 2 (\/ 2xy 5 z 3 ) 3 
y/ 8 x 7 y 3 z 6 

eliminando los factores que sea posible del radicando. 
Solucion 

(\/ 6x 3 yz) 2 (\/ 2xy 3 z 3 ) 3 l(6x 3 yz) 2 (2xy 5 z 3 ) 3 

y/8x 7 y 3 z 5 ~ V 8x 7 y 3 z 5 segun (7. 


= 6x 3 yz ^ 
= 8x 3 yz^ 
- 6 x 3 yz*\ 

= (6x 3 yz) I 

_ 6x 3 y 7 z 3 
x 2 

- 6xy 7 z 3 


8 x 7 y 3 z i 

/ (2xi/ B z 3 ) 3 
V 8 x 7 y 3 z h 
\8x 3 y lb z 9 
\8xW 


(S) 


segun (7.15) y (7.16) 
eliminando un factor racional 
segun (7.4) 

simplificando el radicando a su mi¬ 
nima expresion 

extrayendo raiz cuadrada 
efectuando las operaciones indicadas 


EJERCICIO 29: SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES RADICALES 

En cada uno de los problemas que siguen simplifiquese la expresion en un solo 
radical, racionalicese el denominador, eliminense del radicando todos los factores 
posibles, y cuando sea factible, reduzcase el orden del radical. 


1: V2A/18 

2: V5V2O 

3: V3V27 

4: a/6 V24 

5: V^A^ 

6: A / 2A / 32 

7: 'V / 5V / 25 

8: A / 9A / 24 

9: A/| 

10 : a/I 

11: A/j 

12: A/f 

.0 V32 

a/108 

^108 

a/486 

a/2 

a/3 

15: ^4 

16: ^6 


17: VfV-V 1 

OA. aVT" a 6 / 18 

zu- v T25 

23 : V" 6x 2 y V"2xt/ 5 

26: V8o 3 6° V2a 5 6 

29: v / 16m 3 »'v // 4m» 4 

32: -y2s®av / 4s 4 a 2 

o. ^ /l4x 

35: \4i/ 3 >3|/ 2 


V 8xy 2 "\/2 xi/ 

V 15a6 3 a/ 5a6° 
VHaH* V27at 

V / 6d* i v / 12d 2 * 2 


\ I— \l—— 

>36 V256 4 


-A 4 / 2 a 4 /25 

V 49 V T 

A 7 3a6 3 a/ 6a6 

VT^h 3 k 2 Vrhk~ 
a/ 10?J 7 q 2 a/ 4O379 3 
\/3p 2 q\/l2p 9 q~ 

/ix 3 /2 x7 
\5i/ \9i/ 2 


' 5 y \10x 2 


\5 1 / \S 
\/Sx 3 y 
■\/l8xy 2 
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V7xy* 
d8 ' V8 &V 
_ V243a 2 & 4 
41 : y^Mab 3 
V375 W_ 

44: ^36^ 

Vio 

47- —=—= 

' V12V30 

\/30x' s y-' 

50 * — ■ • ■ - - 

V245 xz 4 V 2Ayz 3 

V 50 a -4 ?/ 5 

53: v _-| 

\/ 3a?/ -2 

v / 21fe- 1 fc- 3 
—- 

VIW 

K _ (x + y) Vx + y 

O I • /- 

-\/x 2 — y 2 

(x + 2/) Vx - y 

0*7 • j- 

VX 2 — y 2 


61- — v 

' V(a 2 - 6 2 ) (a - 5) 

Vc 2 - d 2 

V(c + d)(c - d ) 2 


39: 

V 27 a 6 b 3 

40: 

V343fc 7 fc 2 

Vl 8o 3 5 5 

V35 h 3 k 3 

42: 

V12x6 3 

43: 

y/162a 6 h‘ l 

V75 x 3 & 

\/ 6 a 2 h 

45: 

V3 V72 

46: 

V35V2I 

V6 

Vl5 

48: 

V35 

49: 

V7x 2 z V3i/z 2 

V30 V84 

V 42xz 2 

51: 

y/GkH* 

52: 

V 14x 3 a 2 V 98a< 2 

■^/3h 3 ky/AhH 

V2 xi 


54: 

56: 

58: 

60: 


V2i&- 2 tt~ 1 

V24fm 3 

V5&=^ 

y/Sb-'c- 1 

Vx 2 — 2/ 2 
(x — l/) Vx + y 
{x — y) y'x — y 
Vx 2 — l/ 2 


V(6» - c 2 )(& - c) 

b ^ : V(b + C) 2 

-^(c - d ) 2 

' V(c 2 - d 2 ) (c + d) 


7.13 ADICION DE RADICALES. 

Para encontrar la suma de dos o mas radicales del mismo orden y de 
igual radicando se suman los coeficientes de los radicales y el resultado 
se multiplica por el radical. 

EJEMPLO 1 Sumar los radicales 2Vo + 5V^a — 3Va. 

Solution 

2 Va + 5 Va - 3 Vo = (2 + 5 - 3) Va 

= 4 Va 

Dos radicales de diferente orden o eon diferentes radicandos no pue- 
den sumarse. Por ejemplo, ni yfa + V b ni y/a + y */a se pueden 
expresar como un solo termino. 

Si los radicales por sumarse no estan en su forma mas simple, se 
simplifican segun los metodos del Pr. (7.12 ) y luego se efectua la suma 
de aquellos que tengan el mismo indice o el mismo radicando. 

EJEMPLO 2 Simplificar y sumar los radicales \/108 + a/48 — a/3. 

a/ 108 + a/ 48 — a/ 3 = a/ (36)3 + a/ (16)3 — a/ 3 factorizando 

= 6 A /3 + 4a/3 —a/3 eliminando factores radicales 
= (6 + 4 — 1) A/ 3 " sumando los radicales 

= 9A/3 
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EJEMPLO 3 Simplificar la expresion y sumense los radicales posibles. 
y/ 8a 3 fr 3 + \/ab — — *v^ 8a 4 6 4 — y/ Aa 2 b 2 . 

Solucion: La forma de resolver este problema es: (1), tratar de convertir los ra¬ 
dicales al mismo orden o, por lo menos, agrupar los radicales del mismo orden, y 
(2), tratar de dejar bajo radical los mismos radicandos. En la practica ambos 
procesos se combinan. 

y/ Sa z b z + \/ab — VI - v / 8 aW - 

= V(4a 2 6 2 )2a6 + -f/ab - ~ v / (2ab) 3 ab - V(2 ab) 2 (1) 

= 2aby/2ab +-\/ab — ~ 2ab\/ab — \/2ab (2) 

= (jiab — — l^\/2ab + (1 — 2 ab)\/ab (3) 

Notese en (1) y (2) que el radicando de los radicales de segundo orden puede 
convertirse en 2 ab y que el de los radicales de tercer orden puede serlo en ab; 
por tanto, puede ser simplificado. 


EJERCICIO 30: ADICION Y SUSTRACCION DE EXPRESIONES RADICALES 


Eliminense del radicando todos los factores posibles y racionalicese cada deno- 
minador; efectuense entonces las operaciones de adieion y sustraccion que sean 
propias. Cuando sea posible reduzcase el orden de cada radical. 


1 

3 

5 

7 

9 

11 

13 

15 

17 

19 

21 

22 

23 

24 

25: 


V2 - V8 + VbO_ __ 

V5 - V20 - V45 -f V80 
V~2 - Vhi + Vf 250 

^5_- •V / 40_+ V 625 _ 

V27 + V24 - Vl08 + V 7 375 

V32 + Vl2 - V98 + V75 

2 — x V 9 x 2 y + x 2 Wy 

V\ 2a 3 b s + V 7 8a 5 b — V 7 50a 7 b 3 

x *x Vx 
x\/8x \Zl8x 3 | 10a; 2 

y y *” y\/2x 

V 7 9u 2 v — V 7 4mv 2 — V 7 u~v + V 7 25m» 2 
— Vs¥ + V 7 12sa 5 + Vs¥ 
"V 7 p 2 g 4 — V'pY + V 7 8pVq _ -v 7 8~ 7 " ! 

1 y 3 /- 3 /— 


2: 

4: 

6: 

8: 

10: 

12 : 

14: 

16: 

18: 

20 : 


V p 2 # 4 — V p 4 q 5 + V 8p 5 g — "V 8p 7 q 2 
V2x 2 t i - ^ — -V 7 16x 5 l + "V 7 8x 4 f 2 

V? - V?+V?+VI 

** Vf + §VMV¥ + V 
27: V¥+< 


4& 

25b 


V3 - V27 + V48 

V6 - V24 - Vl50 +V 2 I 6 

V* — ^24 — V 7 192 

Vfl6 +\fl28 -^86 
V20 + <*S60 + V180 - V 7 ^ 
W40 - V25+ Vl35 +^200 

V 7 4 pq 3 — V 7 9p 3 q + V 7 16p 3 g 3 


v — v v i 

Van - V4 an? + Vat? 


\/16a a/9o 3 


M + 

afe 3 T 5 V 


50a 

b^“ 


a \ 


a 


•\/6a 3 


a 2 

Vf 


6 b 2 + 



b 2 ^ / 32a 5 
b 7 
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28 : 

29: 

30: 

31: 

32: 

33: 

34: 

35: 

36: 

37: 

38: 

39: 

40: 


a/ 3 xy + </ 9x 2 y 2 + a/27 x 3 y 3 
</ 27a6 4 — 26'V / a 2 6 2 — b's/ a 3 b 3 
4 /144a 2 , A /27a , s/81a 4 

+ Vt - + 


6 c 2 


64a 2 b 2 


. 0 / c 3 
512a 3 6 3 


+ 


\/— 

\a 4 b 4 


_ V_ 

2 x — y 


A /2 * ~ V _ a /2x_± 
*2x + 2/ v2x — 


V 


ix -3 y , „ jx + 3?/ 


+ -vfc±. 

. _ \x — oy 

la — b la + b a 2 + 26 2 

aV—^ v-r — 

* g “4" 6 Vfl — 6 


a 2 — b 2 


''a-26 Y 


la — 26 


+ 


a — 6 


f>+3 
2 a/p + 3 


2a — 6 ' V2a 2 - 5a6 + 2b 2 


— a/p + 3 


x - 7 


2-v/^ + 5 


+ 3v" g — 2 
3 V® + 6 


3 -^=+ 2 V,-+2 


7.14 OTRAS OPERACIONES CON RADICALES. 

Multiplicacion de raultinomios cuyos terminos contienen radicales. Para 
obtener el producto de dos polinomios cuyos terminos contienen radi¬ 
cales, se emplean los metodos de los parrafos (1.7) y (7.9). 

EJEMPLO 1 Encontrar el producto de Vx — 2 y/xy + 2 y/y y a/x + 2y/xy — y/y. 
Solution 


Vx —■ 2y/xy + 2 V 1 / 

V^x + 2 \ // xy — 

x. — 2xy/ y + 2 y/xy 

2xy/ y — 4xi/ + Ayy/ x 


xy 


multiplicando y/x — 2 y/ xy + 2 y/y 
por y/~x 

multiplicando a/x — 2 A / xy + 2\Ty 
por 2A /xy 

+ 2y\^x — 2 y multiplicando a/x — 2 A/xj/ + 2\/?/ 
por — y/y 


X 


+ a/x?/ — 4x?/ + 6 y\ // x — 2 y 
Por tanto, el producto es x + Vx]/ — 4 xy + 6#a/x — 2 y. 


7.14 OTRAS OPERACIONES CON RADICALES 135 



Introduction de un factor bajo el signo radical. En una expresion 
del tipo a -\/b se puede colocar el factor a debajo del signo radical si se 
eleva a la potencia n, esto es, a \/b = '\/a n b. 

EJEMPLO 2 Colocar el factor a 2 b dentro del radical en a 2 b\/ab 
Solution 

(a 2 ) 3 b 3 (ab) 

= 

EJEMPLO 3 Colocar el factor 2 x a y 2 bajo el signo radical en 2X 3 t/ 2 V / 3 xy 3 
Solution 

2 x z y 2 3 xy z = V 7 ( 2x 3 y 2 ) 4 3xy 3 

= </ 48 x ls y n 

EJEMPLO 4 Poner el factor externo bajo del signo radical en cada una de las siguientes 
expresiones radicales, y arreglar luego los radicales en orden de magnitudes: 3V 3, 
2V~6, 4 V~27 

Solution 

3 V3 = V(9)(3) = V27 
2V6 = V (4) (6) = V24 
4V2 = V 7 (16) (2) = V32 

Luego, puesto que 24 < 27 < 32, la ordenacion deseada es 2 Vo, 3A/3*, 4V^. 

Conversion de dos o mas radicales a radicales del mismo orden. Dos 
o mas radicales se pueden expresar en el mismo orden si, primero, se 
expresa cada uno en la forma exponencial; segundo, se reducen los 
exponente fraccionarios a un comun denominador; tercero, se escribe 
el resultado nuevamente en forma radical. 

EJEMPLO 5 Convertir V2 xy 3 , "V 7 3 x 2 y, V 7 x z y 2 a radicales del mismo orden. 

Solution 

a/ 2xy 3 = 2 1/2 x 1,2 y 312 V 7 Sx 2 y = 31 / 3 ^ 2 / 3 ^ 1/3 \/. x z y i _ X 3/i y m 

El minimo comun multiplo de los denominadores 2, 3 y 4 es 12. Por tanto, si cada 
exponente fraccionario se reduce a una fraccion que tiene 12 por denominador, se 
tiene 

26/12^6/12^18/12 34/12^8/12^4/12 x 9ll2yGll2 

Las expresiones anteriores en forma radical son 
V / 2 6 x 6 y ls 3 4 x 8 y 4 x 9 y 6 

EJEMPLO 6 Encontrar el producto de V 2 a 3 b por yy 4a6 4 , reduciendo primero los radicales a 
un mismo orden y efectuando luego la multiplicaeion. 

Solution 

(A/2a 3 6)(V / 4a6 4 ) = (2 1/2 a 3 / 2 6 1/2 ) (4 1/3 a 1/3 6 4/3 ) 

= (2 3 / 6 a 9 /®b 3/6 ) (4 2/6 a 2/6 & 8/6 ) 
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= V / 2 3 o 9 6 3 V / 4 2 a 2 b 8 
= V 7 (2 3 )(4 2 ) a 1 ^b^ 

= V 7 2 7 a n b u puesto que 4 2 = 2 4 

= </ (2a6) 6 2a 8 6 5 
= 2a6'V 7 2a 6 b s 

Se pueden reducir al mismo orden dos o mas radicales, sin cambiar 
previamente a exponentes fraceionarios, empleando el metodo siguiente. 

1. Se encuentra el M.C.M. de los indices de los radicales. Este sera 
el indice de los radicales que se obtengan. 

2. Se multiplica el exponente de cada factor del ra dican do, por el 
cociente obtenido al dividir el anterior M.C.M. entre el indice del radical. 

EJEMPLO 7 Reducir al mismo orden las expresiones V 7 2a 2 b, V 7 Sab, and 4a 3 6 2 

Solution: Se observa que el M.C.M. de los indices es 12. Por tanto, se multipli- 
can los exponentes del primer radicando por 4, los del segundo por 6 y los del 
tercero por 3. Se obtiene asi 

V 7 : 2a 2 b = V 7 2 4 a 8 6 4 = V 7 16a 8 b 4 
V3a6 = V 7 3 6 o®6 6 = V / 729a 6 b 6 
V 7 4a 3 6 2 = v 7 4 3 a 9 b 6 = V 7 64a 9 b 6 

Racionalizacion de denominadores que son binomios. Si el denomina- 
dor de una fraccion es la suma o la diferencia de dos terminos de los 
cuales por lo menos uno contiene un radical de segundo orden, se racio- 
naliza el denominador segun el metodo que se muestra a continuacion. 

EJEMPLO 8 Racionalizar el denominador de 4/(V 7 ^ — 1). 

Solution: Puesto que el producto de la suma por la diferencia de dos numeros 
es igual a la diferencia de los cuadrados de los numeros, se multiplica por \ // 5 + 1 
cada miembro de la fraccion anterior, y se obtiene 

4 4(a/ 5 + 1) 4(y / 5 + 1) _ 40/5 + 1) _ 4(V5 + 1) 

V5 - 1 “ (V5 - 1)(V5 + 1) ~~ (V5) 2 - 1 ” 5-1 4 

= V5 + 1 

EJEMPLO 9 Racionalizar el denominador de la fraccion a ~b ^ 

■\/a + y/b 

Solution 

a -4” b -f- 2 \/ub (a -f - b -f- 2\/ah') (\//i — y/b ) 

y/a + y/b (\/® + “ V^) 

a\4 — ay/b + by/a — by/b + 2 ay/b — 2by/a 

a — 6 

y/a(a -j- b — 22>) -}- \/b( — a — 2) 2(z) 

a — 6 

\/a(a — &) + y/b(a — 6) 
a — 6 

_ (a — b)(\/g + \A) 
a — b 
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= s/a + Vb 

En los ejemplos 8 y 9 se obtuvo la racionalizacion deseada multipli- 
cando los dos miembros de la fraccion por un binomio que contiene los 
mismos terminos que el denominador, pero cambiando el signo entre 
ellos. Si se aplica este procedimiento a cualquier fraccion cuyo denomi¬ 
nador sea un binomio que contenga un radical de segundo orden, se 
obtiene una fraccion equivalente cuyo denominador es la diferencia de 
los cuadrados de los terminos del binomio original. Por tanto, no con¬ 
tiene radicales. 


EJERCICIO 31: OPERACIONES CON EXPRESIONES RADICALES 

Determmense los productos indicados en los problemas 1 a 16. 


1: 

3: 

5: 

7: 

9: 

11 : 

13: 

14: 

15: 

16: 


(V3_+ V5KV3 - Vb )_ 2: 

(2V5 - V6)(2V5 + V < 6) 4: 

(V5 - 2V3)(2V5_- V3) _ 6: 

(2V7 - 3V / 2)(3V / 7 - 2 V 2 ) 8: 

(a + Vb)(a - Vb) _ 10: 

(a/ a — Vb) (o “I - a /ab -f- 6) 12: 

(Va + Vb_ - Vab)(Va - Vb_ + Vab ) 
(Vx — V y V xy)(Vx — Vy — Vxy) 
(Va + Vb + Vc)(Va + V& - Vc) 

(a — A/a -J- y/ 2a) (a -f- y /a — y/ 2a) 


(VT + a/3) (V7 - VZ) 

(VU + V / 7)(a/u - a/?) 
(3 a/2 - V3)(V2 + 2A/3) 
(5V2 + 2A/5)(3A/2 - VS) 
(Vu + Vv) (Vu — Vv) 
(Vu +Vv)(u — Vuv + v) 


En los problemas 17 a 28 sustituya el coeficiente del radical por un factor del 
radicando y ordene los radicales por orden de magnitud. 


17: 3V2, 2A/6, 2a/5_ 

19: 2a/30, 5 VS, 3VlZ 
21: 3V2, 4VT, 2V7_ 

23: 5V2, 3V9 l 2V§I_ 

25: aV2, aV2a, a 2 V2a, 0<a<l 
26: 2abVSb, BaVzb*, 2bVlcfib 
27: 3aV lab 3 , 2bVl6a 3 b, abVSSab 

28: *VI' Wl" 6 > 1 


18: 3 VS, 3V6, 4a/3 

20: 3A/19, 6a/5, 5a/7 

22: 4V3, 3V8, 2V26 

24: 4V5, 3Vl2, 2V4I 


Reduzcanse a un mismo orden las expresiones de los problemas 29 a 36. 

29: VSy, V 3j/ 2 30: VSw,VSw 2 

31: V5x 2 , VSx _ 32: VSy , VSy 

33: V3a:, V9x 2 , V2x 34: Va, Va, Va 

35: Vx 2 y,V2x 3 y 2 ,V3x 2 y 3 36: V2x?/, V 5x 2 y 3 , V 9x 3 y 5 


Reduzcanse a un mismo orden las expresiones de los problemas 37 a 44 y luego 
efectuense las operaciones indicadas. 

37: V3 V 2 38: Vi V 2 39: VHx 2 VSlx 3 


40: -\/2x 3 \/8x 2 


41: 


•\/3a "V3a 2 

Via 3 


42: 


\/3ab \/ / a?b 3 
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43: 


\/Sx 2 y \/9x s y 3 


44: 


s/ 4a !/y -C/ 8x 3 y 2 


s/Sxy s/2xy 

Racionalicense los denominadores de los problemas 45 a 64. 

1 


45: 


49: -s* 


1+V2 

3 d - \/3 


46: 


50: 


53: 


57: 


60: 


63: 


54: 


V3 - 1 

2_+V6_ 
a/2 +a/3 
c — 2\/fl5 -f- 6 
-\/a — \/5 
2a 2 — 5ay/b + 25 
2a — s/b 
9 - 2V35 
s/7 - V5 - s/3 


V3 - 1_ 
5 - V5 
V5 - 1 


47: 


51: 


s/5 - 2 

2 + VS 

1 - s/3 


48: 


52: 


V7 - 2 
3 - a/5 
3 + V5 


s/15 
s/5 - 

“ 8 55- V21 ' 
- V3 ^ s/7 - 

- 11 
a/3 

66: VT 2 ^ 

a/7 + a/2 

58: 

a — — 26 

59: 

a* — 3 as/b + 26 

y/a -J- s/b 

a — 2 s/b 

/»1 ,ic 

2 +2y/2 

62: 

2s/6 

ol. 

1 + s/2 +V3 

s/2 + -s/3 - s/5 

64: 

13 - 10V2 



VlO - a/5 + a/2 




Racionalicense los numeradores de los problemas 65 a 72. 

V3-1 V5-V2 Cf7 . V7- V3 


65: 


69: 


s/l -s/2 
1 - s/W 


66: 


70: 


_ 3 

s/5 + 2 a/3 
-1 + s/l5 


67: 


71: 


4 

3V7 + y/2 


68 : 


72: 


s/8 — s/3 
5 

s/Ti -y/5 


* Como primer paso multipliquese numerador y denominador 


19 — 2s/l4 *“■ l+y/55 

por 1 + V 2 — V 3 
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en capitulos anteriores se ha estudiado que la respuesta de un pro- 
blema practieo, frecuentemente puede encontrarse estableciendo y resol- 
viendo una ecuacion de primer grado (capitulo IV) o bien un con junto 
de ecuaciones de primer grado (capitulo VI). Sin embargo, al intentar 
resolver ciertos problemas resulta que la ecuacion correspondiente con- 
tiene alguna potencia de la incognita superior a la primera potencia. 
El proposito de este capitulo es estudiar el caso en que la mencionada 
ecuacion contiene como potencia mas alta de la incognita la segunda 
potencia. Una ecuacion de este tipo se llama de segundo grado o cuadra- 
tica , palabra que proviene de la voz latina que significa cuadrado.* 
Conviene notar que lo que caracteriza a una ecuacion de segundo 
grado es que la potencia maxima de la incognita sea la segunda, inde- 
pendientemente del numero de incognitas. En el presente capitulo se 
discutiran principalmente las ecuaciones de segundo grado con una in¬ 
cognita, mientras que en el capitulo IX se trataran las ecuaciones de 
seguno grado con dos incognitas. 

8.1 DEFINICION DE ECUACION DE SEGUNDO GRADO 

Una ecuacion del tipo ax 2 + bx + c — 0, en la cual a, b y c son cons- 
tantes arbitrarias y a ^ 0, se llama ecuacion de segundo grado . Las ecua¬ 
ciones de segundo grado en las que aparecen la primera y la segunda 
potencias de la incognita se Ilaman ecuaciones completas de segundo 
grado , mientras que las que solo contienen la segunda potencia de la 
incognita se Ilaman ecuaciones simples de segundo grado. 

* Por razones analogas las ecuaciones en la que la maxima potencia de la in¬ 
cognita es la tercera o la cuarta potencia, se Ilaman ecuaciones de tercer grado o 
ecuaciones cubicas y ecuaciones de cuarto grado o ecuaciones cuarticas ? respecti- 
vamente. 


ecuacion de 

segundo 

grado 
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ecuaciones 
simples y 
ecuaciones 
completas 


EJEMPLO 


Por ejexnplo, 2x 2 — 3x + 2 = 0 es una ecuacion completa de segundo 
grado, mientras que 3x 2 — 27 =0 es una ecuacion simple de segundo 
grado. 

Para obtener las raices de la ecuacion simple de segundo grado 
3x 2 — 27 = 0, primeramente se despeja x 2 , obteniendose x 2 = 9. Por 
tanto, resulta que x es igual a 3 y a — 3 o abreviadamente dz 3, ya 
que (zb3) 2 = 9. 

Resolver la euacion 4x 2 + 16 = 0 


Solution 

4x 2 + 16 = 0 

4x 2 = —16 transponiendo 

x 2 = —4 dividiendo por 4 

x = -4-2 y/ — 1 extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros. 

En donde los valores de x, zb2V / — 1 son numeros imaginarios de acuerdo con la 
definicion del Pr. 7.4. 

NOTA. En matematicas se emplea la letra i para denotar a/ — 1. Por 
tanto, i 2 = — 1. De acuerdo con esta notacion las soluciones del ejem- 
plo 2 son x = zb 2i. 

En el Pr. 8.4 se discutira este tipo de solucion de una ecuacion de 
segundo grado, estableciendose un metodo para encontrarla. 

En los tres paragrafos siguientes se trataran metodos para resolver 
ecuaciones de segundo grado que no son necesariamente del tipo simple. 


8.2 SOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO POR FACTORIZACION. 


un factor 
igual a cero 


pasos para 
factorizar 
una ecuacion 
de segundo 
grado 


El empleo de la factorizacion para resolver ecuaciones de segundo grado 
depen de del principio siguiente: 

El producto de dos o mas factores es cero , si cualquiera de los facto- 
res es cero. 

Asi, la ecuacion (x — 2) (x + 1) = Ose satisface, ya sea para x 
— 2 = 0 ya sea para x + 1 = 0. Por consiguiente, las raices de la 
ecuacion son x = 2 y x = — 1. 

El principio anterior da lugar a un metodo altamente eficaz para la 
resolucion de ecuaciones de segundo grado o de grado superior. Sin 
embargo, no puede emplearse a menos que la ecuacion sea equivalente 
a otra en la cual el miembro de la izquierda sea el producto de dos o mas 
factores y el de la derecha sea cero. 

Las ecuaciones de segundo grado se resuelven por el metodo de fac¬ 
torizacion, efectuando los pasos siguientes: 

1. Se trasladan todos los terminos de la ecuacion al miembro de la 
izquierda, con lo que el miembro de la derecha queda igual a cero. 

2. Se factoriza el miembro de la izquierda en factores de primer grado. 
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EJEMPLO 1 


EJEMPLO 


3. Se iguala cada factor con cero y se revuelven las dos ecuaciones de 
primer grado asi formadas. 

Evidentemente, no se puede llevar a efecto el procedimiento si des¬ 
pues de haber dado el paso 1 resulta que el miembro de la izquierda no 
es factorizable. 


Resolver por factorizacion la ecuacion 2x 3 = x + 6. 

Solution: A continuation se muestra la aplicacion de los pasos 1, 2 y 3 a este 
problema. 


2x 2 = x + 6 
2x 2 — x — 6 = 0 
(2x + 3)(x - 2) = 0 

2x + 3 =0 
2x = -3 


ecuacion propuesta 

se ha transpuesto x + 6 

se ha factorizado 2x 2 — x — 6 

se ha igualado con cero el primer factor 


x ~ ~§ 
x — 2 = 0 
x = 2 


se. ha igualado con 

cero el segundo factor y se ha resuelto 


Por tanto, las dos soluciones son x — — | y jt = 2 


Resolver la ecuacion 5y 2 = 6y 

Solution: Observese que en esta ecuacion el termino constante es igual a 0. 

5 y 2 — 6y = 0 se ha transpuesto 6y 

y(5y — 6) = 0 se ha factorizado el miembro izquierdo 

y = 0 se ha igualado a 0 el cada factor 

5y — 6 = 0 
V = t 


En consecuencia las dos raices son y = 0 y y = |. 

nota: Se desea destacar nuevamente la condicion de que este metodo 
se aplica solo cuando el miembro de la derecha es cero. Si uno de los 
factores del miembro de la izquierda es cero, su producto es cero; no 
importa cual sea el valor del otro factor. Sin embargo, si el miembro de 
la derecha no es cero, como en (x — 1) ( x — 2) = 6, no se puede 
arbitrariamente fijar el valor de uno de los factores, ya que con ello 
se fija automaticamente el valor del otro. Por ejemplo, si en la ecuacion 
anterior se hace x — 1 = 2, se implica que x — 2 = 3, puesto que el 
producto de ambos es 6. Evidentemente, las dos condiciones propuestas 
no se pueden satisfacer para un mismo valor de x. 


EJERCICIO 32: ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 


Resuelvanse las ecuaciones simples de segundo grado de los problemas 1—20. 


1: 4x 2 — 49 = 0 
3: 16x 2 - 81 = 0 
5: 5x 2 — 45 = 0 
7: 3x 2 - 48 = 0 


2: 9x 2 - 25 = 0 
4: 64x 2 -1=0 
6 : 6x 2 - 24 = 0 
8 : 2x 2 — 8=0 
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9: 3x 2 - 25 = 0 
11: 4x 2 — 8=0 
13: x 2 + 9 = 0 
15: 2x 2 + 8=0 
17: 9a: 2 + 16 = 0 
19: a: 2 + 3 = 0 


10: 5x 2 —4=0 
12: 6x 2 - 27 = 0 
14: 3x 2 + 12 = 0 
16: 5x 2 + 20 = 0 
18: 6x 2 + 32 = 0 
20: 5x 2 + 15 = 0 


Resuelvanse las siguientes ecuaciones por el metodo de factorizacion. 


21: x 2 - 2x - 3 = 0 

23: x 2 + 4x = 5 

25: x 2 + 3x - 10 = 0 

27: x 2 + 4x = 0 

29: 2x 2 + 3x = 9 

31: 2x 2 + 3x = 0 

33: 3x 2 + lOx - 8 - 0 

35: 4x 2 — 9 = 9x 

37: 6x 2 = 12 + x 

39: 4x 2 + 4x — 15 = 0 

41: 12x 2 + 12 = 25x 

43: 12x 2 + 6 = 17x 

45: 15x 2 = 8 + 2x 

47: 10x 2 — 2x = 0 

49: 30x 2 — x — 20 = 0 

51: 25x 2 - 30x = 0 

53: 48x 2 + 58x + 15 = 0 

55: 32x 2 + 18x = 0 

57: 94x — 48 = 45x 2 

59: 35 — 69x = 54x 2 

61: x 2 — ex — 6c 2 = 0 

63: 2 p 2 x 2 + pqx — 15g 2 = 0 

65: 2x 2 + mx — 2nx — mn = 0 

67: 2c 2 x 2 + x — 2 c 2 d 2 x — d 2 = 0 


22: 

x 2 + x - 6 = 0 


24: 

to 

1 

to 

II 

00 


26: 

x 2 + 6 = 5x 


28: 

x 2 + 8x + 15 = 0 


30: 

3x 2 — 2 = 5x 


32: 

4x 2 — 9x + 2 =0 


34: 

4x 2 + 3x = 0 


36: 

5x 2 + 16x - 16 = 

0 

38: 

6x 2 + 4x = 0 


40: 

8x 2 - 15 = 2x 


42: 

10x 2 + 21x + 9 = 

0 

44: 

12x 2 — 6x = 0 


46: 

14x 2 + 9x = 18 


48: 

12x 2 = 15 + llx 


50: 

24x 2 - 2x = 15 


52: 

35x 2 + 2x =24 


54: 

36x 2 + 35 = 72x 


56: 

60x 2 + x = 10 


58: 

35 = 54x + 72x 2 


60: 

56x 2 - 63 = 62x 


62: 

6x 2 + 5bx = 6b 2 


64: 

4 a 2 x + abx —3b 2 

= 0 

66: 

fgx 2 — g 2 x +/ 2 x - 

1 

II 

o 

68: 

2jx 2 — 2A:x + jkx 

1 

II 

o 


8.3 SOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO COMPLETANDO UN 
CUADRADO PERFECTO. 

En el Pr. 2.1 se encontro que el cuadrado del binomio x + y es 
x 2 + 2xy + y 2 . Si y se reemplaza por la constante a, se obtiene 
(x a) 2 = x 2 + 2ax + a 2 , la cual es una forma importante del trino- 
mio cuadratico general. En el trinomio mencionado observamos que el 
primer termino es x, que el segundo termino contiene la primera potencia 
de x y que el ultimo termino es positivo e igual al cuadrado de la mitad 
del coeficiente de x. Dado un trinomio como este, puede factorizarsele 
facilmente. Por ejemplo, el trinomio x 2 — 6x + 9 es un cuadrado per- 
fecto, ya que el primer termino es x 2 , el segundo termino contiene solo 
la primera potencia de x y el tercer termino, 9, es igual al cuadrado de 
la mitad del coeficiente de x, o sea — 3. Ademas, resulta que la raiz 
cuadrada de este trinomio es * — 3. Otro ejemplo lo constituye el trino¬ 
mio x 2 + 5x + pues el ultimo termino es igual a de 5) 2 , sien- 
do, por tanto, x 2 + 5x + — (x+ -|-) 2 . 
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bases de la 
resolucion 
completando 
un cuadrado 


EJEMPLO 1 


Con esto se ha establecido la base para manipular trinomios euadra- 
ticos que son cuadrados perfectos. Es posible extender la utilidad de este 
tipo de expresiones aprendiendo a formar ecuaciones de segundo grado 
cuyos miembros sean cuadrados perfectos. Para lograr esto, usaremos el 
principio basico que dice que las raices de una ecuacion no se alteran 
si se anade el mismo numero a cada uno de sus miembros. Esto permite 
resolver una ecuacion de segundo grado completando el cuadrado, que 
es un metodo que puede aplicarse para la resolucion de cualquier ecua¬ 
cion de segundo grado. Si no se tiene exito en la aplicacion del metodo 
de factorizacion en los primeros dos o tres intentos, entonces es acon- 
sejable utilizar el metodo de completar el cuadrado. A continuacion se 
ilustra el desarrollo del metodo con tres ejemplos. 

Resolver: x + 3 = 2x? 

Solution 


x + 3 = 2x 2 

la ecuacion dada 

(i) 

—2x 2 +x + 3 =0 

trasponiendo 

(2) 

2x 2 —2—3=0 

multiplicando por — 1 

(3) 

(x + l)(2x - 3) = 0 

factorizando 


x = — 1, % 

igualando (x + 1) y (2x — 3) 



separadamente a cero, 

Supongamos ahora que el miembro izquierdo de (2) no sea facilmente factoriza- 
ble, tratemos de resolver el problema en forma que el miembro a la izquierda sea 
cuadrado de un binomio. En lugar de (2) tendremos: 

X 2 — \x — |^ = 0 dividiendo ambos miembros por el coeficiente de x (4) 

Se suma a cada miembro el cuadrado de la mitad del coeficiente de x, esto es 
y se obtiene 


x 2 — ^X 

_ 3 
— 

transponiendo el termino constante 

(5) 

X 2 — -%X + YW 

— JL _1_ 

2* 16 

sumando a ambos terminos 
la constante necesaria 

(6) 


Se escribe ahora el miembro de la izquierda de (6) como el cuadrado del binomio 
x — _Ly se simplifica el miembro de la derecha. Se tiene asi 


{x - i)* = 


24+1 

16 


25 

16 


co 


Luego, puesto que las raices cuadradas de numeros iguales son iguales y siendo 


_5 

4 


y 

X 

X 


—JLlas raices deJiiL, se tiene 
4 16 

_ 1 _ _ 5 . 

4 “ 4 
_1 _ 5 . 

4 “ 4 

X = ^ + % de ec. (8) 

— 6_ 

4 

_ 3 
_ 2 

x = ^ — f- y de ec. (9) 

— jL 
~ 4 


( 8 ) 

(9) 


= -1 
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Por tanto, las soluciones de (1) son x = -|-, x — — 1. 

nota 1. Generalmente las ecuaciones (8) y (9) se combinan en la forma 

x - i = ±f (10) 

y la solucion establecida asi es 



nota 2. Es frecuente que se haga la pregunta de por que no se usa tambien 
el signo ± en el miembro de la izquierda. La respuesta es que con ello no se 
obtiene otra solucion. Si se emplea el doble signo en el miembro de la izquierda 
de (10) se tiene 

±(* - i) = ±|- 

Cuando se usa el signo mas en el miembro de la izquierda se llega a raices an- 
teriormente obtenidas, y cuando se usa el signo menos f se obtiene 

-(* - i) = ±f 

Luego, si se divide entre — 1, se tiene 

* -1 = =f* 

que conduce a las mismas raices cuando se resuelve. 

El proceso de resolver una ecuacion de segundo grado completando un 
cuadrado consiste de einco pasos que se enlistan a continuacion. 

1. Se trasladan y se ordenan los terminos de la ecuacion, de tal modo 
que en el miembro de la izquierda queden los que contienen x 2 y x como 
primero y segundo, respectivamente, y en el miembro de la dereeha el 
termino constante. 

2. Se dividen los dos miembros entre el coeficiente de x 2 , 

3. Se suma a los dos miembros el cuadrado de la mitad del coefi¬ 
ciente de x . 

4. Se igualan las raices cuadradas de los dos miembros de la ecua¬ 
cion obtenida en el paso 3, anteponiendo el signo ± a la raiz cuadrada 
del termino constante. Este paso produce dos ecuaciones de primer grado. 

5. Se resuelven para x las dos ecuaciones de primer grado obtenidas 
en el paso anterior. 

EJEMPLO 2 Resolver, completando el cuadrado, la ecuacion 4y? = 4x + 11. 


pasos de la 
resolucion 
completando 
un cuadrado 


Solucion: Los numeros a la izquierda en las siguientes expresiones, indican los 
pasos que se van efectuando. 


4x 2 — 4x = 11 
x 2 — x = 

x* - x + (-i) 2 = + (~i) 2 

_ i i i i 
-T + I 
— 12 
~ 4 


se ha transpuesto 4x 

se han dividido ambos miembros entre 4 

se ha sumado (^-de — l) 2 en ambos 
2 

miembros 
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extrayendo la raiz cuadrada de ambos 
miembros 


(X - i) 2 = 3 
x — 4 = ± Vs 

x = £ ± Vs se ha resuelto para x 

Puesto que es un numero irracional, la solucion no tiene mayor simplificacion. 

Comprobacion. Se puede comprobar la solucion si se sustituye x por V~3 en 
cada miembro de la ecuacion propuesta. Se obtiene asi 

4(4 ± Vi) 2 = 4[i ± 2(4 Vi) + ( Vi) 2 ] = 4(4 ± Vs + 3) 

= 13 ± 4 V3 

para el miembro de la izquierda y 

4(| ± Vi) + 11 = 2 ± 4 Vs + 11 = 13 ± 4 Vs 

para el miembro de la derecha. Puesto que los dos valores son iguales, la solucion 
esta correcta. 

Si se desea un valor numerico aproximado de x, se obtiene V~3 con tantas cifras 
decimales como se desee. Con tres cifras decimales = 1.732. Entonces x = 

.I. ± 1.732 = 0.5 ± 1.732, que conduce a. 2.232 y — 1.232. 

EJEMPLO 3 Resolver, completando el cuadrado, la ecuacion x 2 + 8 = 4x. 

Solucion 

ecuacion propuesta 

se han transpuesto y ordenado los terminos 
notese que el paso 2 es innecesario 

se ha surnado i-^de — 4) 2 a ambos 
miembros simplificando 
se ha extraido la raiz cuadrada 


Comprobacion . Para comprobacion se sustituye 2 ± 2 V — 1 en cada miembro de 
la ecuacion dada. Para el miembro de la izquierda se obtiene 

(2 ± 2V -1)2 + 8 = 4 ± sV~—l + (2V / ^I)2 + 8 
= 4 ± 8V^1 + (-4) + 8 
= 4 ± 8W1 -4 + 8 

= 8 ± 8>V — 1 

y para el miembro de la derecha, se tiene 

4(2 ± 2V~—\) = 8 ± sWi 

Por tanto. la solucion eonouerda. 


x 2 + 8 = 4x 
x 2 — 4x = —8 

x 2 - 4x + ( —2) 2 = -8 + ( —2) 2 

(x - 2) 2 = -4 _ 

x - 2 = ± V -4 

= ± V4(-l) 
= ±2V -1_ 

x = 2±2 V-1 


8.4 NUMEROS COMPLEJOS 

En la solucion del ejemplo del Pr. 8.1 aparece el termino ±'2 \/—1 
y en la solucion del ejemplo 3 del Pr. 8.3 se encontro la expresion 
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2 ±2"\/—-1. En el presente paragrafo se discutira la forma de manejar 
tales soluciones. 

Por definicion, (Pr. 7.4) el termino 2\/—1 es un numero imaginario. 
Tal como se menciono en el Pr. 7.4 fue necesaria una extension del sis- 
tema numerico para incluir tales numeros. Existe la costumbre general 
de represen tar el simbolo \/—1 con la letra i o, en particular en electrici- 
potencias de i dad y electronica, con la letra Por definicion, se tiene i = ~\J —1. 

Por tanto, i 2 = —1. 

Y ademas, i s — i 2 i — — \ i = — i , i 4 = i 2 i 2 = (—1) (—1) = 1, 

i 5 = i 4 i = i, i 6 = i 4 i 2 = —1, i 7 = i 6 i = — i, e i 8 = i 4 i 4 = 1. 

En consecuencia, las potencias sucesivas de i, son los valores i, —1, — i, 
y +1, los cuales se repiten precisamente en este orden. Puede hacerse 
uso de i para escribir 2\/—1 resultan do 2 i. De hecho, si N es cualquier 
numero positivo entonces ^— N = —1 ^TN. Esto permite encontrar 
raices de cualquier orden de un numero negativo. Por ejemplo, V—16 

= VT6 V—1 = ± 4 i 

Con respecto a la solucion del ejemplo 3 del Pr 8.3, en donde se en- 
numero contro x = 2 d= 2i, se establece ahora la siguiente definicion: Un nu- 

complejo mero del tipo a + bi, en donde a y 6 son reales e i — V—1, se llama 

numero complejo. Si a y b son ambos diferentes de 0, entonces a + bi 
se llama numero imaginario. Si a es igual a 0 y b es diferente de 0, 
entonces a + bi se llama numero imaginario puro. 

Si a es diferente de 0 y b es igual a 0, entonces a + bi corresponde a 
un numero real (Pr. 1.1). Por tanto, el campo de los numeros complejos 
contienen al conjunto de todos los numeros reales. 

Son ejemplos de numeros complejos los numeros imaginarios 2 + Si, 
- —i, el numero imaginario puro 2 i y el numero real 3. 

EJERCICiO 33: SOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 
COMPLETANDO EL CUADRADO 

Resuelvanse, completando el cuadrado, las ecuaciones de los problemas 1-60. 


1: 

x 2 — 2x — 

15 = 0 

2: 

x 2 — 

5x - 24 = 0 

3: 

x 2 + lx = 

18 

4: 

x 2 - 

36 = 9x 

5: 

2x 2 — x — 

3=0 

6: 

3x 2 + x — 4 = 0 

7: 

2x 2 — 3x - 

- 14 = 0 

8: 

3x 2 - 

- 15 = 4x 

9: 

6x 2 — x = 

15 

10: 

16x 2 

+ lOx - 9 = 0 

11: 

lx + 12 = 

10x 2 

12: 

8x 2 + 2x - 15 = 0 

13: 

x 2 — 6x = 

18 

14: 

x 2 - 

4x = 3 

15: 

x 2 — 8x = 

8 

16: 

x 2 - 

lOx + 5=0 

17: 

x 2 + 5 = 5x 

18: 

x 2 — 

3x + 1 =0 

19: 

x 2 + 7x + 9 = 0 

20: 

x 2 - 

- 3 = -x 

21: 

4x 2 + 8x 

= 1 

22: 

9x 2 

- 2 = 18® 

23: 

4x 2 + 4x 

= 5 

24: 

9x 2 

+ 9x = 1 

25: 

3x 2 — 2 = 

= 2x 

26: 

6x + 3 = 2x 2 


* Esto se debe a que i se usa frecuentemente en estos temas para la representa- 
cion de corrientes. 
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27 

3x 2 

= 8 x — 2 

28 

1 + 12 x - 

o 

II 

<N 

1 

29 

5x 2 

+ 9x + 3 = 0 

30 

3x 2 + 1 = 

5x 

31 

4x 2 

+ 7x + 2 = 0 

32 

5x 2 = llx 

- 5 

33 

x 2 - 

- 4x + 5 = 0 

34 

x 2 + 10 = 

6x 

35 

x 2 = 

= 2x — 5 

36 

lOx - 29 

= X 2 

37 

2x 2 

+ 10x + 13 =0 

38 

9x 2 + 12x 

= -5 

39 

9x 2 

+ 5 = — 6 x 

40 

2x 2 + 6 x + 5 = 0 

41 

2x 2 

+ 6 x = -7 

42 

3x 2 = 9x - 

- 7 

43 

2x 2 

+ 15 = lOx 

44 

3x 2 — 6 x - 

- 5 

45 

3x 2 

+ 3 = 5x 

46 

x — 1 = 5x 2 

47 

4x 2 

+ 1 = 3x 

48 

3 6x 2 — 

7x = 0 

49 

x 2 - 

o 

0“ 

1 

% 

II 

50 

x 2 + ab — 

2£> 2 = (a — 6 )x 

51 

x 2 = 

= 2a 2 b 2 + abx 

52 

x 2 + 2a 2 = 

(26 + 3a)x — 2a6 

53 

ax 2 

= a + b — bx 

54 

atPx 2 — b 

1 

o 

II 

H 

55 

a 2 x J 

+ (ab — a)x =2+26 

56 

ax 2 + 6 2 - 

- 2 a6 2 = (6 — ab)x 

57 

(a - 

- b)x 2 = 2bx + 4 a 

58 

6 x 2 + (6 - 

- 2a)x = 6 2 + ab 

59 

a 2 x 2 

— b 2 = 2ab + 2 a 2 x 

60 

(a 2 - 6 2 )x s 

— Aabx + b 2 = a 2 

Mediante 

el uso de la Tabla III 

(Apendice) calculense 

en fracc.iones con tres 

deci males 

las raices de las siguientes ecuaciones. 


61 

x 2 = 

= 8 + 4x 

62 

x 2 — 7 = 2x 

63 

x 2 - 

8 x - 16 = 0 

64 

10 x — 1 = 

X 2 

65 

2 x 2 

- 6 x - 1 = 0 

66 

3x 2 — 6x = 

= 1 

67 

3x 2 

+ 5 = 9x 

68 

1 + 3x = 

2 x 2 

69 

3x 2 

+ 4x — 2 =0 

70 

2x 2 — — 7x — 4 

71 

5x 2 

+ 8x + 2 =0 

72 

7x 2 + 8x - 

-1=0 


8.5 LA FORMULA DE LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO 


Trasladando y ordenado terminos se puede escribir en la siguiente forma 
cualquier ecuaeion de segundo grado. 


ax 2 + 6x + c = 0 a ^0 (8.1) 

Si se resuelve (8.1) completando un cuadrado, se obtiene una formula 
util y eficaz para la resolucion de cualquier ecuaeion de segundo grado. 
En seguida se deducira la formula resolviendo (8.1) y despues se explica- 
ra el uso de la misma. 


ax 2 + bx + c 
ax 2 + bx 
b 

x 2 d- x 

a 

b / h\ 2 

X 2 d— x + 
a 


(£) 

(* + 4 


0 

—c 

—c 

a 

—c 


x+-^- = 


2a 

x 


+ »- 

a 4 a 2 

b 2 — 4 ac 
4 a* 

-\/b 2 — 4 ac 
± 2 a 


2a ± 


b \/b 2 — 4 ac 


2 a 


ecuaeion propuesta 
se ha transpuesto c 

se han dividido los dos 
miembros entre a 

se ha sumado 1 % de 6. ra 
cada miembrol a J 

se ha simplificado 

se han igualado las raices 
cuadradas de los dos 
miembros 

se ha resuelto para x 
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Luego, puesto que las dos fracciones del miembro de la derecha de la 
ultima ecuacion tienen igual denominador, se tiene 


formula de la 
ecuacion de 
segundo 
grado 

EJEMPLO 1 


EJEMPLO 2 



— b ± \/b 2 — 4ac 
2a 


( 8 . 2 ) 


Las formulas (8.2) se eonocen con el nombre de formula de la ecua¬ 
cion de segundo grado y su uso se muestra en los siguientes ejemplos: 

Resolver la ecuacion 6x 2 = 12 + x. 

Solution: Para resolver la ecuacion 6x? 12 + x mediante el uso de (8.2), se 

trasladan los terminos y se ordenan de tal modo que el primero sea el que con- 
tiene x 2 que el tercero sea el termino constante y que el miembro de la derecha 
sea cero. De esa manera se tiene 6x? — x — 12 = 0. Si se comparan ahora los 
coeficientes de esta ecuacion con los de (8.1) se observa que a = 6, b = —1, y 
c = —12. Entonces, si estos valores se sustituyen en (8.2), se obtiene 


-(-1) ±V(-1) 2 -4(6)(-12) 

2 ( 6 ) 

1 ±Vl+ 288 

12 

1 zb 17 
12 


— 18 
T"2 


_ 16 

T2 


_ 3 
“ 2 


y 


_ 4 


Resolver Sx — 13 = 4x 2 , mediante el uso de la formula de la ecuacion de segundo 
grado. 


Solution: Si se trasladan y ordenan terminos, se tiene —4JC 2 + 8% — 13 = 0. Por 
tanto, comparando con (8.1) se tiene a = — 4, 5 = 8 y c = —13. Sustituyendo 
en (8.2) estos valores 


-8 zb V8 2 -.4(-4)(-13) 
2 (— 4 ) 

-8 d= a/64 - 208 

Zg 

-8 ±-s/^l44 

-8 _ 

-8 ± 12 
-8 

-8 db 12i 

-8 

2 — 3i 2 -f - Si 
2 y 2 


EJERCICIO 34: EMPLEO DE LA FORMULA DE LA 

ECUACION DE SEGUNDO GRADO 

Resuelvanse las ecuaciones de los problemas 1-60 mediante el uso de la formula 
de la ecuacion de segundo grado. 

1: x 2 + x = 12 2: x 2 + x — 42 = 0 

3: x 2 = 2x + 35 4: x 2 + 3x — 54 = 0 
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5: 

2x 2 — 42 = 5x 

6: 

3x 2 + 8x = 35 


7: 

5x 2 = 18 + x 

8: 

lx 2 + 4x - 20 = 

0 

9: 

42x 2 — x — 30 = 0 

10: 

48x 2 + 32x = 35 


11: 

36x 2 = 13x + 30 

12: 

63 + 62x = 56x 2 


13: 

x 2 — lOx 4-5 = 0 

14: 

00 

II 

1 

<M 


15: 

x 2 = 12x — 4 

16: 

x 2 — 6x = 11 


17: 

x 2 4- 7x 4- 1 = 0 

18: 

x 2 + llx + 29 = 

= 0 

19: 

x 2 + 9 = 9x 

20: 

x 2 = 15x — 45 


21: 

4x 2 — 5x — 1 =0 

22: 

9x 2 = 17 - 6 x 


23: 

4x 2 + 12x = 9 

24: 

9x 2 — 18x — 23 

= 0 

25: 

5x 2 = Ux — 5 

26: 

7x 2 — 12x + 4 = 

= 0 

27: 

8x 2 — 9 = 12x 

28: 

6x 2 - 12x + 5 = 

= 0 

29: 

llx 2 = 1 — 8 x 

30: 

12x + 4 = 15x 2 


31: 

14x 2 — 16x = 7 

32: 

13x 2 - 14x - 2 

= 0 

33: 

x 2 + 13 = 6x 

34: 

x 2 — 12x + 45 = 

= 0 

35: 

x 2 = 8x — 20 

36: 

x 2 — 14x + 50 = 

= 0 

37: 

2x 2 + 14x 4- 25 = 0 

38: 

2x 2 = 2x — 1 


39: 

9x 2 + 5 = 6x 

40: 

2x 2 + 6x + 5 = 

0 

41: 

4x 2 = 6x — 3 

42: 

5x 2 + 4x + 2 = 

0 

43: 

8x — 6 = 3x 2 

44: 

3x 2 + 9 = lOx 


45: 

7x 2 - 6x = -2 

46: 

llx 2 + 8x + 2 = 

= 0 

47: 

12x 2 + 14x = — 5 

48: 

13x 2 = 12x - 3 


49: 

x 2 + ab — a 2 = — bx 

50: 

x 2 — (a — b)x = 

ab 

51: 

x 2 + 2 ax — 2ab = bx 

52: 

x 2 + a 2 — 6 2 = 2 ax 

53: 

mx 2 — nx = m 4- n 

54: 

p 2 x 2 — px = q 2 + q 

55: 

cx 2 + dx = c 4- d 

56: 

2 fgx 2 - (4/ 2 - Q 2 

= 2 fg 

57: 

(u 2 — l)x 2 + 2u 2 x +4=0 

58: 

r 2 x 2 — 2r 2 x + r 2 

= 9 

59: 

w 2 x 2 — 2wx + 4v = 4» 2 

60: 

a 2 bx 2 = 2 ax +46+4 


Usese la formula de la ecuacion de segundo grado para efectuar las operaciones 
que se requieren en los problemas 61-68. 

61: Resolver y 2 — x 2 + 5x + y — 6 = 0 Dara y en terminos de x. 

62: Resolver y 2 + 2y — x 2 — Ax — 3 =0 para y en terminos de x. 

63: Resolver x 2 — 7y — y 2 — 3x — 10 =0 para x en terminos de y. 

64: Resolver x z — 4t/ 2 — 2a: — 12 y — 8=0 para x en terminos de y. 

65: Resolver 2 y 2 + 9x — y — 2x 2 — 10 = 0 para y en terminos de X. 

66: Resolver 3x 2 — 2 y + lOx + 8 — 3 y 2 = 0 para y en terminos de x. 

67: Resolver 5 y 2 — 5x 2 + Sy — 2x + 3 =0 para x en terminos de y. 

68: Resolver 12y 2 + 1 6y — 3x 2 + 2x + 5 = 0 para x en terminos de y. 

Resuelvanse las ecuaciones de los problemas 69 y 80 empleando la formula de la 
ecuacion de segundo grado y encuentrense las raices con tres cifras decimales con 
ayuda de la tabla III del apendice. 


69 

2x 2 - 

- 4x + 1 =0 

70: 

3x 2 — 4x 

= 1 

71 

3x 2 = 

= 5 + 6x 

72: 

3x 2 + 3 = 

8x 

73 

5x 2 - 

- 4x — 4 = 0 

74: 

6x — 1 = 

7x 2 

75 

7x 2 - 

- lOx - 1 = 0 

76: 

8x 2 — 6x 

= 3 

77 

13x 2 

= 4x + 4 

78: 

6x + 1 = 

14x 2 

79 

8x = 

: 15x 2 - 1 

80: 

llx 2 + 2 

= lOx 


8.6 ECUACIONES DE FORMA CUADRATICA 

Una ecuacion del tipo. 
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a[f(x)Y + b[f(x)] + c = 0 (8.3) 

se dice que es de forma cuadratica. El simbolo f(x) denota una expre¬ 
sion en x y debe observarse que dicha expresion aparece en los dos cor- 
chetes. Por ejemplo, la ecuacion 

4,(x 2 — x) 2 — 11 (x 2 — x) + 6 = 0 (8.4) 

es de la forma cuadratica, puesto que x 2 — x aparece en los dos paren- 
tesis. 

Cuando la expresion f(x) en (8.4) es de grado uno o dos, se puede 
resolver por los metodos dados en este capitulo. El procedimiento se 
ilustrara mediante el ejemplo siguiente: 

EJEMPLO 1 Resolver para x la ecuacion (8.4) 

Solution: Para encontrar el valor de x en la ec. (8.4) se hace primero z = 
x? — x* Entonces (8.4) se convierte en 4z 2 — 11 z + 6 — 0, la que es una 
ecuacion de segundo grado en z y que se resuelve para z por el metodo de facto- 
rizacion. 


X4 z - 3)(z - 2) = 0 

2-2=0 

2=2 

(1) 

1 

CO 

II 

o 

* = i- 

(2) 

Despues se remplaza x 2 

— x por z en cada una de las ecuaciones (1) y (2) yse 

resuelven para x asi, se 

obtiene 

* 

i 

K 

II 

to 

de ec. (1) 

* 

1 

H 

1 

to 

II 

o 

se ha transpuesto 

(x — 2)(x + 1) =0 

se ha factorizado 

£ — 2=0 

se ha igualado el primer factor a cero 

£ = 2 

se ha resuelto para x 

£ + 1=0 

haciendo el segundo factor cero 


x = — 1 resolviendo para x 
Analogamente, de (2) se tiene 
x 2 — X = -§- 

cuyas soluciones son x = % y x — —^ . Por tanto, las soluciones de (8.4) son 
x = 2, — i y — 1. 

EJEMPLO 2 Resolver 3% 4 = 2x 2 + 1. 

Solution: Para resolver 3x 4 = + 1, se hace z = x 2 y se tiene 

3z 2 = 2z + 1 

Las soluciones de esta ecuacion, obtenidas por cualquiera de los tres metodos 
dados, son z = lyz=— Luego, puesto que z = — se tiene 

* La sustitucion empleada es un ejemplo de un mecanismo algebraico muy 
usual, cuyo proposito es facilitar la solucion del problema. Por tanto, el verdadero 
primer paso en tales problemas consiste en percibir la utilidad de una determinada 
sustitucion . 
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X 2 = 1 


X = ±1 
c 2 = —ji 
x = 



i 


Por tanto, las soluciones de la ecuacion original son: x = 1, — 1, (1/V3 )i y 

— uvs);. 


EJERCICIO 35: REDUCCION DE ECUACIONES A LA FORMA CUADRATICA 

Reduzcanse a la forma cuadratica las siguientes ecuaciones y resuelvanse para x. 


1: 

x i - 2 Ox 2 + 64 = 

0 

2: 

x 4 + 144 = 40x 2 

3: 

9x 4 = 37x 2 - 4 


4: 

36X 4 - 13x 2 + 1=0 

5: 

x 4 + 12 = 7x 2 


6: 

12x 2 - 27 = x 4 

7: 

10x 2 = x 4 + 24 


8: 

4x 4 - 17x 2 = -18 

9: 

X 4 = X 2 + 20 


10: 

x 4 + 6x 2 — 27 = 0 

11: 

x 4 + 2x 2 = 8 


12: 

x 4 = 2x 2 + 24 

13: 

8x 4 + 14x 2 = 9 


14: 

6x 4 = 12 — x 2 

15: 

2x 4 = 30 - 4x 2 


16: 

9x 2 + 10 = 9x 4 

17: 

2x -2 = x- 1 + 3 


18: 

3x 2 = 4x _1 + 4 

19: 

6x -2 =6 — 5x —1 


20: 

15x -2 = 12 + llx -1 

21: 

27x 6 + 8 = 35x 3 


22: 

x 6 — 9x 3 = — 8 

23: 

8x 6 = 19x 3 + 27 


24: 

x 6 + 216 = 35x 3 

25: 

(x 2 + 6) 2 - 17 (x 2 

+ 6) + 70 = 0 



26: 

(2x 2 - 5) 2 = 39 + 10 (2x 2 - 5) 



27: 

(3x 2 - 8) 2 + 76 = 

= 23(3x 2 - 8) 



28: 

(4x 2 + 3) 2 = 11 (4x 2 + 3) - 28 



29: 

(x 2 + x) 2 + 72 = 

18 (x 2 + x) 



30: 

(x 2 + 3x) 2 = 14 (x 2 + 3x) - 40 



31: 

(2x 2 + 3x) 2 - 9 = 

= 8(2x 2 + 3x) 



32: 

(3x 2 + 5x) 2 — 10 (3x 2 + 5x) = 24 



33: 

(x 2 + 3x) 2 - 3(x 2 

+ 3x) — 4 



34: 

(x 2 - x) 2 = 3(x 2 - 

- x) — 2 



35: 

(2x 2 - 5x) 2 - 3 = 

= 2(2x 2 — 5x) 



36: 

(2x 2 - 3x) 2 = 3(2x 2 — 3x) — 2 





sugerencia: Sea z = 


42: 2 


43: 3 


teM 


x + 1 
2.x - V 
3 

2 

x + 3 


entonces — 
z 


- 3 = 0 


2x - 1 

X + 1 
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45: 2x + 1 - 5 V2x + 1 +6=0 
46: 2x + 6 = 4\/2x+3 

sugerencia: (Problema 46). Anadase — 3 a cada miembro de la ecuacion y luego 
hagase z — V 2x + 3. 

47: 6x — 1 = 5a/3# — 2 

«: 3 (^|) - *>£§! +1 - 0 


8.7 ECUACIONES QUE COMPRENDEN RADICALES DE SEGUNDO ORDEN. 


Ya que los cuadrados de dos cantidades iguales son iguales entre si se 
obtiene el principio siguiente: Cualquier raiz de una ecuacion dada pue- 
de ser tambien raiz de otra ecuacion que se obtenga al igualar los cua¬ 
drados de los dos miembros de la ecuacion propuesta. 

La proposicion reciproca no es valida. Por ejemplo, si se igualan los cua¬ 
drados de los dos miembros de 


■\/2x 2 — 1 — x 

se tiene 

2x 2 — 1 — x 2 


(8.5) 

( 8 . 6 ) 


Por tanto, 

2x 2 — x 2 — 1 
x 2 = 1 
x = ±1 


trans poniendo 


(8.7) 


El valor de x = 1, de (8.7) satisface la ec. (8.5). Sin embargo, cuando 
x = — 1, el miembro de la izquierda de (8.5) es V 2 (—l) 2 —T. = 
v 1 = 1, mientras que el miembro de la derecha es — 1. En consecuen- 
cia — 1 es una raiz de (8.6), pero no de (8.5). El valor x = — 1 se 
llama raiz extraha. 


Para resolver una ecuacion que comprende radicales de segundo or- 
den, se efectuan los pasos siguientes: 

1. Se deja en uno de los miembros un solo radical, trasladando al 
otro miembro los demas terminos. 


pasos para la 
resolucion de 
ecuaciones 
que implican 
radicales de 
segundo 
or den 


2. Se elevan al cuadrado los dos miembros de la ecuacion obtenida 
y se igualan entre si. 

3. Si la ecuacion que se obtenga no contiene radicales se resuelve 
para x. Si por el contrario contiene uno o mas radicales se repiten los 
pasos 1 y 2 hasta obtener una ecuacion sin radicales. Luego se resuel¬ 
ve esta ultima ecuacion para x. 

4. Se sustituyen en la ecuacion original los valores obtenidos para x 
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EJEMPLO 


EJEMPLO 2 


en el paso anterior y se determinan los valores de x que son raices y 
los que no lo son. 

El proceso de aplicar los pasos 1 y 2, hasta liberar la ecuaeion de ra- 
dieales se conoce eon el nombre de racionalizacion de la ecuaeion . 

Resolver la ecuaeion \/ 2x 2 — 2x + 1 — 2x + 3 =0. 

Solution: Para resolver la ecuaeion 

V2x 2 — 2x + 1 - 2x + 3 = 0 


se deja el radical en un miembro trasladando — 2% + 3, y se tiene 
V2x 2 - 2x + 1 = 2x - 3 
ahora se igualan los cuadrados de los dos miembros 
2x 2 — 2x + 1 = 4x 2 — 12x + 9 


como esta ecuaeion no comprende radicales se resuelve para x . 


2x 2 — 4.x 2 — 2x + 12x +1—9 
— 2x 2 + lOx - 8 
x 2 — 5x + 4 
(x — 4)(x — 1) 
x — 4 

x 

x — 1 
x 


= 0 transponiendo terminos para aislar el radical 
= 0 sumando terminos; 

— 0 dividiendo por 2 

— 0 igualando'los cuadrados de los dos miembros 

— 0 transponiendo y sumando 

resolviendo por la formula 

— 4 de la ecuaeion de segundo grado 

= 0 

= 1 


Por tanto, las raices de la ecuaeion racionalizada son: x = 4 y x = L. 
Se sustituye x = 4, en el miembro de la izquierda de (1), y se tiene 

V2(4) 2 - 2(4) + 1 - 2(4) 4- 3 = V32 -8+1 -8+3 

= V25 -8+3 
=5—8+3 
= 0 

Por tanto, x = 4 es solucion de (1). 


Sin embargo, cuando se sustituye x = 1 en el miembro de la izquierda de (1), se 
obtiene 

V2(l) 2 - 2(1) + 1 - 2(1) + 3 = V2 - 2 + 1 -2+3 

=1-2+3 
= 2 


Por consiguiente, x = 1 no es solucion de (1), ya que el miembro de la derecha 
es cero. Por tanto, la unica solucion de (1), es x = 4. 

Resolver la ecuaeion 

Vllx - 6 = V / 4x + 5 - Vx - 1 

Solution: Puesto que se tiene un solo radical en el miembro de la izquierda, se 
comienza por el paso 2. 

llx — 6 = 4x + 5 — 2 V 7 (4x + 5)(x — 1) + x — 1 

igualar los cuadrados 
de los dos miembros de (1) 
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2 V (4x + 5)(x — 1) = — llx+4x+x + 6+ 5 — 1 

. se han transpuesto y ordenado 

terminos 


2 V4x 2 + x - 5 = — 6x + 10 
V4x 2 + x — 5 = — 3x + 5 

4x 2 + x — 5 = 9x 2 — 30x + 25 

— 5x 2 + 31x - 30 =0 

_ -31 ± V(31) 2 - 4( —5)( —30) 
2( _ 5) 

-31 ± a/961 - 600 

- UlO 


se han sumado los terminos 

se ha dividido entre —2 

se ha factorizado el miembro 
de la izquierda 

se ha igualado cada factor 
con cero 


-31 dz a/361 

~ ^To 

-31 dr 19 
-10 
= f y 5 


Se sustituye x 
se tiene 


= JLen los dos miembros de (1). Para 
6 


el miembro de la izquierda, 


y para el miembro de la derecha 


V4(f) + 5 - VI - 1 “ Vt 


JI _ -I-1_«- 

\5 V5 V5 V5 


Por tanto, a: = JL es solueion de (4). Si se sustituye x — 5, en (4), se obtiene 
5 

"s/11(5) - 6 = V55 - 6 = V49 =7 

para el miembro de la izquierda, y 

V 7 4(5) + 5 - V 5 - 1 = V 25 - V4 =5-2=3 

para el miembro de la derecha. Por tanto, x — 5 no es solueion. 


EJERCICIO 36: SOLUCION DE ECUACIONES QUE COMPRENDEN 
RADICALES 


Resuelvanse las ecuaciones siguientes: 


1: 

Vx + 6 = V4x - 3 

2: 

V4x + 1 = V6x - 3 

3: 

Vx-1 = V2x-6 

4: 

Vx+3 = V3x — 2 

5: 

Vx + 11 - V2x -3=0 

6 : 

V3x + 6 = V4x — 4 

7: 

V 6 - x + Vx + 2=0 

8 : 

V2x + 7 = V 3x — 2 

9: 

Vx 2 — 3x + 5= V2x — 1 

10 : 

Vx 2 + 4x + 1 - V2x +4=0 

11 : 

Vx 2 + 4x — 8 = V3x + 12 

12 : 

Vx 2 + 3x — 3 — V 6x + 7 = 0 

13: 

2 x = V2x + 5 + 1 

14: 

3 x = VlO - 2x + 7 

15: 

2 x — V7x + 1=4 

16: 

\^9x + 1—^ = 1 

17: 

a/ 4x 2 + 2x + 7 + Ax = 5 

18: 

'\/ 2x 2 + 5x + 4 — 1 = 2x 

19: 

4 — 3x = V 6x 2 + 5x — 2 

20 : 

V 3x 2 + 8x + 1 — 3x = 1 
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21 : 

V2x 

+ 3 - Vx + 1 = 

1 22: 

V3x + 1=2 

+ Vx — 1 

23: 

y/ 5x 

- 1 - Vx + 6 = 

3 24: 

V3x + 1-2 

= V2x - 7 

25: 

V 5x 

+ 1 - V3x - 5 = 

= Vx + 1 



26: 

V3x 

+ 4 + V 2x + 6 = 

= Vx + 10 



27: 

V Qx 

- 5 - V2x - 1 = 

= V2x - 6 



28: 

y/x - 

■ 6 “f" y/2x + 2 = 

V 3x + 4 



29: 

y/ lx 

+ 8 = V3x + 1 + Vx + 1 



30: 

V lOx 

- 4 - V 3x - 3 

= V2z + 1 



31: 

V 9x 

+ 7 - V5x - 1 = 

= V3:c - 2 



32: 

y/4x 

+ 5 - V3x + 1 = 

= V3x — 2 



33: 

Vx 2 - 

- x + 3 — y/x 2 — 

3x + 4 = 1 



34: 

Vx 2 + x — 5 — Vx 2 - 

3x — 1=2 



35: 

Vx 2 - 

- 5x + 2 — v/ x 2 - 

- 6x + 2 = 1 



36: 

Vx 2 - 

- 2x + 1 - Vx 2 - 

- 4x — 9 =2 



37: 

\/2x ■ 
\/3x ■ 

^-2 

-2-3 

38: 

v/3x “4~ 1 "4“ 3 
Vx + l + l 

= 2 

39: 

V 4x + 5+4 q 

40: 

■\/3x -f- 3 4 2 

= 2 


V3x + 1-1 

V2x + 3 — 1 


41: 

yj ax - 

+ 2 a 2 = V 3 ax + : 

3 a 2 — a 42: 

V2bx + 3 b 2 = 

y/bx + b 2 + b 

43: 

V4c 2 

— 5ca; — 2c + V"2c 2 + cx 44: 

y/ 3 px + p 2 — 

y/px — p 2 = 2 p 


8.8 PROBLEMAS QUE IMPLICAN ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO. 

El planteo de muchos problemas, especialmente de aquellos que tratan 
acerca del producto o el cociente de la incognita, implican el uso de 
ecuaciones de segundo grado. El metodo para obtener la ecuacion nece- 
saria para resolver esos problemas es el mismo que el expuesto en el 
Pr. 4.5 y el lector debe revisar el parrafo al llegar a este punto. Es con** 
veniente hacer notar que frecuentemente, al resolver un problema me- 
diante el uso de una ecuacion de segundo grado, el problema tiene solo 
una solucion en tanto que la ecuacion tiene dos soluciones. En tales 
casos se descarta la raiz que no satisface las condiciones del problema. 


EJEMPLO 1 Un edificio rectangular cuyo fondo es doble de su frente, se divide en dos partes 
mediante una pared situada a 30 metros del frente y paralela a este. Si la parte trasera 
del edificio comprende 3 500 metros cuadrados, encontrar las dimensiones del 
edificio. 


Solucion: En problemas de este tipo es aconsejable trazar un diagrama como el 
en la figura 8.1. 


x — longitud del frente en metros 

Entonces 

2x = longitud del fondo 

tambien 

2x — 30 = largo de la parte trasera 


y 


x = ancho de la parte trasera 
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EJEMPLO 


iX‘ 



Por tanto, 

x(2x — 30) = area de la parte trasera 
En consecuencia, 

x(2x — 30) = 3500 

Efeetnando la multiplicacion indieada y trasladando 3500? 2x? —30x—3500 = 0 
(x — 50) (2x + 70) = 0 factorizando 

Por tanto, x = 50 y x = — 35. Sin embargo, puesto que las dimensiones no 
pueden ser negativas, se tiene 

x = 50 metros frente 

2x — 100 metros fondo 

Los tiempos empleados por dos pintores para pintar cada uno un metro cuadrado 
difieren entre si en un minuto. Trabajando conjuntamente emplean 1 hora 
en pintar 27 metros cuadrados. i En cuanto tiempo pinta cada uno un metro 
cuadrado ? 

Solution: Sea. 

x = numero de minutos que necesita el pintor mas rapido para pintar un metro 
cuadrado. 

Entonces 

x + 1 = numero de minutos empleados por el otro. 

De donde 


1 = fraccion de metro cuadrado que pinta el primero en un minuto 
% 


y 

1 = fraccion de metro cuadrado que pinta el otro en un minuto. 

x + 1 
Por tanto 


+ 


1 == fraccion de metro cuadrado que pintan entre los dos en un minuto. 

x ~b 1 

Sin embargo, puesto que trabajando juntos pintan 27 metros cuadrados en 60 

metros cuadrados 


minutos, en un minuto hacen 2lL = 
’ 60 


20 
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Por tanto 


1 , 1 = 9 metros cuadrados 

x x 4- 1 20 

Simplificando y transponiendo terminos, obtenemos la ecuacion de 2° grado. 

9x 2 - 31% - 20 = 0 
cuyas raices son: 
x — — JLy 4 

9 

El valor — JL se descarta en virtud de que un tiempo negativo no tiene signi- 
9 

ficado en este problema. Por tanto 
x = 4 

y 

x+ 1 = 5 

De este modo, los pintores emplean 4 y 5 minutos, respectivamente para pintar un 
metro cuadrado. 

EJERCICIO 37: PROBLEMAS QUE CONDUCEN A ECUACIONES 
DE SEGUNDO GRADO 

1: Encuentrense dos enteros consecutivos cuyo producto exceda a su suma en 
41 unidades. 

2: La diferencia entre el cuadrado de un numero positivo y el sextuplo de dicho 
numero es 16 unidades. Encuentrese el numero. 

3: El digito de las decenas de cierto numero es dos unidades mayor que el digito 
de las unidades y ademas la suma de cuadrados de ambos dfgitos es 52. Encuentrese 
el numero. 

4: Encuentrese un numero negativo tal que la suma de su cuadrado con el quin- 
tuplo del mismo numero sea igual a 6. 

5: Encuentrense dos numeros cuya diferencia sea 9 y cuyo producto sea 190. 

6: Encuentrense dos numeros cuya diferencia sea 4 y cuyo producto sea 480. 

7: Separese el numero 27 en dos partes cuyo producto sea 162. 

8: Separese el numero 42 en dos partes cuyo producto sea 341. 

9: Si el radio de un circulo se incrementa en 4 unidades, entonces el area 
resulta multiplicada por 9. Encuentrese el radio original. 

10: El producto de un entero positivo par con el reciproco del siguiente entero 
positivo par es igual al reciproco del primer entero mencionado. Encuentrese 
dicho entero. 

11: La suma de un numero con su reciproco es Encuentrese el numero. 

12: La diferencia de dos numeros es 6, y la suma de sus reciprocos es En¬ 
cuentrense los numeros. 

13: El area de un triangulo es 42 metros cuadrados. Encuentrense la base y la 
altura si la ultima excede a la primera en 5 metros. 

14: Encuentrense las dimensiones de un rectangulo cuyo perimetro es 64 metros 
y cuya area es 252 metros cuadrados. 

15: Una persona construye una banqueta recta de concreto con un perimetro de 
15 metros de longitud y con un volumen total de un metro cubico, formando una 
losa de 10 centimetros de espesor. <?Cuales son las dimensiones de la banqueta? 

16: Una sala rectangular cuya longitud excede a su ancho en 3 metros requiere 
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42 metros cuadrados de alfombrado de pared a pared. <?Cuales son las dimensiones 
del cuarto? 

17: Un granjero inspecciona la cerca de su granja rectangular dando una vuelta 
alrededor de ella en su jeep, calculando, por medio del velocimetro, que el peri- 
metro es de 3.5 millas. Si el area de la granja es de 480 acres, calculense las 
dimensiones del rectangulo. Nota. 1 milla cuadrada es igual a 640 acres. 

18: Una oficina cuadrada contiene 25 escritorios y ademas un pasillo, de 3 
metros de ancho, a lo largo de uno de sus lados. Si el espacio destinado a cada 
ocupante es de 5.2 metros cuadrados, calculese el tamaiio de la oficina. 

19: Un cuadrado de linoleo requiere 5 metros mas de longitud para cubrir un 
piso rectangular cuya area es de 84 metros cuadrados. Calculense las dimensiones 
de la pieza adicional del linoleo que debe comprarse. 

20: Se instala un tende iero de 2.5 metros de longitud a lo largo de la diagonal 
de un patio de servicio rectangular. Sabiendo que se requieren 3.5 metros de barda 
para cubrir dos de los lados adyacentes del patio calculense las dimensiones del 
patio. 

21: Un hacendado recorre 100 millas en automovil hasta una ciudad para recoger 
un automovil nuevo y luego regresa en el a su casa. Si la velocidad en el primer 
automovil fue 10 millas/hr. mayor que en el segundo, y si el recorrido a la ciudad 
le tomo veinte minutos menos que el regreso a su casa, <?cual fue la velocidad 
media de cada automovil? 

22: Un ex alumno recorre 420 millas en su automovil para asistir a una reunion 
en su universidad y luego regresa a su casa la noche de la clausura. El tiempo total 
empleado en el recorrido fue de dieciseis horas veinte minutos y su velocidad 
durante el recorrido nocturno fue 15 millas/hr. menor que la velocidad del reco¬ 
rrido diurno. Calculense las velocidades empleadas en ambas direcciones. 

23: Un aeroplano vuela 1,260 millas contra el viento y luego regresa en un total 
de dieciseis boras. Encuentrese la velocidad del aeroplano en aire tranquilo si la 
velocidad del viento es de 20 millas/hr. 

24: Un estudiante universitario se encontraba a 11 millas del edificio donde le 
correspondia su siguiente clase una hora mas tarde. Primeramente camino una 
milla y luego tomo un autobus cuya velocidad media fue 12 millas/hr. mayor que 
su velocidad a pie. Encuentrense la velocidad con que camino y la velocidad del 
autobus sabiendo que llego a su clase a tiempo. 

25: Dos hermanos lavaron las paredes de su cuarto en tres horas. Calculese el 
tiempo que requeriria cada uno de ellos para lavar solo las paredes de un cuarto 
similar si el mas joven necesita dos horas y media mas que su hermano para hacer 
el trabajo. 

26: Maria puede hacer las cortinas para su cuarto del dormitorio en 4M. horas me¬ 
nos que Elena, mientras que trabajando las dos juntas pueden hacerlas en ocho 
horas. i Cuanto tiempo requeriria cada joven para hacer las cortinas sola? 

27: Una persona cornpro dos edificios de apartamientos en §480 000 cada uno. 
Los edificios comprenden en total 14 apartamientos y en uno de ellos cada aparta- 
miento costo $20 000 mas que en el otro. Calculese el valor por apartamiento para 
cada edificio. 

28: Una persona calcula que el costo diario del transporte en su automovil para 
ir al trabajo es de $12.00, el cual ha dividido en partes iguales entre sus pasajeros 
y el mismo. Algun tiempo despues se unen al grupo dos pasajeros mas, lo cual per- 
mite reducir $1.00 el costo del transporte por persona. Calculese el numero de 
personas que forman el nuevo grupo. 

29: El costo de la fiesta anual de un club se divide entre los miembros que asisten. 
En dos anos consecutivos el costo total fue de $500.00 y $570.00, respectivamente, 
pero el costo por miembro fue $0.50 menor el segundo ano. Calculese el numero 
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de miembros que asistieron a cada fiesta si la asistencia en el segundo ano fue de 
10 miembros mas que en el primero. 

30: Un grupo de empleadas que comparte una casa compro un refrigerador en 
$2 500.00, dividiendose el costo en partes iguales. Algunos meses mas tarde una de 
ellas contrajo matrimonio y vendio a las otras su participation por un total de 
$400.00. Cuando este costo adicional fue repartido entre las empleadas restantes 
resulto que la contribucion extra de cada una fue $400.00 menor que la aportada 
originalmente. Calculese el numero original de empleadas en el grupo. 

31: La capacidad de una alberca es de 300 metros cubicos y puede drenarse con 
una rapidez de 1/2 metro cubico por minuto mayor que la rapidez con que puede 
llenarse. Calculese la rapidez de drenado si se necesitan veinte minutos mas para 
llenarla que para drenarla. 

32: Varios muchachos planearon un viaje corto de vacaciones, contribuyendo 
con $600.00 cada uno, pero luego calcularon que con un grupo un poco mas 
grande podrian reducir sus gastos en $30.00 diarios por persona y alargar el viaje 
en un dia mas con la misma contribucion de $600.00. Calculese el costo diario 
por persona que habian planeado para el grupo original. 


8.9 NATURALEZA DE LAS RAICES DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO. 


La formula (8.2), permite obtener cierta informacion importante acer- 
ca de las raices de una ecuacion de segundo grado sin resolver la ecua¬ 
cion. Si r representa el miembro de la dereoha de (8.2), cuando se usa 
el signo mas antepuesto al radical, y s representa ese mismo valor cuan¬ 
do se antepone el signo menos, entonces las dos soluciones de 


ax 2 + bx + c = 0 
son 


— b +\/& 2 — 4ac 
2a 


y 

—b— \/b 2 — 4ac 
S = 2a 


( 8 , 8 ) 

(8.9) 


( 8 . 10 ) 


La expresion colocada debajo del signo radical en (8.9) y en (8.10) 
discriminante se llama discriminante y generalmente se representa por la letra D. 

Se considerara primero que los coeficientes a, b y c en (8.8) son ra- 
cionales. Conforme a esta consideracion se tienen las posibilidades si- 
guientes : 

1. Si D = 0, entonces r = s = — b/ 2a. Por consiguiente, las raices 
de (8.8) son racionales e iguales. 

2. Si D < 0, (esto es, si D es negativa), entonces V D es un imagi- 
nario puro y consecuentemente r y s son imaginarios. 

3. Si D > 0, pueden presentarse dos casos. Primero, si D es un cua- 
drado perfecto, entonces \/D es un numero racional y en consecuencia 
r y s son racionales. Segundo, si D no es un cuadrado perfecto, \/Z) es 
un numero irracional, y, por tanto, r y s son irracionales. En cualquiera 
de esos casos, r y s son desiguales, puesto que 
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-b +A /D -b -\/D 

T = - 2a - y 8 - 

La informacion anterior se puede resumir en la Tabla siguiente: 


Disc riminan te 


Raices 


D = 0 

D 0 cuadrado perfecto 
D > 0 sin ser cuadrado perfecto 
D < 0 


Racionales e iguales 
Racionales y desiguales 
Irracionales y desiguales 
Imaginarios 


EJEMPLO 1 9x 2 — 24a; + 16 = 0 D = ( — 24) 2 — (4)(9)(16) racionales e iguales 

= 576 - 576 = 0 

EJEMPLO 2 2x 2 + 3# — 20 = 0 D = 3 2 — (4) (2) ( — 20) racionales y desiguales 

= 9 + 160 = 169 = 13 2 

EJEMPLO 3 3a; 2 — 2a; — 7=0 D = ( — 2) 2 — (4) (3) ( — 7) irraciohqles y desiguales 

= 4 + 84 — 88 

EJEMPLO 4 5a; 2 — 6a; + 8= 0 D = ( — 6) 2 — (4) (5) (8) imaginarias 

= 36 - 160 = -124 

Si se considera que a, b y c son reales, pero no necesariamente racio¬ 
nales, la informacion que se obtiene acerca de r y s es menos explicita. Si 

D — 0, las raices son reales e iguales (ya que r = 5 = —6/2a, 
y se sabe solo que a y b son reales). 

D > 0, las raices son reales y desiguales. 

D < 0, las raices son imaginarias. 

EJEMPLO 5 2a; 2 — 2A/l0a; +5 = 0 D = (— 2 a/ 10) 2 — (4)(2)(5) reales e iguales 

= 40 - 40 = 0 

EJEMPLO 6 V^x 2 — 5x + X // 12 =0 D = ( — 5) 2 — (4)(V / 3)(V / 12) reales y desiguales * 

= 25 - 24 = 1 

EJEMPLO 7 Vsx 2 — a/3x +a/2 D = ( —' V3) 2 — (4) (V / 5)(V / 2) imaginarias 

= 0 = 3 - 4A/10 < 0 


* En este caso, D es un cuadrado perjecto. Sin embargo, r = (5 + 1) / 2\/3 = 
6/2x73= Vd y s = (5 - 1)/2V3 = 2/V3 = 2+3, y por tanto no son 
racionales. 

8.10 SUMA Y PRODUCTO DE LAS RAICES DE UNA ECUACION DE 
SEGUNDO GRADO 

Mediante el uso de (8.9) y (8.10), del parrafo anterior, se puede ob- 
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suma de dos 
raices 


producto de 
dos raices 


regia para 
determinar la 
suma y el 
producto de 
dos raices 


EJEMPLO 1 


servar que la suma y el producto de las raices de una ecuacion de se- 
gundo grado son simplemente combinaciones de los coeficientes de la 
ecuacion. Por ejemplo, la suma de las raices es 

/ —6 ,\/b 2 — 4ac\ / —b \/b 2 — 4ac\ _ —26 _ 6 

\ 2a 2a / \ 2a 2a / 2 a a 

Por tanto, 

► r + s = - - (8.11) 

T a 

Ademas el producto es 

/ —6 -y/6 2 — 4ac\/ —6 \/b 2 — 4ac\ _ / — b\ 2 /\/6 2 — 4ac\ 2 

\ 2a 2a / \ 2a 2a / V 2a / \ 2a / 

b 2 b 2 — 4ac 
4a 2 4a 2 

_ 6 2 — 6 2 + 4ac 
“ 4a 2 

_ 4ac _ c 
4 a 2 a 

En consecuencia, 

^ rs = — (8.12) 

r a 

Luego, puesto que r y s son las raices de ax 2 + bx + c — 0, se obser- 
va que la suma de las dos raices de una ecuacion de segundo grado es 
igual al cociente de los coeficientes de x y x 2 con signo opuesto y que el 
producto de las dos raices es el cociente del termino constante entre el 
coeficiente de x 2 . 

Los dos formulas (8.11) y (8.12), son utiles para comprobar rapi- 
damente las raices de una ecuacion de segundo grado. En el ejemplo 1, 
Pr. (8.5) se encontro que las raices de 6x 2 — x — 12 = 0, eran -§- y — 
Mediante (8.11) y (8.12) se observa que la suma y el producto de las 
dos raices debe ser \ y —^ = — 2, respectivamente. 

Para comprobar la solucion, se suman primero las dos raices y luego 
se multiplican. Para la suma se obtiene — -|-) = ^ y pa¬ 

ra el producto (-§-)(— -§-)! = —2^- = —2. Por tanto la solucion es la 
correcta. 

A continuacion se presentaran algunos ejemplos que muestran como 
usar los principios expuestos en este y en los anteriores parrafos, para 
obtener informacion acerca de los coeficientes en ecuaciones cuyas rai¬ 
ces deben satisfacer ciertas condiciones predeterminadas. 

En la ecuacion 2X 2 + (k — 3) x + 3k — 5 = 0, determinar k de tal modo que 
la suma y el producto de las raices sean iguales. 
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Solution: En este problema a = 2, b = k — 3 y c = 3A: — 5. Por tanto, de 
(8.11) la suma de las raices es 

_ b = _ k - 3 
a 2 

y de (8.12) el producto es 

c _ 3Jc — 5 
a 2 

Como la suma debe ser igual al producto, se tiene 

k - 3 3k - 5 
2 2 

Resolviendo esta ecuacion para k, se tiene 

-k + 3 = 3k - 5 
4fc = 8 
k = 2 

EJEMPLO 2 Dada la ecuacion ao? + + c = 0. (a) Demostrar que si una raiz es igual a 

la otra, pero con signo opuesto, entonces b = 0; (6) Demostrar que si una raiz 
es cero, entonces c — 0. 

Solution: (a) Si una raiz es igual a la otra con signo opuesto, entonces 

— b + \/b 2 — 4 ac —5 — \Zb? — 4ac 

2a 2a 

Por tanto 

— b + \/b 2 — 4 ac = b + \/b 2 — 4ac 

— 6 — 6 = V& 2 — 4ac — \/W — 4ac 
-26 = 0 
6=0 

(6) Si una raiz es cero, entonces 

— 6 ± \/6 2 — 4oc 

2o = 0 

en donde el doble signo ± significa que alternativamente puede ser mas o menos, 
pero no las dos cosas a la vez. Si se multiplican los dos miembros de la ecuacion 
anterior por 2a, se tiene 

— b ± 6 2 — 4ae = 0 

— b = ± ''/b 2 — 4 ac 

b 2 = 6 2 — 4ac se ban elevado al cuadrado los dos miembros 

4 ac = 0 

Por tanto, puesto que a 0, entonces c = 0. 

.11 FACTORES DE UN TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO CON UNA VARIABLE 

Se demostrara que si r y s son raices, de la ecuacion 

ax 2 + bx + c = 0 (8.13) 

entonces x — r y x — s son factores de 

ax 2 + bx + c (8.14) 
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(8.15) 


segun (8.11) y (8.12) 

6 

-= r -f- s 

a 

y 

C ~-rs (8.16) 

Por tanto, b = — a(r + s)yc = ars, Asi, sustituyendo estos valores 
en (8.14), se tiene 

ax 2 + bx + c = ax 2 — a(r + s)a; + ars 
= a[x 2 — (r + s)x + rs] 

= a(x — r)(x — s) (8.17) 

Si a, b y c son racionales y si ademas b 2 — 4ac es un cuadrado per- 
fecto, entonces los factores anteriores son racionales. Por consiguiente, 
el trinomio de segundo grado ax 2 + bx + c, en donde a, b y c son racio¬ 
nales, se puede expresar como el producto de dos factores racionales de 
primer grado, siempre que b 2 — 4 ac sea un cuadrado perfecto. 

Si un trinomio de segundo-grado satisface las condiciones anteriores, 
sus factores se pueden obtener segun el metodo del Pr. 15. Sin embargo, 
si los coeficientes son numeros grandes, se requiere gran habilidad para 
encontrar la combinacion adecuada. En tales casos resulta mas facil em- 
plear el metodo que se muestra en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO Factorizar la expresion: 72a: 2 + 95x — 1000. 

Solution: Para factorizar 

72x 2 + 95a: - 1000 (1) 

se iguala (1) con cero y se resuelve la ecuacion obtenida, esto es 

_ -95 ± V9025 + 288,000 _ -95 ± a/297,025 
X 144 144 

__ -95 ± 545 
144 

— iT 4 and — nr 
= ^ and - 4?- 

Por tanto, ax 2 + bx + c = a(x — r)(x — s) 

72x 2 + 95a: - 1000 = 72 (x - \ 5 -)(x + ) segun (8.17), puesto que a = 72 

= 8(x — - 2 g 5 -)9(x + -^) Presto que 72 = 8 X 9 
= (8x - 25) (9x + 40) 

Evidentemente, la ecuacion 

a{x - r)(x - s) =0 (8.18) 

en la cual a es diferente de cero, es una ecuacion cuyas raices son r y s. 
Si r y s son enteros, generalmente se hace a = 1. Sin embargo, si r y s 
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son racionales y uno de ellos o ambos son fraceiones, se escribe como 
el denominador o como el producto de los denominadores. De ese modo 
la ecuacion resultante tiene coeficiente enteros. En los ejemplos siguien- 
tes se desean obtener varias ecuaciones cuyas raices son (a) 3 y —2; 
( b ) —4 y-|-; (c) —^-y-|- En cada caso se indicaran los pasos efec- 
tuados al simplificar la ecuacion. 


(а) Raices: 3, —2 

Ecuacion: (x — 3) (x + 2) = 0 

x 2 - x - 6 = 0 

(б) Raices: —4, •§■ 

Ecuacion: 3 (a: + 4) (x --§-) = 0 

(x + 4) (3a: — 2) = 0 
3a: 2 + 10a: —8=0 


segun (8.18) con a = 1 

se ha efectuado la 
multiplicacion indicada 


segun (8.18) con a — 3 

se ha multiplicado el 
segundo factor por 3 

se ha efectuado la 
multiplicacion indicada 


(c) Raices:.—-f-, ^ 

Ecuacion: 24 (a: + -f) (x — •§) = 0 
4(a: + f)6(a: - f) = 0 
(4a: + 3) (6a: - 5) = 0 
24a: 2 - 2x - 16 = 0 


segun (8.18), con 
a = 4 x 6 — 24 


EJERCICIO 38: USO DEL DISCRIMINATE 


Mediante el uso del discriminante determinese la naturaleza de las raices de las 
ecuaciones de los problemas 1 a 20. 


1: 

2x 2 + 

3x + 

1 

= 0 

2: 

3x 2 - 

- 5x + 

3 = 

0 

3: 

3x 2 - 

6x + 

3 

= 0 

4: 

4x 2 - 

- 3x — 

1 = 

0 

5: 

5x 2 + 

lx - 

3 

= 0 

6: 

16x 2 

— 8x + 1 = 

= 0 

7: 

7x 2 + 

6x - 

2 

= 0 

8: 

6x 2 - 

- 5x — 

3 = 

0 

9: 

3x 2 = 

4x + 

4 


10: 

4x 2 = 

= 28x - 

49 


11: 

6x 2 = 

lx + 

5 


12: 

9x 2 = 

= 3x + 

2 


13: 

V2x 2 

+ V3 

X 

- V2 = 0 

14: 

x 2 — 

2\/3x 

+ 3 

= 0 

15: 

V2x 2 

+ 3x 

— 

11 

0 

16: 

2x 2 - 

- 3x + 

V7 

= 0 


17: (i _ V5)x 2 + 4x — 1 — V5 = 0 
18: (V2 + l)x 2 + 6x +_V2 + 1 = 0 _ 

19: (V7 - V5)x 2 + V3x_ + Vl + V5 = 0 
20: (Vs - V5)x 2 - 2V3x + (V3 + Vb) = 0 


Sin resolver las ecuaciones de los problemas 21 a 32, encuentrese la suma y el 
producto de las raices. 


21: 3x 2 + 4x + 2 =0 
23: 5x 2 — 2x — 3 =0 
25: x 2 = —3x — 2 
27: 5x + 9 = 

29: V3x 2 — V6x +3=0 


22: 2x 2 — 5x + 7 = 0 

24: 4x 2 + 7x — 1 = 0 

26: 2x 2 + 3 = 7x 

28: 3 = 2x 2 + x 

30: V5x 2 + lOx + VlO = 0 
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31: (2 + V3)x 2 - x + 5 + 3V3 = 0 
32: (Vi + l)x 2 + x + V2 -1=0 

Determinese A' de tal modo que las dos raices de las ecuaciones de los problemas 
33 a 36 sean iguales. 

33: x 2 + kx + 2k = 0 34: x 2 + 2 (k — 2)x — 8k = 0 

35: (3 k d~ 6)x 2 d~ 6x d- k = 0 36: (k — 5)x 2 d~ 2 (k — l)x — 2=0 

Encuentrese el valor de k para que la suma de las raices sea igual al producto de 
las mismas en las ecuaciones de los problemas 37 a 40. 

37: 3x 2 d- (fc d- 2)x d- 2A; d- 1 = 0 38: x 2 d- (3fc - 2)x - k = 0 

39: 2x 2 d- (3 k — l)x — k — 3 = 0 40: 3x 2 — (2k — 3)x d- k — 5 = 0 

Encuentrese el valor de k para que una de las raices de las ecuaciones de los 
problemas 41 a 44 sea igual a cero. 

41: 3x 2 — 2x d- fc — 3 = 0 42: 2x 2 — 7 kx + 5k — 1 =0 

43: 3x 2 -f 5x d- k 2 — 5k 6 = 0 44: 4x 2 — 3x 2fe 2 d - k — 6 =0 


Formense las ecuaciones de segundo grado cuyas raices sean las parejas de nu- 
meros dadas en los problemas 45 a 56. 


45: 

48: 

51: 

54: 

56: 


3, 5 46: 

-5,2 49: 

~tb — "t 52: 

__ i >/5 i VE 

~ 3 + "IT’ ~ 3 3~ 

1 \/7i 1 V71 

4 4~’ 4 ^ 4 ~ 


4, 3 

_3 _ 4 



47: -1, -3 
50: 

53: 5 - V3, 5 + V? 
-y/3 i 1 ( V3 i 
2 ’ 2 + 2 


Encuentrense los factores de las funciones de segundo grado de los problemas 
57 a 64. 


57: 40x 2 - 34x - 27 
59: 56x 2 - 58x - 75 
61: 76x 2 d 47x - 60 
63: 36x 2 - 19x - 106 


58: 48x 2 + 53x - 45 
60: 54x 2 - 3x - 92 
62: 42x 2 — 2x - 26 
64: 45x 2 - 62x - 56 


8.12 GRAFICA DE UNA FUNCION DE SEGUNDO GRADO. 

El miembro de la izquierda, ax 2 d - bx + c, de la ec. (8.8), es una fun- 
cion de segundo grado de x. En el Pr. 5.4 se discutieron los metodos 
para construir las graficas de las funciones de esa clase, 
en las Figs. (5.2) y (5.3) se representaron las correspondientes a x 2 
— 2x — 2 y a 9x 2 — 1, respectivamente. 

En los ejemplos siguientes se empleara el mismo metodo para eons- 
truir las graficas de las funciones. 

it 2 — 2x —3; — x 2 — 6x — 5; x 2 — 6x + 9. 

2 

Como en el Pr. (5.4), se hara cada funcion igual a y y se asignaran 
luego valores a x a partir de los cuales se calcularan los correspondientes 
de y. De este modo se obtienen las Tablas de valores de los ejemplos que 


166 


ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 







aparecen al final de esta pagina y la siguiente. 



Una curva como la representada en las figuras 8.2 a 8.4 se conoce 
con el nombre de parabola. En Geometria Analitica se demuestra que 
la grafica de la funcion de segundo grado ax 2 + bx + c e s siempre una 
parabola y que la curva tiene sus ramas abiertas hacia arriba si a es 
positivo y hacia abajo si a es negativo. El vertice de la parabola es el 
pun to mas bajo de la curva cuando esta se abre hacia arriba, y es un 
punto mas alto cuando se abre hacia abajo. En el siguiente parrafo se 
explieara como obtener las coordenadas del vertice. 

Los ceros de una funcion de segundo grado son las abscisas de los 
puntos en donde la grafica cruza el eje de las X. En los ejemplos ante- 
riores los ceros de la primera funcion son, respectivamente, uno un poco 
mayor que 5 y otro un poco menor que —1. La segunda funcion no 
tiene ceros y la tercera solamente tiene uno, x = 3. Esta informacion 
puede obtenerse tabulando las funciones. 

(a) y = — 2x — 8 (Fig. 8.2) 
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X 

-4 

-2 

0 

2 

4 

6 

8 

V 

13 

3 

-3 

-5 

-3 

3 

13 


(6) y = -x 2 - 4x - 5 (Fig. 8.3) 


X 

-6 

-5 

-4 

-3 

-2 

-1 


1 

2 

y 

-17 

-10 

-5 

-2 

-1 

-2 

-5 

-10 

-17 


(c) y = x 2 — 6x + 9 (Fig. 8.4) 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

y 

9 

4 

1 

0 

1 

4 

9 


8.13 VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION DE SEGUNDO GRADO. 

En el parrafo anterior se indico que el vertice de una parabola es el 
punto mas bajo o el mas alto de la curva. La abscisa del vertice es el 
valor de la x, para el cual la funcion tiene el valor maximo o el valor 
minimo. Se puede obtener tal valor de x mediante el metodo de com- 
pletar un cuadrado explica do en el Pr. (8.3), y los ejemplos siguientes 
sirven para ilustrarlo. 

EJEMPLO 1 Encontrar los valores de y maximo y minimo en la funcion y = 2 x 2 — 4 x + 10. 

Solucion: En la funcion y = 2x 2 — 4x + 10 el coeficiente de x 2 es positivo. 
Por tanto, la curva abre sus ramas hacia arriba y por ello existe un valor minimo, 
pero no un valor maximo para y. El valor de x para el cual y es minimo se puede 
obtener por el metodo que se muestra a continuacion: 

y = 2x 2 — 4x + 10 
= 2[(x 2 - 2x) + 5] 

= 2[(x 2 — 2x + 1) + 5 — 1] se ha completado el cuadrado en la expresion 

dentro del parentesis , sumando y restando el 
cuadrado de la mitad del coeficiente de x. 

= 2[(x - l) 2 + 4] 

Si la primera expresion dentro de los corchetes no es cero, entonces es positiva, 
puesto que es un cuadrado. Por tanto, el valor de y se incrementa segun el valor 
numerico de i — 1 y el valor de y es minimo cuando esta expresion se anula, esto 
es, cuando x = 1. Por tanto, el valor minimo deyesy = 2 (1 — l) 2 + 4 z: 8. 

EJEMPLO 2 Encontrar los valores de y maximo y minimo en:. — 3a; 2 — 12x + 4. 

Solucion: Si se aplica el metodo anterior a la funcion y = —3a; 2 — 12x + 4 
se tiene 

y - — 3[(x 2 + 4x) - -|] 

= —3[(x 2 + 4x + 4) - i - 4] 

= -3[(x + 2) 2 - \ 6 -] 

= — 3(x + 2) 2 + 16 
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La expresion (x + 2) 2 es positiva, excepto para el caso x = —2, y su valor 
aumenta tanto cuando x aumenta como cuando x disminuye a partir de —2. Por 
tan to, el maximo valor de y se obtiene cuando x — 2, y este es y — — 3 ( — 2 + 2) 2 
+ 16 = 16 . 

El metodo anterior es util para resolver tipos de problemas practicos, ejem- 
plo de los cuales es el siguiente: 

EJEMPLO 3 Un agricultor desea construir un establo a lo largo del granero. Si solo tiene 80 
metros de cerca, encontrar las dimensiones de los lados de tal modo que la super- 
ficie sea maxima. 

Solution: Sea x = ancho del establo 
2 = largo del mismo 
y — area 

Puesto que no se requiere cerca a lo largo del granero, la longitud total de la 
cerca es 2x + 2 . Por tanto 

2x + z = 80 

z = 80—2# resolviendo para 2 
ademas, 

y = largo X ancho 

= (80 - 2x)(x) 

= -2x 2 + 80x 
= —2(x 2 — 40x) 

= —2(x 2 - 40x + 400) + 800 
= —2(x - 20) 2 + 800 

Por tanto el valor de y es maximo para x = 20, y para este valor, 2 = 80 — 2(20) 
= 40. Por tanto, las dimensiones mas utiles seran, largo 40 mts. y ancho 20 mts. 


EJERCICIO 39: GRAFICAS DE FUNCIONES DE SEGUNDO GRADO 

Construyanse las graficas de las funciones de los problemas 1 a 12 y estimense 
los valores de sus ceros con aproximacion de una cifra decimal. 


1: 

y(x) 

= X 2 

+ 2x - 2 

2: 

2/0) 

= X 2 

+ X - 

- 1 

3: 

yip) 

= X 2 

+ x + 1 

4: 

2/0) 

= X 2 

— X - 

- 6 

5: 

y 0*0 

= X 2 

— 3x + 3 

6: 

2/0) 

= X 2 

— 6x 

+ 7 

7: 

y(*) 

= X 2 

+ 3x - 3 

8: 

2/0) 

= X 2 

+ 5x 

+ 7 

9: 

y(x) 

= — 

2x 2 — 2x + 3 

10: 

2/0) 

= — 

2x 2 + 

5x — 1 

11: 

y(x) 

= — 

3x 2 + 9x - 8 

12: 

2/0) 

= — 

3x 2 + 

6x — 2 


Sin construir las graficas, encuentrense los valores maximos o mmirnos de y(x) 
en los problemas 13 a 20 y determinese el numero de puntos en que la grafica hace 
contacto con el eje de las X. 


13: y(x) = — x 2 + 4x — 4 
15: y(x) = x 2 + 6x + 7 
17: y(x) = 4x 2 + 6x — 1 
19: y(x) = —5x 2 +8x — 3 


14: y(x) = —x 2 + 2x — 1 
16: y(x) = x 2 + 5x + 3 
18: y(x) = —3x 2 + 5x — 2 
20: y(x) = 6x 2 + 10x + 5 


21. Encuentrense las dimensiones del grabado rectangular de mayor area que pue- 
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de enmarcarse con 1.5 metros de moldura. 

22. <?Que numero excede a su cuadrado en la mayor cantidad posible? 

23. Dividase el numero 120 en dos partes de tal modo que el producto de ellas 
sea el mayor posible. 

24. Un terreno rectangular se cerco y se dividio en dos partes iguales con una 
cerca paralela a uno de sus lados. Si se emplearon 6 000 metros de cerca, sabiendo 
que con ellos se obtenia la mayor superficie posible, encuentrense las dimensiones 
del terreno. 
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ECUACIONES SIMULTANEAS 
DE SEGUNDO GRADO 


EN el presente capitulo se continuara con el estudio de las ecuaciones 
de segundo grado, considerando sistemas de ecuaciones simultaneas con 
dos incognitas. Ademas, se estudiaran sistemas de ecuaciones en los que 
por lo menos una de las ecuaciones es de segundo grado. Se vera que es 
posible resolver sistemas de ecuaciones de segundo grado utilizando al- 
gunos de los metodos discutidos en el capitulo 6. Finalmente, se exa- 
minaran algunos de los tipos de problemas cuyo planteo requiere un 
sistema de ecuaciones de segundo grado. 

9.1 ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO CON DOS VARIABLES 

La ecuacion mas general de segundo grado con dos variables es la ecua¬ 
cion del tipo 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F — 0 (9.1) 

en la cual por lo menos una de las letras. A, B o C es diferente de cero. 
En este capitulo se discuutiran las graficas de algunos casos especiales 
de la ec. (9.1) y se presentaran ademas los metodos para resolver simulta- 
neamente pares de esas ecuaciones. 

9.2 GRAFICAS DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON DOS VARIABLES 

En Geometria Analitica se demuestra que la grafica, si existe, de una 
ecuacion de segundo grado con dos variables, puede ser un circulo, una 
elipse, una hiperbola o una parabola. (Vease la figura 9.1). En casos 
especiales la grafica puede degenerar en un punto o en un par de lineas 
rectas. 
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Se discutiran las graficas de los siguientes casos especiales de la ecua¬ 
cion general de segundo grado: 


x 2 + y 2 = r 2 
ax 2 + by 2 = c 

ax 2 — by 2 = c 


a, b y c 
positivas 

a y b 
positivas 



y = ax 2 + bx + c a ^0 
x = ay 2 + by + c a ^ 0 


Elipse 


grdfica de 
una ecuacion 2. 
de segundo 
orden 



Como en el Pr. 5.4, los pasos para 
construir la grafica son: 

1. Se resuelve la ecuacion para y 
en terminos de x .(*) 

Se asignan diversos valores a 
x y se calculan los correspon- 
dientes valores de y. Los pares 
de valores asi asociados se orde- 
nan en forma tabular. 

3. Se localizan los puntos determinados por los anteriores pares de va¬ 
lores y se unen mediante una Knea curva. 

Graficas de ecuaciones del tipo x 2 + y 2 = r 2 . 

Como primer ejemplo se considerara la ecuacion 


Figura 9.1 


x 2 + y 2 = 25 (9.2) 

Si se efectuan las operaciones indicadas en los pasos anteriores se tiene 


y = ± \/25 — x 2 

Se asignan a x los enteros comprendidos de —5 a 5, ambos inclusive, 
y se calculan los valores correspondientes de y. Por ejemplo, si x = —5; 
entonces 


y = ±V25 - (—5) 2 = ±\/25 - 25 =0 
Analogamente si x = 2 

y = ± V25 - (2) 2 = ± V25 - 4 = ± V21 = ±4.6 

Cuando se efectuan las operaciones similares para los otros valores 
asignados a x, y los resultados se ordenan en forma tabular, se tiene 


X 

-5 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

V 

0 

±3 

d=4 

± 4.6 

± 4.9 

±5 

± 4.9 

± 4.6 

±4 

±3 

0 


* Sd resulta mas facil resolver x en terminos de y, debe hacerse asi. Por tanto, 
en los pasos que se explican se puede intercambiar x por y. 
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Observese que la Tabla ante¬ 
rior se tienen dos valores de y 
para cada valor de x excepto en 
los casos cuando x = —5, y x 
=? 5. El par de valores x = 3, y 
== ±4 determina los dos puntos 
(3. 4) y (3, —4). 

Si tomando en cuenta la adver- 
tencia anterior se localizan los 
puntos indicados en la tabla y se 
unen estos mediante una linea 
curva, se obtiene la grafica de la 
figura (9.2) 

Se puede observar facilmente que la curva es un circulo, puesto que 
las coordenadas (x, y) de cualquier punto P en ella satisfacen la ecua- 
cion (9.2) esto es, la suma de sus cuadrados es 25. Ademas, observan- 
do la figura, se ve que el cuadrado de la distancia OP , toraada de P al 
centro, es x 2 + y 2 . Por tanto, cualquier punto cuyas coordenadas satis- 
fagan (9.2) esta situado a una distancia 5 del origen. 

De modo mas general y mediante un razonamiento analogo se con- 
cluye que la grafica de x 2 + y 2 — r 2 es un circulo de radio r y que la 
grafica de ax 2 + ay 2 — c es un circulo de radio yf c/a. 

Ecuaciones del tipo ax 2 + by 2 = c. 

Como ejemplo del anterior de ecuaciones se construira la grafica de 
4x 2 + 9y 2 = 36 (9.3) 

Solucion: 

Resolviendo para y, se tiene 

/36 - 4a; 2 /4(9 - x 2 ) 

V = ± \ 9- = ^\-9- 

= ±-§-\/9 — x 2 quitando el factor 

3 

Debe notarse que si x 2 > 9, el radicando es negativo y, por ello,y es 
imaginario. Por tanto, la grafica existe solamente para valores de x des- 
de —3 hasta 3, ambos inclusive. En consecuencia, se asignan a x los va¬ 
lores enteros 0, ±1, ±2, ±3 y se calculan los correspondientes valores 
de y, ordenando los resultados en una tabla, 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

V 

0 

±1.5 

±1.9 

±2 

±1.9 

±1.5 

0 



Cuando se construye la grafica determinada por estos valores se ob¬ 
tiene la curva de la figura (9.3). 
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De acuerdo con el modelode la 
figura 9.1 esta curva es una elipse 
La demostracion de que la ecua¬ 
cion ax 2 + by 2 = c, en la cual a, 
bye son positivos, define siempre 
una elipse, esta mas alia de los 
propositos.-de este libro. Sin em¬ 
bargo, dicha proposicion es verda- 
dera y conviene recordar el dato 
cuando se trabaje con tal ecuacion. 
c. Se discutira ahora la grafica 

(9.4) 

Procediendo como hasta este momento se ha hecho, se tiene 
13x‘ 2 - 12 k(x 2 - 4) 

* = ± — = ± yJ —— 

= ±\/3 (x 2 — 4) quitando el factor ^ 

En este caso debe notarse que si x 2 < 4, el radicando es negativo y, 
por tanto, y es imaginario. En consecuencia, la grafica no es represen¬ 
table entre x — — 2 y x — 2. Sin embargo, si x es 2 6 — 2, entonces y 
es cero. Por tanto, la curva debe extenderse a la derecha de (2.0) y a la 
izquierda de (—2.0). De ese modo, asignando a x los valores ±2, ±3, 
±4, ±5, ±7, d=9, y procediendo como en los ejemplos anteriores, se 
tiene la siguiente tabla: 


X 

-9 

-7 

-5 

-4 

-3 

-2 

2 

3 

4 

5 

7 

9 

y 

±7.6 

±5.8 

±4 

±3 

±2 

0 

0 

±2 

±3 

±4 

±5.8 

±7.6 


Cuando se localizan los puntos anteriores y se dibuja la curva, se ob- 
tiene la de la figura (9.4) 

Nuevamente, segun el modelo de la figura 9.1, esta curva es una hi- 
perbola. Segun este ejemplo, una ecuacion del tipo ax 2 — by 2 = c, de¬ 
fine una hiperbola. Si c es positiva la curva asume una posicion seme- 
jante a la de la figura 9.4. En cambio, si c es negativo, las dos ramas 
de la curva cruzan el eje de la Y en vez del eje de las X, y sus ramas se 
abren hacia arriba y hacia abajo. 

Ecuaciones del tipo y = ax 2 + bx + c o x = ay 2 + by + c. 
Resolviendo para y la ecuacion, 

x 2 — Ax — 4y — 4 =0 (9.5) 

se tiene 

y = ix 2 — x — 1 (9-6) 



Figura 9.3 

Ecuaciones del tipo ax 2 — by 2 
de la ecuacion 

3x 2 — 4 y 2 = 12 
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Figura 9.4 

que corresponde al primer tipo de los arriba mencionados. Para evitar 
el uso de fracciones se sustituyen para x unicamente valores pares. Si se 
usan para x los valores —4, —2, 0, 2, 4, 6, 8 y se proeede como se ha 
dicho con anterioridad, se obtiene la siguiente tabla para los valores 
de x y de y: 







Como ejemplo final, se construira la grafica de 

2y 2 + 1 = x + 4y (9.7) 

Puesto que esta ecuacion contiene solo un termino con x, el calculo es 
mas facil si se resuelve la ecuacion para x en terminos de y. De ese mo- 
do se obtiene 

x = 2 y 2 — 4>y + 1 (9.8) 

Se asignan a y diversos valores y se ealculan los correspondientes de x. 
La tabla siguiente se obtuvo empleando para y los valores —2, —1, 0, 
1, 2, 3, 4. 


X 

17 

7 

1 

-1 

1 

7 

17 

y 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 



Construyendo la grafica se obtiene la curva representada en la figu- 
ra 9.6 

Las curvas de las figuras 9.5 y 9. 6, son parabolas. En Geometria ana- 
litica se demuestra que una ecuacion del tipo 

x = ay 2 + by + e 

define una parabola y que esta abre sus ramas hacia arriba si a es posi- 
tivo, y hacia aba jo, si a es negativo. Ademas, una ecuacion del tipo 

y = ax 2 + bx + c 

define una parabola que abre sus ramas hacia la derecha si a es positivo, 
y hacia la izquierda, si a es negativo. 


EJERCICIO 40: SOLUCION GRAFICA DE PARES DE ECUACIONES 


Construyanse las graficas de las ecuaciones de los problemas 1 a 32. 


1: 2x — y = 3 
4: 3x + 2y = 7 
7: x 2 + y 2 = 25 
10: x 2 + 9y 2 = 9 


2: 3x + y = 7 
5: x 2 + y 2 = 9 
8: x 2 + y 2 = 64 
11: 4a: 2 + 9 y 2 = 36 


3: x + 4 y = 6 
6: x 2 + y 2 = 16 
9: x 2 + 4 y 2 = 4 
12: 16a; 2 + 25^ 2 = 400 
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13: 16x 2 H- i/ 2 = 16 
16: 16x 2 + 9y 2 = 144 
19: 4x 2 — 9 y 2 = 36 
22: 25x 2 — y 2 = 25 
25: y 2 = 4x 
28: y 2 + Ay + 4x = 0 
31: x 2 — 6x — 9y = 0 


14: 25x 2 + V* = 25 
17: x 2 — Ay 2 = 4 
20: 16x 2 - 25 y 2 = 400 
23: 25x 2 - Ay 2 = 100 
26: y 2 = — 8x 
29: x 2 = y 

32: x 2 + 8x + Ay + 8 


15: 25x 2 + Ay 2 = 100 
18: x 2 — 9y 2 = 9 
21: 16x 2 - y 2 = 16 
24: 16x 2 - 9# 2 = 144 
27: y 2 — 2y — 4x =3 
30: x 2 = —Ay 
0 


Construyanse las graficas de cada uno de los pares de ecuaciones de los problemas 
33 a 48, utilizando en cada caso el mismo sistema de coordenadas, y estimense 


las 

coordenadas de los 

puntos 

de interseccion. 



33: 

x 2 + y 2 = 9 

34: 

y 2 = 4x 

35: 

4x 2 + 9y 2 = 36 


y — 2x = 2 


y = 3x 


y = 2x + 1 

36: 

4x 2 — y 2 = 4 

37: 

x 2 + y 2 = 11 

38: 

y 2 = 8x 


2y = x + 1 


y 2 = — 4x 


x 2 = Ay 

39: 

x 2 = —2 y 

40: 

x 2 = 6 y 

41: 

x 2 + y 2 = 9 


x 2 + Zy 2 = 3 


y 2 — 2x 2 = 4 


x 2 + y 2 =5 

42: 

x 2 + y 2 = A 

43: 

x 2 + y 2 — 1 

44: 

x 2 + y 2 = 1 


x 2 = Ay 


4x 2 + y 2 = 4 


Ax 2 — y 2 = 3 

45: 

Ax 2 + 9 y 2 = 36 

46: 

x 2 + Ay 2 = 4 

47: 

4x 2 + y 2 = 4 


x 2 + y 2 = 3 


y 2 = 4x — 4 


x 2 + Ay 2 = 4 

48: 

9x 2 + y 2 = 9 
y 2 — Ax 2 = A 






9 3 SOLUCION DE PARES DE ECUACIONES QUE COMPRENDEN ECUACIONES DE 
SEGUNDO GRADO CON DOS VARIABLES 

En el resto de este capitulo se consideraran pares de ecuaciones con dos 
variables que tengan una ecuacion de primer grado y una de segundo 
grado o dos ecuaciones de segundo grado. La solucion de estas ecuacio¬ 
nes se obtiene eliminando primero una de las variables y resolviendo la 
ecuacion que resulte para la incognita que queda. Se sustituye entonces 
este valor en una de las ecuaciones originales y se resuelve para la otra 
variable. Si las dos ecuaciones son de segundo grado, la eliminacion de 
la primera variable conduce generalmente a una ecuacion de cuarto 
grado, cuya solucion se explieara en el capitulo 12. Sin embargo, se pre- 
sentara desde ahora el metodo para resolver algunos tipos de pares de 
ecuaciones de acuerdo con los conocimientos hasta aqui adquiridos, y 
esto sera suficiente mientras el lector no llegue a temas mas avanzados. 


9.4 PARES DE ECUACIONES CON DOS VARIABLES CONSTITUIDOS POR UNA 
ECUACION DE PRIMER GRADO Y UNA DE SEGUNDO. 

Puesto que siempre es facil resolver una ecuacion de primer grado, ex- 
presando una variable en funcion de otra, el metodo mas logico, en el 
caso presente, consiste en los siguientes pasos: 
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pasos para 
resolver un 
par de 
ecuaciones 


EJEMPLO 1 


1. Se resuelve la ecuacion de primer grado para una variable en termi- 
nos de la otra. 

2. Se sustituye la solucion en la ecuacion de segundo grado. Se obtiene 
asi una ecuacion de segundo grado con una variable. 

3. Se resuelve esta ecuacion para la variable que contiene. 

4. Se sustituye cada valor obtenido en el paso anterior en la ecuacion 
obtenida en el paso 1. Se obtiene asi el correspondiente valor de la 
segunda variable. 

5. Se escriben las soluciones en pares del modo siguiente*, 

x = , y = 

x = , y = 

Como primer ejemplo se resolveran simultaneamente 


x 2 + 4 y 2 = 25 
x — 2y = — 1 


( 1 ) 

( 2 ) 


Solucion: 


x 

(2y - l) 2 + 4 y 2 
4 y 2 — 4y + 1 + 4 y 2 
8 y 2 — 4y — 24 
2 y 2 - y - 6 
(y - 2) (2 y + 3) 

Por taRto, y = 2, y = 


= 25 
= 25 
= 0 
= 0 
= 0 



se ha resuelto (2) para x en terminos de y 
se ha sustituido x por 2y —1 en (1) 
se ha elevado al cuadrado 2y — 1 
se ha transpuesto y se ha sumado 
se ha dividido entre 4 
factorizando 


Como paso 4, sustituyendo cada uno de estos valores en ia ecuacion obtenida 

en el paso 1, se tiene: si y — 2, entonces x = 2(2) — 1 = 4 — 1 = 3; y cuando 

y = —li 
J 2 ’ 

x — 2(- IX) — 1= — 3 — 1= -4. 

£ 


\ Y 

r~.r 



! ! I 1 

Figure 9.7 


Por tanto, 
las ecuaciones son 
x = 3 ,y = 2 
x— — 4y, y = — li 

Estas soluciones se pueden compro- 
bar sustituyendolas en la ec. (1) 

En la figura 9.7 aparecen las graficas 
de las dos ecuaciones las cuales se 
cortan en puntos cuyas coordenadas 
son (—4, -1 i ) y (3,2). Podria 

esperarse este resultado, ya que he- 
mos obtenido algebraicamente dos 
soluciones reales para ambas ecua¬ 
ciones. 


* Las graficas de una ecuacion de segundo grado y de una de primer grado con 
dos variables son, respectivamente, alguna de las curvas de la figura 9.1 y una linea 
recta. Puesto que dos curvas de esta clase se cortan cuando mas en dos puntos se 
pueden esperar, en general, dos soluciones algebraicas para cada par de ecuaciones. 
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EJEMPLO 2 


Solution: 


La construccion de las graficas ofrece una explicacion para el procedimiento in- 
dicado en el paso 4 de la solucion algebraiea. Despues de haber encontrado los 
yalores de una de las variables en el paso 3, se pudieron haber encontrado los 
valores de la otra sustituyendo en cualquiera de las ecuaciones dadas. Sin em¬ 
bargo, observando la figura 9.7, se nota que hay dos puntos, A y B, en la elipse 
cuyas ordenadas son 2. De manera analoga hay dos puntos, C y D, cuyas ordena- 
das son — 1^. Por tanto, si se hubiera sustituido en (1), se hubieran obtenido 

cuatro soluciones, dos de las cuales no serian aceptables por no determinar puntos 
en la linea recta. Esta dificultad se evito al sustituir en la ecuacion de primer 
grado y no en la de segundo los yalores obtenidos en el paso 3. Si en la sustitu- 
cion se emplea la forma explicita de la ecuacion de primer grado, obtenida en el 
paso 1, se ahorra algo de trabajo. 


Como segundo ejemplo de la solucion simultanea de un par de ecuaciones una de 
primero y otra de segundo grado, se resolveran las siguientes 

x 2 — 2x + V — 1 = 0 

2x — Sy = — 5 

Como en el ejemplo anterior 


( 1 ) 

( 2 ) 


2x + 5 
V = — 3 — 

x 2 - 2x + — 5 - -1=0 

3x 2 — 6x + 2x + 5 — 3 = 0 
3x 2 — 4x + 2 = 0 
-(-4) ± V(-4) 2 - 4(3)(2) 
X 2(3) 

4 ± Vl6 - 24 

6 

4 d= \/ r — 8 

= 6 

4 ± 2i V2 

“ 6 


paso 1 se ha resuelto (2) para y 

paso 2 se ha sustituido en ( 1 ) 
se ha multiplicado por 2 

paso 3 se han sumado terminos 
segun la formula 


2 ± i s/2 


Por tanto, x = 


2 -f - i-y/2 


y x = 


2 - iV2 


Como paso 4, sustituyendo en vez de x, en la ecuacion del paso 1, cada uno de 

2 + iy /2 

estos valores, se tiene x = -^-, 


V = 


2 (2W£) + 5 

3 

4 + 2iV2 + 15 
9 

19 + 2i V2 
9 


Analogamente, cuando 
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X 


2 - iy /2 
3 

se tiene 



4 - 2iy/2 + 15 
_ _ 

19 - 2iy/2 
_ _ 

Por tanto, las soluciones son: 

2 + t\/2 19 + 2iV2 

x 3 ’ V ~ 9 

2 - i-v/2 19 — 2iy/2 

x = — 3 —, y -9- 

Estas soluciones se pueden compro- 
bar sustituyendo en (1). 

Si se aplica el metodo usual para ob- 
tener las graficas de estas ecuaciones, 
se obtiene la parabola de la figura 9,8 
para la ec. (1) y la linea recta para la 
ec. (2). Debe notarse que las dos gra¬ 
ficas no se cortan, lo que era de espe- 
rarse, puesto que las soluciones alge- 
braicas de las dos ecuaciones son ima- 
ginarias. 



EJERCICIO 41: SOLUCION ALGEBRAICA DE ECUACIONES 


Resuelvase, para x y para y, los siguientes pares de ecuaciones simultaneas. 


1: y 2 = 4x 

2: 

x 2 = 9 y 

3: y 2 = 2x 

x 4- y = 3 


x — y = 2 

y — x 

4: y 2 = x 

5: 

x 2 + y 2 — 5 

6: x 2 +y 2 = 13 

y + 2x = 1 


y = x — 1 

2x + y = 1 

7: 4x 2 + 4 y 2 = 5 

8: 

9z 2 + 9 y 2 = 10 

9: x 2 + 4y 2 = 4 

2x = 2y + 1 


6x + y = 1 

y = x — 2 

10 : 9x 2 + y 2 = 9 

11: 

4a; 2 + 9y 2 = 2 

12: 9x 2 + 16y 2 = 2 

y = 2x + 3 


2x + 3y = 2 

3x = — 4y 

13: 5x 2 - y 2 = 1 

14: 

x 2 — y 2 =3 

15: 4x 2 — 9y 2 = — 

y — x + 1 


y = x — 3 

3y = 2x + 1 

16: 25 y 2 — 9x 2 = 8 

17: 

y 2 = 2 — 2x 

18: x 2 = -3 - 2 y 

5y = 3x + 2 


x + y = 2 

x + y = 1 

19: x 2 + y 2 = 6 

20: 

y 2 — x 2 = 10 

21: a; 2 + y* = 4 

x + y = 4 


3 y — 2x ■■= 5 

x + y = 0 

22: 2x 2 + y 2 = 15 

23: 

2i/ 2 — 3x 2 = 1 

24: x 2 - 2y 2 = 3 

x + y = 3 


a; — y = — 1 

x — y = 1 
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25: 

X 2 — 

- 2x + y = 3 

26: 

x 2 + y 2 + 4 = 4x 


2x + y = 2 


x -f- y = 2 

27: 

y 2 - 

■ x 2 — 2y + 6x = 11 

28: 

x 2 + y 2 — 4x — 2y = — 1 


x — 

2y = 1 


x + y = 3 

29: 

x 2 — 

- xy — 2 y 2 = 4 

30: 

2x 2 + xy — y 2 = 9 


x — 

y - 2 


— x + 3y = 1 

31: 

2x 2 ■ 

— xy — y 2 = 20 

32: 

2x 2 — 5 xy + 2 y 2 = 5 


2x + y = 4 


2x — y = 1 

33: 

X 2 — 

■ y 2 = 2 ab — b 2 

34: 

y 2 — 4x 2 = 4 ab + b 2 


X — 

y = b 


y — 2x = 6 

35: 

b 2 x 2 

+ a 2 y 2 = a 2 + b 2 

36: 

a 2 x 2 — b 2 y 2 = 4a6 


bx + ay = a + 6 


ax — by = 2b 


9.5 ELIMINACION POR ADICION O SUSTRACCION. 

Si una de las incognitas aparece unicamente en un termino de cada 
miembro de un par de ecuaciones de segundo grado, y si estos dos ter- 
minos son del mismo tipo, se puede eliminar por adicion o por sustrac¬ 
cion. 

Este metodo se puede aplicar siempre a dos ecuaciones del tipo ax 2 + 
by 2 = c. Como se indico en el Pr. 9.2, la grafica de una ecuacion 
del tipo ax 2 + by 2 = c puede ser un circulo, una elipse o una hiperbola 
y en cada caso el centro esta en el origen*. Excepto para el caso en que 
haya puntos de tangencia, dos curvas de este tipo ya sean de igual o di- 
ferente clase se intersectan en cuatro puntos o no lo hacen en ninguno. 
Si dos de esas curvas son tangentes una a otra en un punto, entonces 
tambien lo son en otro punto. Por tanto, se deben esperar cuatro solu- 
ciones cuando se resuelven simultaneamente dos de dichas ecuaciones. 
Las cuatro soluciones pueden ser todas reales o todas imaginarias. Cuan¬ 
do hay puntos de tangencia se obtienen dos pares de soluciones iguales. 
Se ilustra cada caso por medio de un ejemplo. 

EJEMPLO 1 Resolver simultaneamente las ecuaciones 

x 2 + 4 y 2 = 36 (1) 

2 x 2 - ?/ 2 =8 ( 2 ) 


Solution: Se pueden resolver simultaneamente las ecuaciones (1) y (2) eliminan- 
do primero x? o y 2 , sea por adicion, sea por sustraccion. Se escogera para eliminar- 
se y 2 y la solution completa se indica en lo que sigue 


X 2 

+ 4 y 2 

= 36 




(1) 

Sx 2 

— Ay 2 

= 32 

ec 

(2) 

X (4) 

(3) 

9x 2 


= 68 

ec 

(1) 

+ ec (3) 

(4) 


X 2 

_ 68 
-9" 

se 

ha resuelto (4) para X* 



X 

— u- a/6 8 

— == V 9 




(5) 


= =bf Vl7 

* El centro de una elipse es la interseccion de la mayor y de la menor de las 
cuerdas que puedan trazarse en ella. El centro de una hiperbola es el punto medio 
de la linea mas corta que pueda trazarse de^una rama a otra. 
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Por tanto, x = V 17 y x = — V 17. El cuadrado de cada uno de estos 

3 3 

valores esAsi, cuando se sustituye cualquiera de ellos en (1), se obtiene 

^ + 42/ 2 = 36 (6) 

Resolviendo (6) para y, se tiene 

68 + 36 y 2 = 324 se han eliminado las fracciones. 

36y 2 - 324 - 68 
3 6y 2 = 256 

y 2 = W 

_ 6 4 
-9" 

y = db-§- resolviendo para y 

De este modo si x es igual a JLV 17 o a —V 17, y es igual a -|- y — En conse- 
cuencia, las soluciones de las ecuaciones propuestas son 

x = # Vl7, y = f 
x = | Vl7^ = 
x = -f Vl7, y = -f 
x = -f VT7, y = —| 

Puesto que V^17 = 4.12 (aproximadamente) los valores anteriores con una apro- 
ximacion de dos cifras deci males son 

x = 2.75, y = 2.67 
x = 2.75, y = —2.67 
x = —2.75, y = 2.67 
x = —2.75, y = —2.67 



Si se aplica a las ec. (1) y (2) el metodo usual de construir graficas, se obtiene 
la figura 9.9 en la que la elipse es la grafica de (1) y la hiperbola la de (2). Estas 
dos curvas se intersectan en cuatro puntos cuyas coordenadas, aproximadamente, 
son (2.8, 2.7) (2.8, —2.7) (—2.8, —2.7) (—2.8, 2.7). Tales coordenadas con- 

cuerdan, aproximadamente, con las soluciones obtenidas anteriormente. 

Este metodo se puede aplicar tambien a sistemas de ecuaciones que 
comprenden terminos xy, o terminos de primer grado, o ambos, siempre 
y cuando una de las incognitas aparezcan solo en un termino de cada 
ecuacion y que estos dos terminos sean del mismo tipo. 
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EJEMPLO 2 Resolyer simultaneamente las ecuaciones 


x 2 + 2 xy — 2x = 15 (1) 

xy — 3x = —3 (2) 

Solucion: Se eliminara el termino xy y la solucion se efectuara de acuerdo con 
los pasos siguientes. 


x 2 + 2 xy — 2x = 15 

2xi/ —- 6x = — 6 ec x 2 

x 2 + 4x = 21 ec — ec (3) 

x 2 + 4x — 21 = 0 se ha transpuesto 21 

(x + 7)(x — 3) = 0 se ha factorizado 

X — —7 se ha igualado coda factor con cero 


x ~~ 3 

(-7 )y - 3 ( — 7) = -3 
-72/ + 21 = -3 

-72/ = -3 - 21 
-72/ = -s-24 
2/ - 3f 
(3)2/ - 3(3) - -3 
Sy — 9 = —3 

32/ = -3 4- 9 
32 / = 6 
y = 2 


st; ha sustituido x — — 7 era (2) 


se sustituido x = 3 era (2) 


( 1 ) 

(3) 
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9.6 DOS 


pasos para 
resolver 
las dos 
ecuaciones 


Por tanto, las soluciones son 

x = -7, y = 3f 
x = 3, y = 2 

Las graficas de las ecuaciones (1) y (2) y sus puntos de interseccion se muestran 
en la figura 9.10. 


EJERCICIO 42: ECUACIONES SIMULTANEAS DE SEGUNDO GRADO 

Resuelvanse los siguientes pares de ecuaciones. 


1: 

x 2 + 3y 2 = 7 2: 

x 2 + 2y 2 = S 

i 3: x 2 + 2 y 2 = 17 


2.x 2 — y 2 = 7 

3x 2 — y 2 — 2 

! x 2 — 2 y 2 = 1 

4: 

3x 2 — 5 y 2 =3 5: 

4x 2 + 3 y 2 — 

4 6: 9x 2 + y 2 = 2 


x 2 - 3 y 2 = — 11 

8x 2 + 5 y 2 = 

7 18x 2 + 3t/ 2 = 5 

7: 

2x 2 + 4 2 / 2 = 9 8: 

2x 2 + 9 y 2 = 

19 9: 2x 2 + 3y 2 = 7 


3x 2 + 8 y 2 = 14 

x 2 + 18 y 2 = 

11 3x 2 + 2t/ 2 = 8 

10: 

2x 2 + 52Z 2 = 17 11: 

5x 2 — 6y 2 = 

3 12: 2x 2 — 3y 2 = 1 


3x 2 + 2y 2 = 9 

3x 2 + 4y 2 = 

17 4x 2 — 5t/ 2 = 5 

13: 

x 2 — y 2 + 3x = 7 

14: 

3x 2 + 2/ 2 + 2y =9 


2x 2 + 32 1 2 — 6x = 5 


2x 2 + 3t/ 2 + 3y = 10 

15: 

3x 2 — y 2 + 2y = 6 

16: 

2x 2 + 3y 2 + 8x = 3 


2x 2 + 3 y 2 — 7y = 2 


5x 2 + 2t/ 2 + 6x = 5 

17: 

4x 2 + 3y 2 — 3y = 2 

18: 

6x 2 + 5 y 2 + 2x = 3 


3x 2 — 2y 2 + 5y = — 1 


5x 2 + 3 y 2 — 4x = —2 

19: 

2x 2 + 3 y 2 — 7y = 2 

20: 

3x 2 — 4t/ 2 — 8x = 4 


8x 2 + 5y 2 — 9y = 2 


5x 2 + 2y 2 - lx = 2 

21: 

x 2 + 2xy — x — 4 

22: 

x 2 + 3x?/ + 3x = —8 


2x 2 — xy + 3x =3 


3x 2 + xy + x =8 

23: 

y 2 + xy + 2y = 6 

24: 

3t/ 2 + 2x2/ — y = —2 


2y 2 — xy + 2y = 1 


2 y 2 — xy + 2y =2 

25: 

x 2 + xy — 3x = —2 

26: 

x 2 — 4x2/ + 2x = —2 


2x 2 — 3x2/ — x = —4 


3x 2 — 4xi/ — 2x = —6 

27: 

y 2 — 2 xy = —2 

28: 

2/ 2 — 4x?/ + 2y = —5 


— 3y 2 + 5x2/ + y = 6 


2y 2 — 3x2/ — 2/ = —10 

29: 

fx 2 + -ft/ 2 = 5 

30: 

ix 2 + ft/ 2 = 7 


fx 2 - iy 2 = 1 


^2 - 11/ 2 = 3 

31: 

ix 2 + iy 2 = 6 

32: 

4-x 2 + it/ 2 = 5 


f x* + iy 2 = 6 


ix 2 - -J 2/ 2 = -3 


ECUACIONES DEL TIPO ax 2 + bxy + cy 2 = d. 

La solucion de dos ecuaciones del tipo ax 2 + bxy + cy 2 = d se puede 
obtener de acuerdo con los siguientes pasos. 

1. Se elimina el termino constante por adicion o por sustraccion. Se 
obtiene asi una ecuacion del tipo Ax 2 + Bxy + Cy 2 = 0. 

2. Se resuelve esta ultima ecuacion para y en terminos de x usando 
algunos de los metodos del Cap. 8*. 

Se obtienen por tanto dos soluciones de la forma y = Kx y y = Gx, 
en donde K y G son constantes**. 

* La operacion es algunas veces mas facil si se resuelve x en terminos de y. Si 
esto se efectua debe intercambiarse x por y en los pasos 3, 4 y 5. 

** Si (Bx) 2 —4/f Cx? ~ 0, los dos valores de y seran iguales. Las constantes 
K y G pueden comprender radicales. 
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3. Se sustituye cada valor obtenido y en el paso anterior en cual- 
quiera de las ecuaciones originales. Se obtienen asi dos ecuaciones que 
contienen solamente a x. 

4. Se resuelven para x cada una de estas ecuaciones y se obtienen dos 
soluciones para cada ecuacion. 

5. Se sustituye cada solucion de la ecuacion obtenida a partir de 
y = Kx para x en y — Kx, obteniendo asi los correspondientes valores 
de y. 

De igual manera se sustituye cada solucion de la ecuacion obtenida a 
partir de y = Gx para x en y = Gx. 

6. Se ordenan las soluciones en la forma. 

x = , y = 

x = , y = 

x = , y = 

x = , y = 


EJEMPLO 1 Resolver simultaneamente las ecuaciones 

3x 2 + 4 xy + y 2 — — 8 (1) 

7x 2 + 2 xy — y 2 = —28 (2) 

Solucion. 

Paso 1. 

2lx 2 + 28 xy + 7 y 2 = -56 ec. ( 1 ) X 7 (3) 

14x 2 + 4 xy — 2 y 2 = — 56 ec. (2) X 2 (4) 

7x 2 + 24 xy + 9y 2 = 0 ec. (3) — ec. (4) (5) 


Paso 2. 


— 24x =b V576 x 2 - 252x 2 
18 

—24x ± V324 x 2 
18 

—24x ± 18x 
18 



Por tanto 


y = 


7x 

3 


Pasos 3, 4 y 5. 


se ha resuelto (5) para y de acuerdo con la 
formula a = 9, b = 24x, c = 7o? 


( 6 ) 

(7) 


3 * 2 + 4x(-|; + (- 


-3V 

« ^ 4x 2 x 2 

3l ’--r+9 


se ha sustituido (6) en (1) 

se han efectuado las operaciones indicadas 


21 x 2 - 12x 2 + x 2 = -72 
16x 2 = -72 

* 2 = - u = - 


se han eliminado las fracciones 


1 8 
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* 2 * 


* - ± V-T " 

Por tanto, dos soluciones son 

, 3 V2 . V2 . 

x = dt —t, V = =F“ 2 - * 


3VF 

se ha sustituido ± —- i por x en (6) 


3x 2 + 4x(^ —^ ~ — ® se ha sustituido (7) en (1) 


28x 2 , 49x2 

3 x2 - — + — = -S 


27x 2 — 84x 2 _|_ 49 X 2 = — 72 
-8x2 = _72 
x 2 = 9 
x = ±3 

V = —K±3) = =F7 
Por tanto, dos soluciones adicionales son 
x = ±3, y = - F7 

Paso 6. Por tanto, las cuatro soluciones son 

3\/2. V2- 

x = -f-*, V = —g-t 


se Aara efectuado las operaciones 
indicadas 


se ha sustituido 
± 3 por x en (7) 


x = 


3\/2 


V2, 


2 * v = -T+ 


x = 3, y = -7 
x = —3, y = 7 


Si como ocurre en el par de ecuaciones 


3x 2 — 2xy — y 2 = 0 
2x 2 + x|/ — 2y 2 = 9 

ninguna de las ecuaciones contiene termino constante, el paso 1 es inne- 
cesario. Se aplica el paso 2 a la primera de estas ecuaciones y se pro- 
cede con los otros. 

Si el sistema de ecuaciones dado tiene raices irracionales, probable- 
mente se presentaran operaciones dificiles con radicales. El ejemplo 2 
ilustra el metodo de trabajo en tales casos. 

EJEMPLO 2 Si para resolver simultaneamente las ecuaciones se aplican los seis pasos anteriores 


3x 2 + 3 xy + 2y 2 = 100 
x 2 — 4 xy — y 2 = —40 


(1) 

(2) 

Solucion: 

6x 2 + 6xy + 4 y 2 = 200 

ec. (1) >C 2 

(3) 

5x 2 — 20 xy — 5y 2 = —200 

ec. (2) X 5 

(4) 

llx 2 — 14xy — y 2 — 0 

14x ± Vl96x 2 + 44x 2 

V -2 

ec. (3) + ec. (4) 

se ha resuelto (5) para y segun la formula 

(5) 
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_ 14a; =t V240x 2 

-2 

_ 14x dr 4x\Zl5 

-2 

Por tanto, las dos soluciones de (5) para y en terminos de x son. 


y = ( — 7 — 2V / 15)x factorizando y cancelando (6) 

y = (-7 + 2Vl5)x (7) 


Sustituyendo ahora (6) en (2), se resuelve para x como sigue, 

x? - 4x[( —7 - 2V / 15)x] - [(-7 - 2 Vli)x ] 2 --40 

x 2 + x 2 (28 + 8Vl6) - x 2 (49 + 28V15 + 60) = -40 
x 2 (l + 28 - 49 - 60 + 8VT5 - 28\ / 15) = -40 

x 2 ( —80 - 2oVTi) = -40 


x 2 = 


-40 


-80 - 20VI5 
2 


4 + V15 
_ 8 - 2a/15 
16 - 15 
= 8 - 2Vl5 


factorizando y cancelando 


racionalizando el denominador 


x = dr ^8 - 2v / 15 
= dr(V5 - V3)* 


Sustituyendo los valores de rc en (6), se tiene 

y = (-7 - 2 V / 15 )[d=(V / 5 - V3)] 

= d= (-7 - 2V / 15)(V / 5 - Vi) 

= dr(-7V5 + 7 Vi - 2V75 + 2V45) 

- d=(—7V5 + 7Vi - 10Vi + 6 Vi) 
= =t(-Vi - 3Vi) 

Por tanto dos soluciones de (1) y (2) son 

x = Vi - Vi, y = -Vi - 3 Vi 


x = -Vi + Vi, y = Vi + 3 Vi 

Se pueden obtener dos soluciones mas de (1) y (2) efectuando el mismo proce- 
dimiento en (7). Estas dos soluciones son 

x = Vi + Vi, y = -Vi + 3 Vi 
Z = _Vi - Vi, y = Vi - 3 Vi 


EJERC1CIO 43: ECUACIONES SIMULTANEAS DEL TIPO 
Ax 2 + Bxy + Cy 2 = 0 

Resuelvanse los siguientes pares de ecuaciones: 

1: x 2 + 3 xy — 2 y 2 =2 2: 3x 2 + xy — y 2 = 1 

2x 2 + 5 xy — 3i/ 2 =4 x 2 — 3xy + 2y 2 = 3 

* Un radical de forma VaT ± 2 VTT = VIT ± Vli a > 0, 6 > 0, si u + t; = a, 
y uv = b. Tambien el radical V7T ± 2 V5" £ = VlT ± VlTj si u — v =. a y uv — b. 
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3: 

x 2 + 2 xy — 5 y 2 = — 5 

4: 

3x 2 + 5 xy — By 2 = —15 


2x 2 — xy — 6y 2 = 4 


x 2 + xy + 3 y 2 = 15 

5: 

4x 2 + 3 xy + 2 y 2 = «. 

6: 

5x 2 — 2 xy — 2 y 2 = 1 


2a: 2 + 6xy + y 2 = —3 


7x 2 — Bxy — By 2 = 1 

7: 

3x 2 — xy — 3 y 2 = 4 

8: 

5x 2 — 4 xy + y 2 = 65 


5x 2 + xy — 2 y 2 = 8 


x 2 — xy + y 2 = 13 

9: 

4x 2 + 6 xy — y 2 = 3 

10: 

9x 2 + 3 xy — y 2 = 4 


2x 2 — 5 xy + 3 y 2 = 1 


3x 2 + 2 xy + y 2 — 8 

11: 

16x 2 — 12 xy + 3 y 2 — 3 

12: 

2x 2 + + ?/ 2 = 14 


4x 2 — 3 xy + 2 y 2 = 2 


x 2 — xy + 4 1 / 2 = 7 

13: 

x 2 + 2 xy + 4 y 2 = 3 

14: 

5x 2 — 3xy — 9y 2 = 3 


2x 2 + 3 xy + 4 y 2 = 6 


3x 2 + xy — 3y 2 = 1 

15: 

x 2 — 6 xy + 4 y 2 = 1 

16: 

2x 2 + Bxy + 9 y 2 = 7 


x 2 — 10 xy + 8 y 2 ■= —4 


x 2 + xy — 3y 2 = 3 

17: 

2x 2 — 5 xy + y 2 = 2 

18: 

3x 2 -f- 3xy — 2y 2 = 2 


x 2 — Ixy + 3 y 2 = 3 


5x 2 + 4 xy — 5y 2 = 4 

19: 

x 2 — 5 xy + y 2 = 5 

20: 

3x 2 + 2xy — y 2 = 5 


2x 2 — 5 xy — y 2 = 3 


x 2 — 3xy — 2y 2 — 1 

21: 

x 2 — 2 xy — 2y 2 = 4 

22: 

x 2 + 2 xy + y 2 = 4 


3x 2 — 6 xy + 2 y 2 = 4 


x 2 + 2xy — y 2 = 6 

23: 

x 2 + 4x^ — 2 y 2 = —25 

24: 

3x 2 — 4xy + 2y 2 = 1 


4x 2 + 4 xy + y 2 = —25 


3x 2 + 2 xy — y 2 = —5 

25: 

x 2 — 3 xy + y 2 = 2 

26: 

3x 2 + 4 xy — 5y 2 = 6 


x 2 + xy — 8 y 2 = 8 


5x 2 + 3xy — 7 y 2 = 3 

27: 

3x 2 + 4 xy + 2 y 2 = 5 

28: 

x 2 — 2xy + 3y 2 = 9 


5x 2 + 6xy + By 2 = 10 


3x 2 — 5 xy — y 2 = 3 

29: 

x 2 + 2 xy — 2 y 2 == — 3 

30: 

x 2 — 2xy + y 2 = 9 


3x 2 — 2 xy + 2 y 2 = 7 


2x 2 — 2xy + 3y 2 = 30 

31: 

4x 2 — 4 xy + y 2 = 1 

32: 

3x 2 + 2xy + y 2 = 12 


x 2 — 4 xy + 2y 2 = 1 


x 2 — 2 xy + y 2 = 18 


9.7 PARES DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO QUE SE PUEDEN RESOLVER 
POR SUSTITUCION 

El metodo de sustitucion es util para resolver ecuaciones simultaneas de 
segundo grado, bien cuando una de ellas se puede resolver facilmente 
para una variable en terminos de la otra o bien cuando despues de ha- 
ber eliminado uno o mas terminos por adicion o por sustraccion se ob- 
tiene una ecuacion que se puede resolver con facilidad para una varia¬ 
ble en terminos de la otra. En los ejemplos 1 y 2 se ilustra el metodo 
para resolver, respectivamente, cada uno de esos casos. 

EJEMPLO . 1 Para resolver simultaneamente las ecuaciones 


xy = 6 
x* + y 2 = 13 

Solution. Se resuelve primero (1) para y en terminos de x, y se obtiene. 



Se sustituye ahora (3) en (2),yse tiene 
s* + P = 13 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 
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Eliminando las fracciones, se tiene 

x 4 + 36 = 13x 2 

ecuacion de cuarto grado pero de forma cuadratica, que se puede resolver como 
sigue: 

x 4 — 13x 2 + 36 = 0 se ha transpuesto 13.x 2 
(x 2 - 9)(x 2 - 4) = 0 
x 2 — 9 = 0 
x = ±3 
x 2 — 4 = 0 
x - ±2 

Se sustituye luego x — ±3 en (3), obteniendose y = 6/±3 = ±2. Analogamente, 
si x = ± 2, y = ± 3. 

Por consiguiente, las soluciones son 

x = 3, y = 2 
x = -3, y = -2 
x = 2, y = 3 
x = —2, y = — 3 

EJEMPLO 2 Resolver las ecuaciones 


a: 2 + |/ 2 + x — 2i/ =9 (1) 

x 2 + y 2 — 2x =1 (2) 

Solution. Si en las ecuaciones anteriores se sustrae (2) de (1), se obtiene 

3x — 2y = 8 (3) 


Ecuacion de primer grado que se puede resolver para x en terminos de y 
sigue: 

_ 2y +8 
X “ 3 

Luego, sustituyendo este valor de x en (2), se tiene 


como 

(4) 


(?v + zy + , _ <** + ») - i C5) 

de la cual se puede obtener la solucion completa efectuando las operaciones 
siguientes: 


4 y 2 + 32 y + 64 4# + 16 _ 

9 ' ry 3 

4i/ 2 + 32^ + 64 + 9y 2 - 12y - 48 = 

13 y 2 + 20i/ + 7 = 

-20 d= -\/400 - 364 

» "-2^- 

-20 ± V36 
26 

-20 ± 6 

26 

— — 1 and —jTf 
Sustituyendo estos valores en (4), se tiene 


1 se han efectuado las operaciones 
indicadas en (5) 

9 se han eliminado las fracciones 
0 se han transpuesto y sumado terminos 
se ha resuelto para y 
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X 


- 2+8 _ 6 
3 3 

= 2 cuando y = —1 

y 

r _ -H + 8 

3 

_ -14 + 104 _ 90 
39 39 

— 2 'jj' cuando y = —5 

Por tanto, las soluciones son 

x — 2, y = — 1 

* “ f %>v = - iV 


9.8 ECUACIONES SIMETRICAS 

Una ecuacion con dos variables es simetrica si la ecuacion no se altera 
al intercambiar las variables entre si. Por ejemplo, si en la ecuacion. 

x 2 + y 2 + 2 xy + x + y = 2 

se cambia x por y y y por x, se obtiene la misma ecuacion. La solucion, 
de dos de esas ecuaciones se simplifica si primero se sustituye x por 
u + v y y por u — v y se resuelven luego las ecuaciones para u y para v. 
A continuacion se obtiene x mediante la suma de u mas v y y mediante 
la sustraccion de v de u. Este metodo se ilustra en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO Resolver simultaneamenfe las ecuaciones 


x 2 + y 2 + 3 xy + x + y = —4 (1) 

4 xy + x + y = — 23 (2) 

Solucion. Sean 

x = u + v (3) 

y = u — v (4) 


se sustituyen estos valores en (1) y se obtiene 

ii 2 + 2 uv + v 2 + u 2 — 2 uv + v 2 + 3 u 2 — 3» 2 + m + p + m — v = —4 
Sumando terminos, se tiene 
5 u 2 — v 2 + 2u = —4 
De manera analoga, se obtiene de (2) 

4 u 2 — 4» 2 + M+ fl+ti — v = —23 

4 u 2 — 4v 2 + 2 u = — 23 agrupando terminos 

Por tanto, se tienen dos ecuaciones con u y v 

5 u 2 — v 2 + 2 u = —4 (5) 

4m 2 — 4® 2 +2 u = —23 (6) 

En cada una de estas ecuaciones aparece v solo en un termino y por consiguiente, 
puede eliminarse por adicion. Luego se procede a obtener la solucion completa del 
modo siguiente: 
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(7) 

( 6 ) 


u 

u 


20 m 2 - 4v 2 + 8m = -16 
4m 2 — 4» 2 + 2m = — 23 
16 m 2 + 6m = 7 

16m 2 + 6m - 7 =0 

-6 ± V36 + 448 
32 

-6 ± 22 _ 16 28 
32 32 an<1 32 


ec. (5) X 4 
ec. 

ec. — ec. (^6^ 
se ha transpuesto 7 

segun la formula 


Por tanto, u = ^ and ^ 

Sustituyendo en (6) len vez de u 9 se tiene 


4(1) — 4v 2 + 2(D — —23 

1 — 4v 2 + 1 = — 23 se han efectuado las operaciones 
— 4v 2 = — 25 indicadas en (5) 



Por tanto, las dos soluciones de (5) y (6), son 

u = b v =f 
u = v = —^ 

Para el primer par de valores de u y de v se tiene a partir de las ecuaciones (3) 

y (4) 

x = % = 3, y = 1 % — — 2 

y del segundo par se tiene 
x = i ^ — ”2, y = 1 = 3 

Como siguiente paso se sustituye u = —-l_en (6), y se tiene 
4(H) - 4»* +2(~£) = -23 

Efectuando la multiplicacion indicada, y eliminando fracciones, se tiene 
196 - 256v 2 - 112 = -1472 
Trasladando y sumando terminos, se obtiene 
-256z> 2 = -1556 


_ 1 5 5_6 __ 3 8 9 
“ I5"6 — 6 4 


V = zb 


V389 

8 


Por consiguiente, las otras dos soluciones de (5) y (6) son 


“ = “ 8 ’ 9 = 


V389 




8 

a/389 

8 


A1 sustituir estos valores en (3) y (4),se tiene 


x 


_7 -y/389 w = _7 _ a/389 


8 


8 


8 


X = -7T — 


V3B9 _ 7 a/389 

8 ’ y 8 + 8 


Por tanto, las cuatro soluciones simultaneas de (1) y (2) son: 


9.8 ECUACIONES SIMETRICAS 191 



x = 3, y = —2 
x = —2, y = 3_ 

* = |( —7 +V389), y = i(-7 - V389) 
x — ■§•( — 7 — V / 389), 2/ = £(-7 + V389) 


EJERCICIO 44: SOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 
POR SUSTITUCION 

Resuelvanse los siguientes pares de ecuaciones 


1 : 

x 2 — y = 3 

2 : 

2x 2 — y = 3 



x 2 + 2a; — 3y — 5 


x 2 + 3x — 2y =6 


3: 

x 2 + y = 11 

4: 

3x 2 + y = 0 



x 2 — x — 2y = 2 


x 2 + 2x + 2y = —3 


5: 

y 2 — 2x = —2 

6 : 

y 2 — 5x = 6 



y 2 + 3x — y =3 


y 2 — 6x — y = 8 


7: 

y 2 — 3x = 7 

8 : 

y 2 + 2x — 10 



2 y 2 — x — Ay = 1 


3y 2 — 3x + y = 1 


9: 

xy = 2 

10 : 

xy = — 6 



x 2 — y 2 = 3 


x 2 + y 2 = 13 


11 : 

xy = —1 

12 : 

xy = 2 



x 2 + 2 y 2 = -3 


2x 2 + 3 y 2 = -11 


13: 

2x + xy = 3 

14: 

3x — xy = 4 



x 2 + xy = 2 


x 2 + xy = 6 


15: 

3y + xy = — 6 

16: 

2y — 3xy = 2 



2/ 2 — xy = 4 


y 2 + xy =2 


17: 

x + 2y + 2xy = 3 

18: 

3x + y + 6xy = 7 



3x + 4y — 2xy = 4 


6 x "b 2y -\~ 3xy = 8 


19: 

9x + 2y + 3xy = 10 

20 : 

2x + 3y — 2xy = 1 



3 x — y + 6 xy — 5 


x + 5y — 4xy = — 7 


21: 

x 2 + y 2 — 5x + y = —4 

22 : 

x 2 +y 2 +x+y = 2 



x 2 + y 2 — 3x + 2y = 1 


2x 2 + 2y 2 + 3x - y = 8 

23: 

x 2 + y 2 — 2x — 3y = 1 

24: 

x 2 + y 2 + 3x — 3y = 4 



3x 2 + 3y 2 — 6x — 4y = 13 


5x 2 + 5 y 2 — 4x + 4y = 

1 

25: 

x 2 + y 2 + 2x + 2y =6 

26: 

x 2 + y 2 + x + y = 12 



2x 2 + 2 y 2 + 3x + 3y = 10 


3x 2 + 3y 2 + 2x + 2y = 

32 

27: 

x 2 + y 2 + x + y = 0 

28: 

x 2 + y 2 + 3x + 3y = — 

4 


2x 2 + 2y 2 + 3x + 3y = -2 


5x 2 + 5 y 2 + 7x + 7y = 

12 

29: 

x 2 + xy + y 2 — x — y = 1 

30: 

xy + 2x + 2y = 21 



x 2 — xy+y 2 — x — y = —1 


2 xy — x — y = 12 


31: 

x 2 — 2xy + y 2 + 3x + 3y = —6 





x 2 — 2 xy + y 2 + x + y = —2 




32: 

3xy — 2x — 2y = 4 





xy — x — y = 0 

9.9 PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR MEDIO DE ECUACIONES 
SIMULTANEAS DE SEGUNDO GRADO. 

Existen muchas situaciones que conducen a pares de ecuaciones simul- 
taneas de segundo grado. En el ejemplo siguiente se ilustra una de di- 
chas situaciones. 

EJEMPLO A y B, trabajando juntos, pueden hacer un trabajo en 60/11 de dia. Si trabajan 
por separado, A necesita dos dias mas para hacer el trabajo que lo que necesita B. 
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Calculese el tiempo que necesita cada uno para hacer el trabajo por separado. 
Solution. Si A necesita a dias y B necesita 6 dias, entonces 

a — 6 = 2 (1) 

ya que A necesita dos dias mas que B . Ademas, 1/a corresponde a la parte del 
trabajo que A puede hacer en un dia, 1/6 es la parte de trabajo que B puede 
hacer en un dia. Por tanto, 1/a + 1/6 representa la parte del trabajo que los dos 
pueden hacer en un dia. Segun los datos, 11/60 es tambien la parte del trabajo 
que los dos pueden hacer en un dia, ya que necesitan 60/11 de dia para hacer el 
trabajo juntos. Por tanto. 



11 

60 


( 2 ) 


Ahora debe resol verse el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2). Si se 
despeja a de (1) y se sustituye el resultado en (2), se tiene 

1 1 _ 11 
6 + 2 + 6 60 

A continuacion se eliminan los denominadores, obteniendose 

606 + 60(6 + 2) = 116(6 + 2) ya que el M.G.M. es 60b(b + 2). 

606 + 606 + 120 = 116 2 + 226 Se han eliminado los parentesis 

116 2 — 986 — 120 = 0 Se han combinado terminos 

(6 — 10) (116 + 12) = 0 Se ha factorizado 

Por tanto, b = 10, — Es decir, B requiere diez dias para hacer el trabajo, 

eliminandose la otra posibilidad por corresponder a un numero negativo. Final- 
mente, A requiere doce dias para hacer el trabajo, es decir, dos dias mas que el 
tiempo requerido por B . 


EJERCICIO 45: PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR MEDIO DE 
ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 

1: Encuentrense dos numeros cuya suma sea 61 y cuyo producto sea 658. 

2: Encuentrense dos numeros cuyo producto sea 242 y cuyo cociente sea 12.5. 

3: Encuentrense dos numeros positivos cuyo producto y diferencia sean 756 y 
15, respectivamente. 

4: Encuentrense dos numeros positivos tales que su producto sea 88 y la s um a 
de sus cuadrados sea 185. 

5: Encuentrense las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su area es de 
168 metros cuadrados y que su diagonal tiene una longitud de 25 metros. 

6: Encuentrense las dimensiones de un rectangulo si su diagonal mide 17 me¬ 
tros y la diferencia de sus lados es de 7 metros. 

7: Calculense las dimensiones de un rectangulo cuya diagonal mide 13 centi- 
metros y cuyo perimetro es 34 centimetros. 

8: El area de un triangulo rectangulo es 60 metros cuadrados y su perimetro 
es 46 metros. Encuentrense su base y su altura. 

9: Dos numeros no nulos tienen su producto, su suma y la diferencia de sus 
cuadrados iguales entre si. Encuentrense dichos numeros. 

10: Un jardin rectangular tiene un area de 150 metros cuadrados y esta rodea 
do por una acera de concreto de 1.5 metros de ancho. Encuentrense las dimen¬ 
siones del jardin sabiendo que el area de la acera es de 80 metros cuadrados. 
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11 : Se construye una caja con un volumen de 1440 centimetros cubicos utilizan- 
do una hoja metalica rectangular en la que se cortan cuadrados de 3 centimetros 
de lado en las esquinas, doblando luego los lados. Encuentrense las dimensiones 
de la hoja metalica si su area es 792 centimetros cuadrados. 

12 : De un pun to de la hipotenusa se bajan perpendiculares a cada uno de los 
catetos de un triangulo rectangulo, obteniendose de este modo un rectangulo. 
Encuentrense las dimensiones del rectangulo si su area es 105 y las longitudes de 
los catetos son 14 y 30. 

13: El area combinada de dos circulos tangentes externamente es 34 ir centimetros 
cuadrados. Encuentrense el radio de cada circulo si entre sus centros hay una 
separacion de 8 centimetros. 

14: La diferencia de las areas de dos circulos tangentes internamente es 40 ir 
centimetros cuadrados. Encuentrense el radio de cada circulo si la separacion 
de sus centros es 4 centimetros. 

15: Una ventana tiene la forma de un rectangulo rematado por un semicirculo. 
Encuentrense las dimensiones del rectangulo si el perimetro y el area de la ven¬ 
tana son 20 ^ y 26^-metros y metros cuadrados, respectivamente. Usese ir como 
16: A y B pueden pintar juntos un granero en 1JL de dia. Calculese cuanto tiem- 

po requiere cada uno para hacer el trabajo separadamente sabiendo que A requiere 
un dia mas que B. 

17: A y B pueden hacer un trabajo juntos en doce dias. Calculese cuanto requiere 
cada uno para hacer el trabajo separadamente, sabiendo que A requiere 1.5 veces 
mas tiempo que B . 

18: La suma de los cuadrados de los dos digitos de un numero es 34. Encuentrese 
el numero si el digito de las unidades es dos unidades mayor que el de las decenas. 
19: La diferencia de los cuadrados de dos digitos de un numero es 24 y la diferencia 
de los digitos es 2. Encuentrese el numero sabiendo que al invertir el orden de los 
digitos el numero decrece. 

20: En el trapecio ABCD, las bases AB y DC son perpendiculares a AD ; ademas, 
DC es 8 centimetros mayor que BC y 4 centimetros menor que AB. Encuentrense 
las longitudes de los lados si el perimetro es de 38 centimetros. 

21 : El aeroplano A sale del aeropuerto P y quince minutos mas tarde el aeroplano 
B sale tambien de P hasta alcanzar a A , volviendo luego a P. Cuando B regresa 
al aeropuerto, A esta todavia a una distancia de 990 millas. Encuentrese la veloci- 
dad de cada aeroplano, si la velocidad de uno de ellos es 1.2 veces la del otro. 

22 : La ciudad de San Antonio esta a 768 kilometros al oeste de Nueva Orleans. 
Dos aviones hacen un viaje redondo entre las dos ciudades en siete y diez horas, 
respectivamente. Durante todo el viaje estuvo soplando viento del Este con veloci¬ 
dad constante. Encuentrese la velocidad relativa al aire de cada avion, sabiendo 
que la del segundo avion fue 5/7 de la del primero. 

23: Un comerciante obtuvo un ingreso de $690 000 por la venta de receptores de 
television en 1955. En 1960 vendio 1.5 veces mas receptores que en 1955, pero a un 
precio de $650 menos por receptor. Su ingreso en 1960 fue $150 000 mayor que el 
de 1955. Calculese cuantos receptores vendio en 1960 y cual fue el precio por 
receptor en 1955. 

24: Una persona compro un lote de acciones por $11 000. Despues de un ano 
recibio como dividendo $2.20 por accion y 20 acciones adicionales. Entonces ven¬ 
dio las acciones ganando en cada una $2.00 sobre el precio de compra. Si la utilidad 
total fue de $1 980, encuentrese el numero de acciones y el precio de cada una en 
la compra inicial. 

Expresese cada uno de los siguientes radicales como la suma de dos radicales, des¬ 
pues de consultar la nota del Pr. 9.6. 
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25: ^8 + 2VU 

26: ^13 + 2 V 42 

27: ‘V'll + 2V30 

28: ^12 + 2V35 

29: ^8+ 4V3 

30: ^9 + 6 V 2 

81: A// 12 + 4V5 

32: ^14 + 4 V 6 
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4A RAZONES, PROPORCIONES 
IV/ Y VARIACIONES 


en el presente capitulo se discutira un aspecto que solo se habia tra- 
tado indirectamente, a saber: la relacion entre el numerador el deno- 
minador de una fraccion cualquiera. Por ejemplo, la fraccion -|- expresa 
que 2 esta dividido entre 4 e implied que 2 guarda una cierta relacion 
con respecto a 4 . Esa implicacion es de importancia en la igualdad -|- = -L, 
que expresa que las dos fracciones son iguales e implied una relacion 
entre 2 y 4 , que es la misma que la relacion entre 1 y 2. Como generali- 


zacion se puede escribir — = -3, que expresa la interrelacion de los cua- 

b a, 


tro numeros, a, b, c y d. Como se vera, la teoria matematica de esta in¬ 
terrelacion, llamada razones, proporciones y variaciones, tiene una apli- 
cacion amplia en las ciencias fisicas y en las tecnicas relacionadas con 
ellas. En sus aspeetos mas simples las razones, proporciones y variaciones 
son de ocurrencia frecuente en la vida diaria. 


10.1 RAZONES 

La razon de un numero a a un segundo numero b, distinto de cero, es 
el cociente que se obtiene al dividir a entre b. De esta manera la razon 

de a a b es —, o, como se escribe frecuentemente, a:b, en donde los dos 
b 

puntos indican division. Muchas de las dificultades que se encuentran 
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a 


en el estudio de las razones se evitaran recordando que las expresiones —, 

o 


a/b, a:b son equivalentes y son, colectivamente, expresiones simbolicas 
de la razon de a a b. 

Si a y b son magnitudes de la misma especie, se deben expresar en la 
misma unidad para que a/b tenga sentido. Esto es, para obtener la razon 
de 3 cms. a 2 dins., se convierten 2 dins, en 20 cms., y la razon deseada 

A- En tales casos la razon a/b representa un numero abstracto y es 
la respuesta a la pregunta gque multiplo o fraccion de b es el numero a? 
Aun cuando frecuentemente de una razon se piensa como de una opera- 
cion que implica cantidades de la misma especie, tambien frecuentemente 
se tienen razones de magnitudes de naturaleza diferente. Por ejemplo, en 
Fisica, la velocidad v de un cuerpo se expresa como 


s 



El valor de esta razon es el numero de metros o la parte de s, que un 
cuerpo recorre en un segundo. Igualmente, el precio P por hectarea de 
terreno es igual a la razon del costo total, C al numero de hectareas, n. 



n 


Esto es, el valor de esa razon es la porcion de C que corresponde a una 
hectarea. 

Entonces, si a y b no representan magnitudes de la misma especie, la 
razon a:b representa la porcion de a que corresponde a una unidad de b. 


10.2 PROPORCIONES 


Una de las aplicaciones mas frecuentes de las razones, se presenta en 
aquellos casos que implican numeros que pueden agruparse en pares y 
cuyas razones son iguales entre si. Por ejemplo, si un automovil viaja a 
una velocidad doble de la de otro, recorrera en igual tiempo una distan- 
cia doble. Esto es, si S y 5 son las velocidades medias de los dos auto- 
moviles y D y d las distancias respectivas que recorren, se tiene 

S D 
s d 


proporcion 


cualquier ecuacion de ese tipo se llama proporcion y sirve para ilustrar 
la definicion siguiente: 

Una proporcion es la proposicion de que dos razones son iguales. 

Las proporciones se escriben de dos modos: (*) 


a c 


b d 


( 10 . 1 ) 


* En otros libros aparecen como a:b::c:d. 
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medios y 
extremos 


producto de 
medios y de 
extremos. 


EJEMPLO 1 


alternacion e 
inversion 


EJEMPLO 2 


a:b = c:d ( 10 . 2 ). 

La ecuacion ( 10 . 2 ) se lee a es a b como c es a d; tanto en ( 1 ) como en 
( 2 ) los terminos b y c se llaman medios y a y d extremos. Tambien se 
emplea para a y c la palabra antecedentes y para b y d la palabra con- 
secuentes. 

Debido a que muchas relaciones importantes, tanto en matematicas 
como en otras ciencias, se establecen como proporciones, el conocimien- 
to de ellas resulta de gran utilidad al trabajar en el campo de la tecnica. 
A continuacion se presentaran algunas propiedades que facilitan la ma- 
nipulacion de las proporciones. 

Si se multiplica cada miembro de ( 1 ) por bd, se obtiene 

abd cbd 

IT = ~d~ 

Luego, se divide cada miembro de la fraccion de la izquierda entre b, y 
cada miembro de la fraccion de la derecha entre d. Se tiene 

^ ad = cb (10.3) 

De esta manera se obtiene la importante propiedad que se escribe a 
continuacion. 

1. En toda proporcion el producto de los medios es igual al producto 
de los extremos. 

Encontrar x, si 3:4 = x:12. 

Solution. Aplicando la propiedad 1, se tiene 

4x = 36 
x = 9 

Por tanto. 

Si se divide cada miembro de (10.3) entre cd, se tiene 

ad cb 
cd cd 
a b 
c d 

Ademas, 

ad _ cb 
ac ac 
d _b 
c a 

En consecuencia, se tiene la siguiente propiedad: 

2. Si a/b = c/d, entonces a/c = b/d, y tambien b/a = d/c. 

Se dice que la segunda proporcion se obtiene de la primera por alter¬ 
nacion y que la tercera se obtiene, tambien de la primera, por inversion. 

Si a/b — c/d y n/d — m/c, demostrar que a/b = m/n. 


efectuado las operaciones indicadas 
dividiendo cada miembro de (10.3) entre ac, se obtiene 
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Solution . Ya que n/d = m/c , se tiene 


adicion y 
sustraccion 


EJEMPLO 


n_ _ d 

m c por alternation . 

me . 

— = j por inversion 

nd 

am a c 

j- — — puesto que — = — 

& w b d 

Se pueden derivar dos propiedades mas de las proporciones a partir 
de ( 10 . 1 ), si primero se suma 1 a cada miembro de ( 10 . 1 ) y se simpli- 
fica y luego se suma —1 a cada miembro de (10.1) y se simplifica. Pa¬ 
ra el primer caso, se tiene 




Por consiguiente, 

a 4- b c d 
b~ d 


(10.4) 


Para el segundo caso se tiene 



Simplificando, se tiene 

a — b e — d 
~ b d ~ 


(10.5) 


Ahora, dividiendo los correspondientes miembros de (10.4) entre los 
de (10.5) se obtiene 

a -(- b c -j- d 
a — b c — d 


En consecuencia, se puede escribir la siguiente propiedad: 

3. Si a/b = c/d, entonces ( a + b) /b = (c + d)/d, ( a — b)/b = 
(c — d) fd, y {a + b) / (a — b) = (c + d) / (c — d). 

En la propiedad 3, se dice que la segunda y la tercera proporciones se 
derivaron de la primera por adicion y sustraccion, respectivamente. De 
la cuarta se dice que se derivo de la primera por adicion y sustraeion. 


Si a/b — c/d, a + b — 60, c = 3 y d — 2, encontrar a y b. 
Solucion. Si a/b = c/d, se tiene por adicion. 


a 4 " b _ c 4 “ d 

b~~ ~ ~d~ 

Por tanto, al sustituir los valores dados para a, b, c y d, se tiene 

60 _ 3 4- 2 
b 2 
60 5 

b 2 


10.2 PROPORCIONES 199 



56 = 120 
6 = 24 


de la propiedad 1 


media 

proporcional 


EJEMPLO 4 


EJEMPLO 5 


EJEMPLO 6 


Ademas, puesto que 
a -j- 6 = 60 
se concluye que 


a = 36 


Si en cualquier proporeion los dos medios son iguales, se tiene enton- 
ces la llamada proporeion media . Asi, si en (10.1) c = b, entonces a/b 
= b/d o bien a:b = bid . En este easo b se llama media proporcional 
de a y de d v (o entre a y d), y d se llama tercera proporcional de a y de 
6. Sin embargo, cuando en (10.1) 6=^=c«se llama cuarta proporcional 
de a, b y c. 

Encontrar la media proporcional de 12- y de 3. 

Solution. Sea x la media proporcional que se busca, entonces 
12:x x:3 

x 2 = 36 segun la propiedad 1 
x = zb 6 resolviendo para x 

Encontrar la tercera proporcional de 16 y 12. 

Solution . Sea x la tercera proporcional que se busca, entonces 

16:12 = I2:x 

16x = 144 segun la propiedad 1 
x = 9 resolviendo para x 

Encontrar a:, si 7 es la cuarta proporcional de 35, 28 y x. 

Solucion. De acuerdo con la definicion, se tiene. 

35:28 = x: 7 por definicion 

28x = 245 segun la propiedad 1 

x = -%^ 5 - = -M- resolviendo para x 


Existe un simbolismo usado frecuentemente que se asemeja a una 
proporeion, pero que se emplea para indicar que tres razones son igua- 
les entre si. Por ejemplo 

a:b:c = x:y:z (10.6) 

que en realidad es una manera abreviada de escribir 

a:b = x:y a:c = x:z b:c — y.z (10.7) 

o bien que 

a b c 

- = - = - ( 10 . 8 ) 

x y z ' 

Si en (10.8) se hace igual a una constante k, cada una de las razones, 
se tiene 

a = kx b — ky y c = kz (10.9) 
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De (10.9) se sigue que 


a + b + c = k(x + y + z) 
Por tanto. 


a + b + c = 
x +y +z 

o bien 

ci -|~ b —(- c <x b c 

x + y + z x y z 


( 10 . 10 ) 


EJEMPLO 7 Si los lados de dos triangulos son A, B, C y a, b, c, respectivamente y si 


A = B = C 
a b c 


( 1 ) 


encontrar A, B y C, si el perimetro del primer triangulo es 176 y si a = 5, b = 18 
y c = 21. 


Solution. De la proposicion dada 


A _ B _ C 
a b c 
A + B ± C = A 
a + b + c a 


por ec. (10.10) 


Se sustituye el valor del perimetro en vez de A + B + C y los valores dados para 
a, b y c. Se tiene entonces 


176 

A 


5+18+21 

5 


176 

A 


44 

5 


44A 

= 880 

por la propiedad de medios y extremos 

A 

= 20 


A 

B 

por ec. (1) 

a 

b 

20 

B 


IT 

~ 18 

sustituyendo 

5 B 

= 860 

por la propiedad de medios y extremos 

B 

= 72 

resolviendo para B 

A + B + C 

= 176 



C — 176 — (A + B) transponiendo y resolviendo para C 
= 176 - 92 
= 84 


EJERCICIO 46: RAZONES Y PROPORCIONES 

En los problmas 1 a 8 expresense como fracciones las siguientes razones y luego 
simplifiquense. 


1 : 

5 metros a 8 centimetros. 

5: 

2 semanas a 5 dias. 

2 : 

2]/ 3 kilometros a 2 decimetros. 

6 : 

% de dia a 20 minutos. 

3: 

3% centimetros a 6 milimetros. 

7: 

$10.00 a 5 centavos. 

4: 

2 % kilometros a 120 centimetros. 

8 : 

$2.40 a 30 centavos. 
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En los problemas 9 a 12 encuentrese el valor de la razon indicada e interpretese 
el result ado. 

9: $10.00 a 8 horas. 11: 56 galletas a 7 ninos. 

10: $55.00 a 5 kilogramos de carne. 12: 340 kilometros a 50 litros de gasolina. 

13: La pendiente de un techo es la distancia que el techo asciende por unidad 
horizontal de longitud. Encuentrese la pendiente de un techo si una de las vigas 
que lo sostienen tiene 17 metros de largo y uno de sus extremos esta 3 metros mas 
arriba que el otro. 

14: La pendiente de una carretera es la distancia que esta asciende por unidad 
de longitud sobre su superficie. Encuentrese la pendiente media de una carretera 
que sube 60 metros en 2 kilometros. 

15: El calor de fusion de un material solido es el numero de calorias necesario 
para fundir un gramo de dicho material. Encuentrese el calor de fusion del hielo 
si 2000 calorias fiinden 25 gramos de hielo. 

16: La densidad de un cuerpo se define como la razon de la masa del cuerpo a 
su volumen. Si la masa de 25 centimetros cubicos de mercurio es 340 gramos, 
encuentrese la densidad del mercurio. 


Mediante el uso de la propiedad 1, encuentrese el valor de x en los problemas 


17 a 

24. 


17: 

2:3 = x:7 

18: x:6 = 7:18 

19: 

6:3a; =24:36 

20: 4:5 = S:x 

21 : 

(2 + x) : (3 - x) = 4:1 

22: (1 + a;):(l — x) = 3:4 

23: 

(x — 2):2 = 5:(x + 1) 

24: 5: (3a; + 1) = {x - 1):3 


Encuentrese la media proporcional para los pares de numeros de los problemas 
25 a 28. 

25: 8,32 26: 6,96 27: 2,8 28: 3,12 

Encuentrense la tercera proporcional para los pares de numeros de los problemas 
29 a 32, 

29: 3,7 30: 5,9 31: 2,6 32: 3,12 

Encuentrense la cuarta proporcional para las triadas de numeros de los proble¬ 
mas 33 a 36. 


33: 2,7,4 34: 5,3,20 35: 4,5,8 36: 3,6,4 

37: si x:y = 5:3 y x — y = 6, encontrar x y y. 

38: si x:6 = y:2 y x — y = 12, encontrar x y y. 

39: si x:y = 4:5 y x + y = 18, encontrar x y y. 

40: si x:y = 1:3 y x + y = 16, encontrar x y y. 

41: Si el ruido de una explosion se oye a 1452 metros en cuatro segundos, 
calculese a que distancia esta una persona que oye la explosion seis segundos 
despues de que esta ocurre. 


42: Si una onda producida por una piedra que cae en un lago avanza 4 metros 
en cuatro segundos. ^Cuanto avanzara en siete segundos? 

43: Si un mapa se traza con la escala de centimetro a 15 kilometros, & que 
distancia representan 7 centimetros? 

44: Si un aeroplano vuela 360 millas en hora y media, «?cuanto volara en dos 
horas y cuarenta minutos? 
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10.3 VARIACIONES 


variation di¬ 
recta 


variation in- 
versa 

variation con- 
junta 


constante de 
proporciona- 
hdad 


Es frecuente estudiar situaciones en las que aparecen dos cantidades que 
pueden variar, pero cuya razon no cambia. Por ejemplo, si el precio del 
algodon no cambia durante un dia, entonces la razon del precio de una 
paca al peso de esta es el mismo en cualquier momento de ese dia. Dicha 
razon representa el precio por kilogramo. 

En tales casos, se dice que la primera cantidad varia al variar la se- 
gunda, o, dicho mas precisamente, varia proporcionalmente directa con 
la segunda. Asi, si a varia directa y proporcionalmente con b, entonces 
la razon a/b es igual a una constante. Si k representa esa constante, en¬ 
tonces a/b = k o bien a = kb. 

Muchas leyes cientificas que tratan de relaciones entre cantidades fisi- 
cas emplean la terminologia anterior. A continuacion se presentaran dos 
de esas leyes y se indicara como se expresan por medio de ecuaciones. 

La ley de Gay Lussac-Charles establece que si la presion es constante, 
el volumen de una masa gaseosa es directamente proporcional a la tem- 
peratura absoluta. Si V representa el volumen y T la temperatura, en¬ 
tonces la ley estipula que V = kT, en donde k es una constante. 

La ley de Boyle-Mariotte establece que si la temperatura es constante, 
el volumen de una masa gaseosa es inversamente proporcional a la pre¬ 
sion que ejerce sobre ella. Por tanto, si V es el volumen p es la presion, 

V es inversamente proporcional a p. Esto significa que en todo momento 

V es igual al producto de una constante k por 1 /p, o sea V = k (1/p). 

Los ejemplos anteriores ilustran dos de los tres tipos de variaciones 

proporcionales que se definen a continuacion. 

Variation directa. Si una cantidad varia directa y proporcionalmente 
con otra, entonces la primera es igual al producto de una constante por 
la segunda. 

Variation inversa. Si una cantidad varia inversa y proporcionalmente 
con otra, entonces la primera es igual al producto de una constante por 
el reciproco* de la segunda. 

Variation conjunta. Si una cantidad varia conjunta y proporcional¬ 
mente con dos o mas cantidades, entonces la primera es igual al producto 
de una constante por el producto de las otras. 

En las definiciones anteriores, la constante se conoce como constante 
de proporcionalidad. 

Frecuentemente se presen tan situaciones que son combinaciones de 
los tipos anteriores. Por ejemplo, la ley de la gravitacion de Newton 
establece que la fuerza de atraccion gravitatoria entre dos cuerpos es 
directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente pro¬ 
porcional al cuadrado de la distancia que separa sus centros de grave- 
dad. Si G, M, m y d representan, respectivamente, la fuerza de atraccion 

*Dos numeros son reciprocos si su producto es 1; de aqui que el reciproco 
de n sea 1/n ya que n{\/n) = 1. 
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gravitatoria, las dos masas y la distancia, entonces la ley establece que 


G = *(«=) 

EJEMPLO 1 La presion en el fondo de una piscina varia directamente con la altura del agua. 

Si la presion es 1 kg./cm. 2 cuando la columna de agua tiene una altura de 10 
mts., encontrar la presion sobre el fondo de una piscina cuya altura de agua 
es 1.35 mts. 


Solution. Si P representa la presion y h la altura del agua y como P varia direc¬ 
tamente proporcional a h 9 entonces 

P =z kh (1) 

Ahora, cuando h = 10 mts., P = 1 kg/cm 2 , luego 

1 = 10 k 


Por tanto 


k = 


1 

10 


0.1 


De este modo 


P = 0.1 h (2) 

Luego, si h= 1.35 mts., entonces 

P= (0.1) 1.35 = 0.135 kg/cm 2 

EJEMPLO 2 La cantidad de carbon que consume un barco que viaja con velocidad uniforme 
es directamente proporcional a la distancia recorrida y al cuadrado de la veloci¬ 
dad. Si el barco emplea 45 tons, de carbon para recorrer 128 kms con velocidad 
de 24 kms/hr, <?cuantas toneladas empleara si recorre 192 kms, con velocidad 
de 32 kms/hr.? 

Solution . Se hace 


T = numero de toneladas usada; 
5 = distancia en kms. 
v = velocidad en kms/hora 


entonces, 

T — k(sv 2 ) segun la definition de variation conjunta . 

Por tanto, para T = 45, s = 128, v = 24, se tiene 
45 = k (128) (24) 2 


Por tanto, 



(128) (24) 2 8192 


resolviendo para (k) 


Sustituyendo este valor de A en (1), se tiene 

r - i&> <"« 

Ahora, puesto que s = 192 y v — 32, se concluye que 


( 1 ) 
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T = 83^(192) (32 2 ) 

= 120 tons 

EJEMPLO 3 Si el volumen de una masa gaseosa a cierta temperatura es 56 cm 8 a la presion de 
18 kgs., calcular el volumen euando la presion es 16 kgs. 

Solution: La ley de Boyle-Mariotte establece que el volumen es inversamente pro- 
porcional a la presion. Por tanto, si se haee 

V — volumen 


y 

p = presion 


se tiene 
V 


- 4 ) 


segun la definition de variation inversa 


Luego, si V — 56 euando p = 18, se tiene 
56 = k <£) 


( 1 ) 


Por consiguiente, 

k = (56) (18) resolviendo para k 
= 1008 

Sustituyendo ahora este valor de k en (2), se tiene 

V = 1 008 ^^ sustituyendo el valor de k en (1) 

Por tanto, euando p — 16, se tiene 

V = 1008 (A.) = 63 cm 8 . 

16 

EJEMPLO 4 El limite de ruptura de una viga horizontal apoyada en ambos extremos es direc- 
tamente proporcional tanto al ancho de la viga como al cuadrado de su peralte e 
inversamente proporcional a la distaneia entre los puntos de apoyo. Si una viga de 
4 por 6 ems de seccion y 15 mts. de largo, puede soportar una carga de 1470 kgs., 
calcular el limite de ruptura para la viga si esta se coloca tomando como base el 
lado de 6 cms. 

Solution . Se hace 

c = la carga 
a = el ancho 
p = el peralte 

l — la distaneia entre los puntos de apoyo 
se tiene 

- 4 ?) 

Cuando la viga esta en su posicion normal, a = 4, p = 6, 1 = 15, y c = 1 470. Sus¬ 
tituyendo estos valores en (1) se tiene 
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1470 = k [- 4) / 5 62) ] 

Por tanto, 

22,050 = 144 k 

y 

I. _ 2 2 0 5 0 
ft — 14 4 

_ 12 2 5 
— 8 

Luego, para la viga volteada de su posicion original, a — 6, p = 4, 1 = 15. Susti- 
tuyendo en (1) estos valores y el valor de k , se tiene 


- Pi 5 ] M 

= ^225j R6)(16)1 

= 980 kgs. 


Los problemas que se pueden resolver mediante el metodo ilustrado 
en los ejemplos anteriores, constan de tres elementos. Primero, una ley 
relativa al problema, a partir de la cual se puede escribir la ecuacion de 
la variacion. Segundo, un grupo de datos que, permite encontrar el va¬ 
lor de la constante de proporcionalidad. Tercero, otro grupo de datos que, 
eon excepcion de uno, son cantidades conocidas. Empleando la informa- 
cion eontenida en las dos primeras partes, se puede encontrar esta can- 
tidad desconocida. 


EJERCICIO 47: VARIACIONES 

1: Expresense como ecuaciones las siguientes proposieiones: ( a ) m, es directa- 
mente proporeional an; ( b ) 5, es inversamente proporeional at; (c) r, es conjun- 
tamente proporeional a e y a m; ( d ) w , es direetamente proporeional axe inver¬ 
samente proporeional al cuadrado de y. 

2: Si y es direetamente proporeional a x y es igual a 2 cuando x = 3, encuen- 
trese el valor de y cuando x = 7. 

3: Si w es direetamente proporeional a x y es igual a 15 cuando x = 5, encuen- 
trese el valor de w cuando x = 2. 

4: Dado que y es inversamente proporeional a x y que y — 6 cuando x — 8, 
encuentrese el valor de y cuando x — 12. 

5: Si w es inversamente proporeional a y y es igual a 4 cuando y = 5, encuen¬ 
trese el valor de w si y = 2. 

6: Si y es conjuntamente proporeional a x y a t*; y es igual a 36 cuando x — 4 
y w = 3, encuentrese el valor deysi% = 6 y w — 5. 

7: Dado que re es conjuntamente proporeional a w y a y y que x = 40 cuando 
w; = 2 y y = 5, encuentrese el valor de x si w == 3 y y = 6. 

8: Dado que w es direetamente proporeional al producto de re y e inversamente 
proporeional al cuadrado z y que iv = 14 cuando x = 4, y = 28 y z = 4, encuen¬ 
trese el valor de w cuando x = 6, y = 9 y z — 3. 

9: El volumen de una piramide regular es conjuntamente proporeional a su 
altura y al area de su base. Si el volumen de una piramide regular de 4 centi- 
metros de altura y de 6 centfmetros cuadrados de base es 8 centimetros cubicos. 
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encuentrese el volumen de otra piramide de 5 centimetros de altura y de 9 cen¬ 
timetros cuadrados de base. 

10: En un instante dado la longitud de una sombra es directamente proporcional 
a la altura del objeto que la produce. Si un anuncio de dos metros de altura produce 
una sombra de 0.8 metros de largo, calculese la altura de un arbol cuya sombra es 
de 4 metros. 

11: El interes simple producido en un tiempo dado es conjuntamente proporcional 
al capital y a la tasa de interes. Si $700 produjeron $105 al 5%, encuentrese el 
interes producido por $900 al 4% en el mismo tiempo. 

12: En el oceano, el cuadrado de la distancia al horizonte es directamente propor¬ 
cional a la altura del observador sobre el nivel del agua. Si una persona de 1.80 
metros de altura esta parada sobre la cubierta de un barco a 6 metros sobre la 
superficie del agua, puede observar hasta 2 kilometros <?Hasta donde podria observar 
desde la ventanilla de un aeroplano que vuela a 400 metros sobre la superficie 
del agua? 

13: La resistencia del aire sobre un movil es, aproximadamente, proporcional al 
cuadrado de la velocidad del mismo. Comparese la resistencia del aire sobre un 
automovil que viaja a 40 kilometros por hora con la de un automovil que viaja a 
60 kilometros por hora. 

14: La cantidad de pintura necesaria para pintar la superficie lateral de un poste 
cilindrico es conjuntamente proporcional al radio y a la altura del poste. Comparese 
la cantidad de pintura necesaria para un poste de 2 metros de altura y 0.20 metros 
de radio con la necesaria para pintar un poste de 3 metros de altura y 0.15 metros 
de radio. 

15: La velocidad de aterrizaje de un aeroplano es directamente proporcional a 
la raiz cuadrada de su peso. Si un aeroplano que pesa 2000 kilogramos aterriza 
a 70 kilometros/hr., calculese la velocidad con que aterrizaria si llevara 500 kilo¬ 
gramos mas de carga. 

16: La fuerza que ejerce el viento sobre una superficie plana y vertical es con¬ 
juntamente proporcional al area de la superficie y al cuadrado de la velocidad del 
viento. Si la fuerza ejercida sobre un metro cuadrado es de 1 kilogramo cuando la 
velocidad del viento es de 22 kilometros/hr., encuentrese la fuerza sobre el vidrio 
de una ventana de 1.5 metros por 2 metros durante una tormenta en la cual la 
velocidad del viento es de 80 kilometros/hr. 

17: El peso de un cuerpo es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia 
entre el cuerpo y el centro de la Tierra. Si una persona pesa 90 kilogramos sobre la 
superficie de la tierra, calculese cuanto pesaria a 220 kilometros de altura. Supon- 
ga que el radio de la Tierra es de 6400 kilometros. 

18. La cantidad de hidrogeno producida cuando se anade sodio al agua es direc¬ 
tamente proporcional al peso del sodio. Si 46 gramos de sodio producen 2 gramos 
de hidrogeno, calculese cuanto hidrogeno se produciria en 115 gramos de sodio. 

19: La aceleracion producida en un objeto por una fuerza que actua sobre el es 
directamente proporcional a la fuerza e inversamente proporcional a la masa del 
objeto. Comparese la aceleracion producida por una fuerza de 350 dinas que actua 
sobre una masa de 70 gramos con la producida por una fuerza de 320 dinas que 
actua sobre un masa de 80 gramos. 

20: La fuerza necesaria para que un alambre atraviese la supercie de un liquido 
es conjuntamente proporcional a la tension superficial del liquido y a la longitud del 
alambre. Si se necesitan 376 dinas para extraer un alambre de 4 centimetros de 
longitud de un recipiente que contiene mercurio cuya tension superficial es de 
470 dinas por centimetre, £que fuerza sera necesaria para extraer un alambre de 3 
centimetros de longitud de un recipiente que contiene aceite de oliva cuya tension 
superficial es de 35 dinas por centimetro? 

21: La potencia que un eje puede transmitir en condiciones de seguridad es 
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directamente proporcional al cubo del radio del eje y al numero de revolueiones 
que este da por minuto. Comparese la potencia que puede transmitir un eje de 4 
centimetros de radio y 1000 revolueiones por minuto, con la de otro de 6 centimetros 
de radio y 440 revolueiones por minuto. 

22 : La iluminacion producida sobre una superficie por una fuente de luz es di¬ 
rectamente proporcional al numero de bujias de la fuente de luz e inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia de dicha fuente a la superficie. Comparese 
la iluminacion producida por una lampara de 256 bujias sobre una superficie que 
esta a 8 metros de ella, con la producida por una lampara de 144 bujias sobre una 
superficie a 4 metros. 

23: La resistencia de una viga horizontal apoyada en sus extremos es directamente 
proporcional al ancho y al cuadrado del peralte de la viga e inversamente a su 
longitud. Comparense las resistencias de dos vigas: la primera, de ancho w, peralte 
d y longitud Z, y la segunda, de ancho 3 w 9 peralte 2d y longitud ^Z. 

24: La potencia maxima de una caldera, con chimenea de seccion transversal dada, 
es directamente proporcional a la raiz cuadrada de la altura de la chimenea. Si 
una caldera con potencia de 600 caballos de fuerza tiene una chimenea de 12 
metros de altura, calculese la altura de la chimenea de igual seccion transversal 
que sera necesaria para 700 caballos de fuerza. 

25: La cantidad de energia electrica eonvertida en calor en un cierto tiempo es 
conjuntamente proporcional a la resistencia del conductor, al cuadrado de la co- 
rriente y al tiempo. Si 36 julios de calor se producen en un conductor por una 
corriente de 3 amperes que fluye por 2 segundos, calculese el calor que se produciria 
en el mismo conductor por una corriente de 2 amperes fluyendo por 3 segundos. 
26: El paso de una cuerda vibrante de seccion transversal dada es directamente 
proporcional a la raiz cuadrada de la tension e inversamente proporcional a su 
longitud. Comparense los pasos de dos cuerdas vibrantes si la primera tiene la 
mi tad de la longitud de la segunda y esta sujeta a una tension doble. 

27: Una de las leyes de Kepler, establece que el cuadrado del tiempo empleado 
por un planeta para efectuar una revolucion -alrededor del Sol es directamente 
proporcional al cubo de la distancia media de ese planeta al Sol. Si Marte esta con 
respecto al Sol a una distancia media 1.5 veces mayor que la Tierra, encuentrese 
el tiempo aproximado que emplea en efectuar una revolucion alrededor del Sol. 
28: La resistencia electrica de un alambre de seccion uniforme es directamente 
proporcional a la longitud del alambre e inversamente proporcional al area de su 
seccion. Comparese la resistencia de un alambre de 30 metros de largo y 1.56 mili- 
metros de radio con la de otro de 15 metros de largo y 0.78 milimetros de radio. 
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NUMEROS COM RLE JOS 


en EL capitulo 1. expusimos como se invento lo que despues fue llama- 
do sistema de los numeros reales, originado por la necesidad de contar 
objetos, o cabezas de ganado, invento que mas tarde se desarrollo consti- 
tuyendo la aritmetica que ha servido a los fines de impulsar la industria 
y el comercio. Como ocurre a cualquier invento, el sistema de los nume¬ 
ros reales tiene limitaciones que al principio fueron aceptadas y despues 
superadas por medio de perfeccionamientos. En relacion con las ecua- 
ciones de segundo grado se eneontro el concepto de numero imaginario 
y el artificio utilizado para manejarlo fue la notaeion i 2 — —1, i = 
y/— 1 (Pr, 8,4) . Aqui continuamos extendiendo el concepto de numeros 
reales, incluyendo el de numeros imaginarios. El sistema que los abarca 
se llama sistema de los numeros complejos. 

11.1 D E F I N I C I O N 

Un numero complejo es un numero de la clase a + bi, en donde a y b son 
reales e i 2 = —1, (o i = —1). 

La letra a se llama parte real de a + biy bi se llama parte imaginaria. 
Si a es cero el numero complejo se reduce a un numero imaginario puro. 
Si b es cero se reduce a un numero real. Por consiguiente, los numeros 
reales y los numeros imaginarios puros son casos especiales de los nu¬ 
meros complejos. Si 6 es diferente a cero, el numero complejo se denomi- 
nara numero imaginario. 

Dos numeros complejos a + bi y c + di son iguales si, y solamente 
si, a = c y b = d. Por ejemplo, si 

x — 2 + 4 yi = 3 + 12 i 


numero 

complejo 


igualdad de 
dos numeros 
complejos 
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Por tanto 

x — 2=3 


y 

4 y = 12 

entonces x = 5 y y = 3 


11.2 LAS CUATRO OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS 
COMPLEJOS. 

La suma, la diferencia y el producto de dos numeros complejos se efec- 
tuan empleando los metodos descritos en el capitulo 1. Por ejemplo, la 
suma y la diferencia de 2 + 3i y 4 — 5i se obtiene de la misma manera 
que la suma y la diferencia de 2 + 3# y 4 — Sx. En consecuencia, 

(2 + 3 i) + (4 - 5 i) = (2 + 4) + (3 - 5 )i = 6-2 i 

y tambien 

(2 + 3 i) - (4 - 5 i) = (2 - 4) + i (3 + 5) = -2 + 8 i 

Cuando se aplica el metodo usual de la multiplicacion para encontrar el 
producto de (2 + Si) (4 — 5i), se obtiene 

(2 + Si) (4 - Si) =8+2 i - 15 i 2 

reemplazando i 2 por —1, se tiene 

(2 + Si) (4 - Si) = 8 + 2 i + 15 = 23 + 2 i 

El cociente que resulta al dividir 2 + 3i entre 4 — Si se escribe a 
modo de fraccion (2 + Si )/(4 — 5£), y esta se puede expresar como 
una fraccion cuyo denominador es real si se multiplica cada uno de sus 
miembros por 4 + Si. Se obtiene asi 

2 + Si _ (2 + Si) (4 + Si) _ 8 + 22 i + 15i 2 _ 8 - 15 + 22 i 

4 - Si (4 - Si) (4 + Si) ~ 16 - 25i 2 “ 16+25 

-7 + 22 i 
41 

A la ultima fraccion obtenida se le llama cociente de 2 + Si entre 4 — Si. 

En general, la suma, la diferencia, el producto y el cociente de dos 
numeros complejos a + hi y c + di, se expresan en las formulas si- 
guientes. 


(a + hi) + (c + di) = (a + c) + i(h + d) 

(11.1) 

(a + hi) — (c + di) = (a — c) + i(b — d) 

(11.2) 

(a + hi) (c + di) = (ac — bd) + i(ad + be) 

(113) 

a + hi (a + hi) (c — di) 

(11.4) 

c + di (c + di) (c — di) 

( ac + hd) + i(bc — ad) 



c 2 + d 2 
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numeros 

complejos 

conjugados 


Para obtener el cociente expresado en (11.4) se multiplicaron el divi- 
dendo a + bi y el divisor c + di, por c — di. 

Este factor c — di se llama conjugado de c + di y la relacion esta- 
blecida se define de la siguiente manera. 

Se dice que dos numeros complejos son conjugados uno de otro si sus 
partes reales son iguales y sus partes imaginarias difieren solo en signo. 

El conjugado de un numero complejo, se escribe colocando sobre el 
numero una linea horizontal llamada vinculo. De este modo. 


x + iy = x — iy 


Los ejemplos siguientes ilustran el modo de realizar las operaciones 
fundamentales con numeros complejos. 

EJEMPLO 1 Realizar las operaciones indicadas. (3 + 4 i) + (2 — 7i). 

Solution 

(3 + 4i) + (2 — 7i) = 3 + 2 + i(4 — 7) = 5 3 i 

EJEMPLO 2 Realizar las operaciones indicadas. (3 + 4 i) — (2 —7 i). 

Solution 


(3 + 4i) — (2 — 7i) = 3 — 2 + i(4 + 7) = 1 + Hi 
EJEMPLO 3 Realizar las operaciones indicadas. (3 + 4i)(2 — 7 i). 
Solution 

(3 + 4i)(2 — 7i) = 6 + i(8 - 21) - 28i 2 = 34 - 13i 
EJEMPLO 4 Realizar las operaciones. — — ——♦ 

Li ( V 


Solution 

3 + 4i _ (3 + 4i ) (2 + 7i) 

2 - 7i (2 - 7i)(2 + 7i) 

6 + i(21 + 8) + 28i 2 
“ 4 - 49i 2 

—22 + 29i 
53 

EJEMPLO 5 Realizar las operaciones. - 3 + 4i + 3 + 4i. 
Solution 

r _ 

3+4i+3+4i = 3+4i + 3-4i = 6 
EJEMPLO 6 Realizar las operaciones. _ (3 + 4i)(3 + 4i). 


Solution 

(3 + 4£)(3 + 4i) = (3 + 4i)(3 - 4i) = 9 + 16 = 25 


EJERCICIO 48: OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS 
COMPLEJOS 

Efectuense las operaciones indicadas en Ios problemas 1 a 24. 

1: (3 + 2i) + (5 + 3i) 2: (4 + 3i) + (2 + 5 i) 

3: (2 - Si) + (1 + 2i) 4: (5 - 6i) + (4 + 2i) 
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5: 

(4 

+ 

i) - 

(1 + Si) 


6: 

7: 

(3 

+ 

5 i) - 

(5 - 3i) 


8: 

9: 

(3 

+ 

7i) + (5 + 3 i) - (- 

-2 + 90 


10: 

(5 

— 

i) - 

(8 - 2 i) + (3 - 

- 0 


11: 

(- 

-4 

- 5 i) 

+ (11 - 7 i) - 

(8 + 60 


12: 

(9 

+ 

7i) - 

(-9 + 7 i) + 

(-18 +0 

13: 

(3 

+ 

4i)(5 

+ 2i) 


14: 

15: 

(2 

— 

3i)(3 

+ 50 


16: 

17: 

(4 

— 

3 iy 



18: 

19: 

(7 

+ 

5 i) 2 



20: 

21: 

(1 

+ 

2i)(2 

- Od + i) 


22: 

23: 

(3 

+ 

4i)(4 

+ 30(2 - 50 


24: 


(6 + 3 i) - (2 - 4 i) 

(7 - 4 i) - (-6 + 4i) 


(2 + 6i)(3 + 7i) 

(-7 + 4i)(3 - 4i) 

(5 + 2t)» 

(6 + 5 i)* 

(3 - 2i)(2 + i) (1 - i ) 
(3 + 5i)(5 + 3i)(2 - i) 


Encuentrense los conjugados de los numeros complejos de los problemas 25 a 36. 


25: 

3 + 4i 26: 

6 - 

i 27: -2 + 3 i 

28: 4+3 i 

29: 

2 r- 5 i 30: 

7 

31: 4 % 


32: 3 - i 

33: 

(1 + 0( —2 - 0 


34: (4 + 30(5 + 70 

35: 

— 3i(2 + 50 


36: 2i( — 

3 + 80 


Reduzcanse a la forma a 

+ bi 

las expresiones de los problemas 37 a 48. 

37: 

3 - i 

3+2 i 

38: 

2 + 5i 

3 + 2 i 

39: 

1+4 i 

3 + i 

40: 

2-3 i 

1 + 2i 

41: 

(3 + 40(1 - 20 

1 + i 

42: 

(2 + 0(1 - 0 
4-3 i 

43: 

(2 + 30(3 + 20 

44: 

(5 - 0(1 - 50 

45: 

(2 - 30(3 + 40 

4-3 i 

3 2i 

46: 

(3 +0(2 - 50 

47: 

(4 +0(-l +30 

48: 

(7 - 20(2 - 70 


Mediante el uso de las condiciones que determinan que dos numeros complejos 
son iguales, encuentrense los valores x v y en las ecuaciones siguientes: 


49: 

a;+3i+3 — 5 + yi 

50: 

x — 2i = 

3+3 i — yi 

51: 

y ix — 2i=3+4i 

52: 

3 + x + i 

= 7 + yi 

53: 

x + 3i = y + ix 

54: 

4 + iy = 

2x + 2ix 

55: 

x — iy = 1 + ix 

56: 

4 + 2 iy = 

2 y + ix 

57: 

x + 2 yi = ix + y + 1 

58: 

CO 

H 

1 

1 

i = 2ix — iy 

59: 

3 ix + 2x = 2 iy + y + 1 

60: 

2y + iy = 

3i + ix — x 

61: 

(x + iy)(l + 20 = —1 + 8i 

62: 

(x + 00(2 

-0 = 5 

63: 

(x - 0/)(3 - 40 = 3 - 29i 

64: 

(x — iy) (3 

+ 20 =12 — 5 i 


Si Z = x + iy y W — u + iv, demuestrese que son validas las proposiciones 
de los problemas 65 a 68. 

65: Z + W = Z + W 66: Z - W = Z-W 

67: ZW = Z W 68: Z/W = Z/W 

11.3 REPRESENTACION GEOMETRICA 

En la fig, 1-1 se representa un numero real mediante un punto en una 
|inea recta y se explican varias de las propiedades de los numeros reales 
mediante esa representaeion. 
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eje real 
eje 

imaginario 


valor 
absolute 
o modulo 


amplitud o 
argumento 


La interpretacion geometrica de 
los numeros complejos es igual- 
mente util. Con objeto de aso- 
ciar un numero complejo z = 
x + iy con un punto, se usa 
un par de ejes coordenados rec- 
tangulares. Entonces el pun¬ 
to que representa x + iy es el 
punto cuyas coordenadas son 
(x, y)‘ (ver figura 11.1). 

Cuando se usan para los nu¬ 
meros complejos los ejes X e Y 
como sistema de referencia se 
les designa, respectivamente, co¬ 
mo eje real y eje imaginario y Figura 11.1 
el piano se llama piano complejo. 

Los puntos en X’X estan asociados con los numeros reales y los que 
estan sobre Y’Y con los numeros imaginarios. Por ejemplo A = 6 = 6 
+ 0 i esta asociado con (6,0) y B — 5t =' 0 + 5i lo esta con (0,5). 
Por otro lado c = 3 — 4 i esta representa do por (3, —4) y D = —4 
— 2i con (—4, —2 i) . Los puntos que representa a A, B, C y D, se mues- 
tran en la figura 11.1. 

Si en la figura 11.1 se une el punto z con el origen se obtienen el seg- 
mento r y el angulo 0. Se designa a r como valor absolute) o modulo de 
z y a 6 como amplitud o argumento. De esta manera se obtiene la defi- 
nicion siguiente. La magnitud del segmento que va del origen al punto 
que representa un numero complejo se llama modulo o valor absolute) 
de ese numero. El angulo forma do por este segmento y el eje real positivo 
se llama argumento o amplitud del numero. 

Si se emplea el teorema de Pitagoras, se tiene 



r =Vx 2 -f t/ 2 (11.5) 

y debe observarse que r siempre es positivo. *Ademas, puesto que 

y 

tan 0 = —, se concluye que 
x 


y 

0 — arctan — 
x 


( 11 . 6 ) 


por ejemplo: en el numero complejo 3 + 4i, r = "\/9 ~+ 16 = \/25 — 5. 

y 

y 

e = arctan - = arctan £ = 53°10', aproximadamente 

3 / 


De igual manera en el numero complejo a/3 + i, r= ^ (a/ 3) 2 + l 2 = 

Vs + 1 = VI = 2, y 

* El valor absoluto de z se designa asi |z|. 
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1 

e = arctan — 7 = = 30° 

Vs 

11.4 ADICION Y SUSTRACCION GEOMETRICAS 

Si se determinan los puntos representados por 

z = x + iy 
w = u + iv 

y 

z + w = (x + u) + i(y + v) 

se obtienen los puntos designados por z,w,yw + z en la fig. 11.2. Ahora, 
si los puntos z y w se unen al origen y al punto z + w, se obtiene el 



Figura 1 7.2 Figure* 11.3 


cuadrilatero cuyos vertices son O, z, z + w y w; y facilmente se puede 
demostrar que el cuadrilatero en cuestion es un paralelogramo. Ademas, 
el valor absoluto dez + w o \z + u>|es igual a la diagonal del paralelo¬ 
gramo. 

De este modo la representacion geometrica de la suma de los numeros 
complejos z — x + iy y w = u + iv se obtiene determinando primero 
los puntos que representan a los numeros y completando luego el paralelo¬ 
gramo que tiene como tres vertices el origen y los puntos que representan 
a z y a w. El punto que representa a z + w es el cuarto vertice del 
paralelogramo. 

La diferencia de dos numeros complejos, z y w, es 

z — w — (r + iy) — (u + iv) 

= (x + iy) + (—11 — iv) 
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y geometricamente se obtiene esta diferencia aplicando el procedimiento 
anterior ax 4- iy y a — u — iv. Es asi como se obtiene la fig. 11.3. 


11.5 REPRESENTACION POLAR 

En la fig. 11.1 se observa que cos 9 = x/r y sen 9 = y/r. Por tanto, 
x = r cos o y y = r sen 0. En consecuencia, el numero complejo 

z = x + iy 
= r cos e + ir sen e 

Sacando a r como factor comun en el miembro de la derecha se tiene 


^ z = r(cos e + i sen e) 


(11.7) 


forma polar 
o trigonome- 
trica de z. 


El miembro de la derecha de (11.7) se llama forma polar o trigono- 
metrica de z, y es de gran utilidad tanto para obtener potencias y raices 
como para obtener el producto y el cociente de numeros complejos.* 


EJEMPLO 1 Expresar 1 + i vHT en forma polar. 


Solution: Para expresar en forma polar el numero complejo 1 + i vi}, nos refe- 
rimos a lo expresado en (11.5) y (11.6) respectivamente. 


r = v'la _}_ (V 3) 2 = 2 

6 = arctan = 60° 

1 + iy/ 3 = 2(cos 60° + i sen 60°) por ec. (11.7) 
= 2 cis 60° 


EJEMPLO 2 Expresar 4 — 5i en forma polar. 


Solution . El valor absoluto de 4 — 5 i es r = V 4 2 + ( — 5) 2 = V 41. Su argu¬ 
ment*) es 6 — arctan ( — 5/4). En consecuencia, 

4 — 5i = \/4T^cos ^arctan + i sen (^arctan 

Empleando una tabla de funciones trigonometricas se encuentra que 
-5 


arctan 


= 308°40' 


*Las siguientes relaciones trigonometricas seran de utilidad al tratar con proble- 
mas que comprendan la forma polar. 


sen 0° == 0 = cos 90° 

sen 30° = 1 = cos 60° 

2 

o V2~ 

sen 45 =-— = cos 45 c 

2 

o V3 

sen 60 =-= cos 30° 

2 

sen (180° ± 6) = + sen 6 
cos (180° &) = — cos 6 

sen (360° — &) — — sen 0 


sen 90° = 1 = cos0° 
sen 180° = 0 = cos 270° 
sen 270° = — 1 = cos 180 c 
sen 360° = 0 
cos (360° — 0) = cos 0 

sen ( — 0) = — sen 0 
cos ( — 0) = cos 0. 
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Por tanto. 


4 — 5i=z V41 - (cos 308°40' + j sen 308°40') por ec. (11.7) 

= V41~cis 308° 40' 

EJERCICIO 49: REPRESENTACION GEOMETRICA DE NUMEROS 
COMPLEJOS 

Representense graficamente los numeros complejos de los problemas 1 a 16, asf 
como sus conjugados. 


1: 

3 - 2z 

2: 

4 + i 

3: 5 + 3z 

4: 

7 

5: 

2 -}- 5 i 

6: 

—2 ~1“ 3i 

7: 2 i 

8: 

-2 - i 

9: 

-4 - Si 

10: 

5 - 2z 

11: -5 

12: 

3-3 i 

13: 

— 5 i 

14: 

5 - 12i 

15: 15 + 8i 

16: 

-7 - 24z 


Efectuense graficamente las operaciones indicadas en los problemas 17 a 32 y 
compruebense algebraicamente los resultados. 


17 

(2 

+ 

i) + (3 • 

f2 i) 

18 

(3 

— 

2z) + 

(2 

+ 

3 i) 

19 

(3 

— 

2 i) + 

(2 

- 5 i) 

20 

(5 

+ 

Si) + 

(7 

— 

i) 

21 

(- 

-2 

+ 5z) 

+ 

(3 - 4z) 

22 

(- 

3 

+ 7z) 

+ 

(3 

+ 2 i) 

23 

(- 

-3 

- 2z) 

+ 

(5 + 2 i) 

24 

(- 

6 

- 5 i) 

+ 

(4 

+ 3 i) 

25 

(4 

+ 

5 i) - 

(1 

+ 3 i) 

26 

(8 

+ 

9i) - 

(5 

+ 

7 i) 

27 

(7 

+ 

8z) - 

(2 

+ 5z) 

28 

(11 + 4i) - 

(8 + 2 i) 

29 

(2 

+ 

5z) - 

(1 

- 2z) 

30 

(3 

+ 

5 i) - 

(2 

— 

i) 

31 

(- 

-1 

+ 4z) 

— 

(2 - 3z) 

32 

(2 

— 

5 i) - 

(4 

— 

7 i) 


Expresense en forma polar los numeros complejos de los problemas 33 a 52. 


33 

1 - i 

34: -1 + i 

35 

— 1 — i 

36 

1 + i 

37: 1 + iV 3 

38 

1 - iVs 

39 

— 1 + zV3 

40: -1 - iV 3 

41 

-Vs + i 

42 

-Vs - i 

43: Vs + i 

44 

Vi -t 

45 

-3 - 4i 

46: 5 + 12i 

47 

8 - 15i 

48 

-7 + 24i 

49: Si 

50 

-2 

51 

— i 

52: 3 




11.6 PRODUCTO DE DOS NUMEROS COMPLEJOS 

La aplicacion sucesiva de este proceso conduce al teorema siguiente: Si 
entonces 

El producto de dos numeros complejos 

C = x + iy = r(cos 0 + i sen e) 

C = x' + iy' = r'(cos 0' + i sen e') 

CC' = r(cos 0 + i sen 0)r'( cos 0' + i sen o') 

= rr’{ COS 0 COS o' + i COS 0 sen 0’ -f- Z sen 0 COS 0 f Z 2 sen 0 sen 0') 
= rr'[(cos 0 cos 0' — sen 0 sen o') + z(sen 0 cos 0' + cos 0 sen o')] 

Haciendo uso de las formulas para el seno y el coseno en el caso de la 
suma de dos angulos se tiene 
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^ CC = rr'[cos (0 + e') + i sen (o + 0')] (11.8) 

De ahi, el teorema siguiente: El valor absolute del producto de dos nu- 
meros complejos es el producto de sus valores absolutes. El argumento 
del producto de dos numeros complejos es la suma de sus argumentos. 

Puesto que el producto de dos numeros complejos es un numero com- 
plejo se puede encontrar el producto de cualquier numero de numeros 
complejos mediante sucesivas aplicaciones del teorema anterior. 

EJEMPLO Obtener el producto de 1 + i, 1 + V 3i, y V3 — i. 

Solution. Para obtener el producto de 1 + i, 1 + V 3i,y V 3 — i se expresan pri- 
mero los numeros en su forma polar, y se obtiene 

1 + i = V2(c°s arctan 1 + i sen arctan 1) 

= \/2(cos 45° + i sen 45°) __ 

1 + \/Si = 2 (cos arctan -y/3 + i sen arctan \/3) 

= 2 (cos 60° + i sen 60°) 

+ i sen arctan 

= 2 (cos 330° + i sen 330°) 

Por tanto, su producto es 

VlF (cos 45° + i sen 45°)2(cos 60° + i sen 60°)2(cos 330° + i sen 330°) 

= (V2)(2)(2)[cos (45° + 60° + 330°) + tsen (45° + 60° + 330°)] 
= 4 a/2 (cos 435° + i sen 435°) 

= 4\/2 (cos 75° + isen 75°) 

puesto que las funciones trigonometricas de 435° son iguales a las de 435° — 360° 
= 75°. 

El valor aproximado de ese numero se puede obtener mediante el empleo de 
una ta bla de funciones trigonometricas y utilizando una aproximacion decimal 
para V 2 r 


\/3 — i = 2^ cos arctan ^ 7 = 


11.7 COCIENTE DE DOS NUMEROS COMPLEJOS 


Como se indieo en el Pr. 11.2, el cociente de dos numeros complejos se 
obtiene multiplicand© cada uno por el conjugado del divisor. Por tanto, el 
cociente de C = r (cos 0 + i sen 0) entre C’ = r (cos o’ + i sen 0’), es 

C r( COS 6 + i sen 8) 

C' r'(cos 8' + i sen e') 

__ r(cos 8 + i sen 8) COS 0' — i sen 0' 

r'(COS 0' + i sen 8') cos 0' — i sen 0' 

_ r(cos 0 + i sen 0) cos (—0') + i sen (—0') 

r'(cos 0' + i sen O') cos 8' — i sen 0 ' 

__ r {cos [0 + (— 0Q] + i sen [0 + (—gQ]} ..... 

r'(cos 2 0' — P sen 2 0') por ec • (11 ' 8 ’ 

r[cos (0 — o') + i sen (0 — 0 ')] 
r'(cos 2 O' + sen 2 &') 

r[cos (0 — O') + i sen (0 — 0')] puesto que cos 2 0' + sen 2 6' — 1. 

= 
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EJEMPLO 


En consecuencia, la formula para el cociente de dos numeros com- 
plejos C y C’ es 

► §7 = -/ [cos (e - o') + i sen (e - <?')] (11.9) 

De ahi, el teorema siguiente: El valor absolute del cociente de dos nu¬ 
meros complejos es el valor absolute del dividendo entre el valor abso¬ 
lute del divisor. La amplitud del cociente de dos numeros complejos es 
la amplitud del dividendo menos la amplitud del divisor. 

Calcular el cociente de 1 + V 3i y de 1 + i. 

Solution. Para obtener el cociente de 1 + V3i entre 1 + i se expresa cada nume- 
ro en la forma, polar, y se tiene 

1 + \/3i _ 2 (cos arctan \/3 + i sen arctan -y/3) 

1 + ® s/2 (cos arctan 1 + i sen arctan 1) 

_ 2 cos 60° + i sen 60° ~| 

— V2Lcos 45° + i sen 45°J 

= ~^=[cos (60° - 45°) + i sen (60° - 45°)] 

V 2 

= -y/2 (cos 15° + i sen 15°) 

= \/2 cis 15° 

Se puede obtener un valor aproximado de este numero empleando un a 
tabla de funciones trigonometricas y un valor decimal aproximado para 

V2“ 


EJERCICIO 50: REPRESENTACION POLAR DE NUMEROS COMPLEJOS 


Efectuense las operaciones indicadas en los problemas 1 a 20 y expresense los 
resultados tanto en forma polar como en forma rectangular. 

1: [3(cos 22° + i sen 22°)J[2(cos 8° + i sen 8°>] 

2: [2(cos 43° + i sen 43°)][^-(eos 17° + i sen 17°)] 

3: [4(cos 29° + i sen 29°)][^-(cos 16° + i sen 16°)1 

4: [5(cos 73° + i sen 73°)][2(cos 47' 

5: (2 cis 13°) (3 cis 11°) (2 cis 6°) 

7: (V5 cis 28°)(V5 cis 8°)(2 cis 9°) 

6(cos 51° + i sen 51 °) 


9: 


11 : 


13: 


15: 


17: 


19: 


+ i sen 47°)] 

6: (V?cis 19°)(2 cis 43°)(V / 3 cis28°) 
(3 cis 71°) (2 cis 69°) (V^ cis 10°) 

2(cos 78° + i sen 78°) 


2 (cos 21° + i sen 21°) 

10(cos 143° + i sen 143°) 
5(cos 8° + i sen 8°) 

(3 cis 26°) (2 cis 38°) 
6(cos 4° + i sen 4°) 

(5 cis 180°) (6 cis 99°) 

3 (cos 39° + i sen 39°) 

24(cos 268° -I- i sen 268°) 

(3 cis 34°) (2 cis 9°) 

15 (cos 48° + i sen 48°) 

(3 cis 46°) (2 cis 32°) 


8 

10 


12 


14 


16 


18 


20 


-\/2(cos 18° + i sen 18°) 

6(cos 199° + i sen 199°) 

3(cos 19° + i sen 19°) 

(4 cis 128°) (3 cis 33°) 
6(cos 11° + i sen 11°) 

(8 cis 137°) (15 cis 154°) 

20(cos 66° + i sen 66°) 
105(cos 184° + i sen 184°) 
(7 cis 19°) (5 cis 30°) 

30(cos 31° + i sen 31°) 

(6 cis 29°) (2 cis 47°) 


Expresense en forma polar los numeros complejos de los problemas 21 a 40, efec¬ 
tuense las operaciones indicadas y dense los resultados en forma polar. 
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21 : (1 + i)(l - V3i) 22: (1 - i)(-l - V3t) 

23: (—Vi - i)( — 1 + i) _ 24: (-1 + Vii)(l + i) 

25: (V^+i)(-l + i)(-l - V3i) 

26: (V3 - i)(l + t)(-l + V8i) 

27: (—VI - t)(l - t)(l + Vit) 


28: (-V3 -M)( —1 

- i)d - Vit) 


29: (14- i) 4 

30: (V3 - iY 

31: (1 - V3i) 2 

32: (-1 - D 5 

1 + i V3 

1 - i V3 

33: /s- , . 

V 3 + t 

34: . 

— V3 + i 

-1 - i 

or . 

oe. “ V3 4- i 

(1 + V3i)( V3 4- i) 

35. 1 . 

—i +1 

36 ‘ 1 - V3 i 

37: it- 

l+i 


(-1 + Vs i)i 

1 + y/2i 


_ — V3 -f - i _ 

39: (1 + V3i )(VS + i) 


40 : a +V 3 t)a - V30 


11.8 TEOREMA DE MOIVRE 


Si se eleva al cuadrado el numero complejo 
C = r( cos 0 + i sen 0) 
se obtiene 

C 2 = [r(cos 0 + t sen 0)][r(cos 0 i sen 0)] 

= r 2 (cos 2.0 + i sen 20) segun ec. (11.8) 

De igual manera 
C 3 = C(C 2 ) 

= [r(cOS 0 + i sen 0)][r 2 (cos 20 + i sen 20 )] 

= r 3 (cos 3# -f- i sen 30) 

La aplicacion sucesiva de este proceso conduce al teorema siguiente: Si 
^ C = r( cos 0 + i sen 0) (11.10) 

entonces 

^ O = r n (cos n0 + i sen no) (11.11) 

Proposicion que se conoce con el nombre de teorema de De Moivre. 

La demostracion de este teorema para valores enteros de n hace nece- 
sario el uso de la induccion matematica y se dara como ejemplo 2 en el 
capitulo 16. Por el momento, se considerara que el teorema es valido para 
valores enteros de n y se demostrara que tambien lo es para todo nu¬ 
mero racional p/q. 

Sea 


T plq = R 


-0 = 4, 

Q 


( 11 . 12 ) 
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entonces. 


— T?v/p 


r — R 


En consecuencia, 

r p = R Q y 

Ahora 


V 


po = q<t> 


[r(cos 0 -+- i sin d)\p'i = {[r(cos 0 + i sen #)]p }i/g 

= [r*>(cos pO + i sen pO)] 11 * 
= [i2«(cos q<t> + i sen q<f>)Y 
= { [R (cos <j> i sen <t>)] v } 1,q 
= R( COS <t> + i sen 4>) 


= fv! Q 


( V 

\ cos — 

\ Q 


— 0+2 sen — $ 

Q Q > 


EJEMPLO Elevar V 3 + i a la quinta potencia. 

Solution . 

(VS + i ) 5 = |jj^cos arctan + £ sen aretan ^=)] 

= [2(cos 30° + i sen 30°)] s 
= 2 5 [cos 5(30°) + i sen 5(30°)] 

= 32 (cos 150° + i sen 150°) 

- 32 (v i + i 0 

= -16 V3 + 16i 




( 11 . 18 ) 


( 11 . 14 ) 


por ( 11 . 11 ) 
por ( 11 . 14 ) 
por ( 11 . 11 ) 


por ( 11 . 12 ) 


11.9 RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS 

En el campo de los numeros reales no existe raiz cuadrada de —9, ni 
raiz cuarta de —16. En realidad, no existe raiz par de ningun numero 
negativo y solamente existe una raiz impar de un numero negativo en el 
campo de los numeros reales. Sin embargo, empleando numeros com- 
piej os se pueden obtener n raices enesimas de cualquier numero me- 
diante la aplicacion del teorema de De Moivre. 

Ilustraremos este procedimiento resolviendo los dos ejemplos siguientes: 

EJEMPLO 1 Encontrar las tres raices cubicas de 64. 

Solution. Expresando en forma trigonometries. 

64 = 64(cos 0° + i sen 0°) 

64 = 64[cos(0° + w360°) + isen(0° + w360°)] (1) 

para cualquier valor entero n ya que sen 6 y cos 0 son periodicos con 360° como 
periodo 

64i/3 _ r Ccos 0 + i sen 0), (2) 

tendremos 
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elevando al cabo ambos miembros 


(3) 


64 = [r(cos£ + i sen 0)] 8 
= ^(cos 3 6 + i sen 3 d) 

por aplicacion del teorema de Moivre igualando los segundos miembros de (1) y (3) 

r 3 (cos 3 0 + i sen 30) = 64[cos(0° + n360°) + isen(0° + n3 60°)] (4) 

para todos los valores enteros de n. 

De los valores absolutos de ambas expresiones obtendremos 
r 3 = 64 en (4) ; de aqui r = y*/64 = 4. Ademas 3 0 y 0° + n 360° = n 360° son 
iguales para todos los valores de n ya que cada uno es una expresion del argumento; 
de aqui. 


30 

= «360° 


e 

= »120° 



= 0° 

para n = 0 


= 120° 

para n = 1 


= 240° 

para n = 2 


Refiriendonos a (2) vemos que los valores de la raiz cubica de 64 que correspon- 
de a estos valores de 6 son 

4(eos 0° + i sen 0°) =4 ^ 

4(cos 120° + i sen 120°) = -2 + 2Vi i 
4(cos 240° + i sen 240°) = -2 - 2Vii 

Conviene notar que no hay necesidad de utilizar valores posteriores de n , puesto 
que con ello se encontrarian angulos que difieren de los ya obtenidos en multiplos 
de 360°. En consecuencia, cualquier valor adicional de la raiz cubica de 64 estaria 
entre los ya obtenidos. 

EJEMPLO 2 Encontrar las cuatro raices cuartas de 1 + V3iT 

Solucion. Si se expresa 1 + V3 i en forma polar, se tiene 

1 + \^3i = 2(cos arctan V3* + i sen arctan \ // 3) 

= 2(cos 60° + i sen 60°) 

= 2[cos(60° + n360°) + i sen(60° + n360°)] (1) 

para todo valor entero de n. Si se hace 
(1 + V^3 i) lU = r(cos 0 + i sen 9) 
y se aplica al teorema de De Moivre, se obtiene 

[(1 + V3i) 1 ' 4 ] 4 = r 4 (cos 4# + i sen4(9) (2) 

Igualando las expresiones para 1 + V3dadas por (1) y (2), se tiene 

r 4 (cos 40 + £ sen 4^) = 2[cos(60° + n360°) + i sen (60° + ?i360°)] 

para todo valor entero de n. Ademas, igualando los valores absolutos de las dos 
formas de 1 + V 3i, e igualando tambien sus argumentos, se obtiene 

r 4 = 2 y 46 — 60° + n360°; 

por tanto, 

r = 2 1/4 y 6 = 15° + n90° 
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es decir. 


raiz 

principal 


d = 15° para n = 0 

= 105° paraw = 1 

= 195° paraw = 2 

= 285° paran = 3 

En consecuencia, los valores de las raices cuartas de 1 + vi?r son 

2 1/4 (cos 15° + i sen 15°) 

2 1/4 (cos 105° + i sen 105°) 

2 1/4 (cos 195° + i sen 195°) 

2 1/4 (cos 285° + i sen 285°) 

Si las raices de un numero complejo se conocen en la forma trigono- 
metrica, entonces sus valores aproximados en la forma algebraica pue- 
den obtenerse utilizando los valores aproximados de las funciones trigo- 
nometricas para cada angulo y calculando, ademas, la raiz enesima 
real de r por medio de logaritmos. 

Es importante hacer notar que las cuatro raices cuartas de 1 + y/3i 
estan colocadas equidistantemente en la circunferencia de un circulo de 
radio r 1/4 = 2 1/4 , lo que viene siendo un caso particular de la siguiente 
proposicion. 

Las n raices enesimas de a + bi, estan colocadas equidistantemente 
en la circunferencia de un circulo de radio. 

r l/n = ^/( a 2 + &2)l/» 

y siendo el argumento de la primera &/n. 

La raiz obtenida empleando el menor valor de 6 se llama raiz principal. 

EJERCICIO 51: POTENCIAS Y RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS 


Usando el teorema de De Moivre elevense a la potencia indicada los numeros de 
los problemas 1 a 16. En caso necesario utilicese la tabla II del apendice para 
obtener el angulo con aproximacion de diez minutos. 


1: (1 + i) 3 

2: (1 - iy 

3: 

(-i + iy 

4: (-1 - iY 

5: (1 - Va iy 

6: 

(-1 + V3i) 

7: (1 + V3 iy 

8: (-1 - Vsiy 

9: 

(3 + 4 iy 

10: (5 - 12i) 2 

11: (-2 + 3 iy 

12: 

(-1 - 2 iy 

13: i 9 

14: 3 s 

15: 

(-2 iy 


16: ( —2) 7 

Eneuentrense las raices pedidas en los problemas 17 a 32. 

17: Raices cubicas de 1 + i 18: Raices cubicas de i 

19: Raices cubicas de 1 — 'VUi 20: Raices cubicas de — V3 + i 

21: Raices cuartas de 1 — i 22: Raices cuartas de l + \/3 i 

23: Raices cuartas de 16 24: Raices cuartas de — 1 + a/3i 

25: Raices quintas de — a/3 — i 26: Raices quintas de 1 — i 

27:_Raices quintas de 1 + i 28:-Raices quintas de —32 
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29: Raices sextos de —1 — \^3i 30: Raices novenas 1 + i 
31: Raices octavas de — V^i 32: Raices novenas —1 + i 

Resuelvanse las siguientes ecuaciones por medio del teorema de De Moivre. 


33: 

x 2 = —16 i 

34: 

x 2 = 25i 

35: 

x 3 = —27 i 

36: 

x 3 = — 64 

37: 

x 4 = 16 

38: 

x 4 = -81 

39: 

x 5 — i 

40: 

x 6 = 32 




11.9 RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS 223 




el trabajo QUE hasta ahora se ha hecho con las ecuaciones ha con- 
sistido casi exclusivamente en el manejo de problemas de primer grado 
y de segundo grado. Cuando han aparecido ecuaciones de grado superior 
ha sido posible manejarlas reduciendolas a la forma cuadratica. Sin 
embargo, las aplicaciones practical del algebra frecuentemente requieren 
ecuaciones que ni son cuadraticas ni pueden reducirse a la forma cuadra¬ 
tica y resulta importante poder resolver tales ecuaciones con tiempo y 
esfuerzo minirno. Este es el motivo por el que los matematicos desarro- 
llaron los metodos que se discutiran en este capitulo. La forma en que 
ellos procedieron fue la siguiente: primeramente, observaron la posibi- 
lidad de la existencia de ciertas propiedades: luego, demostraron dichas 
propiedades y, finalmente, las emplearon en las aplicaciones. 

Se seguira aqui un desarrollo parecido y, entre otros, se estableceran 
metodos para los siguientes procesos: (1), determinacion del rango en 
el que deben caer las raices para facilitar el calculo de dichas raices; (2), 
determinacion de las raices racionales; (3), calculo del numero maximo 
de raices positivas y negativas, y (4), calculo de los valores aproximados 
de las raices irracionales. 

12.1 ECUACIONES RACIONALES ENTERAS 

Este capitulo se dedicara a los metodos empleados para resolver ecuacio¬ 
nes del tipo 

^ aoX n + OiX n_1 + a 2 x n ~ 2 + • • • + a „_ X x + a n = 0 (12.1) 
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en donde n es entero y a 0 , «i, as, . . . a n son constantes. En los capitulos 
4 y 6 se han presentado los casos en que n = 1 y n = 2. En los capitulos 
8 y 9 y en este se consideran los casos en que n es mayor que dos. 

El miembro de la izquierda de (12.1) se llama funcion racional entera 
polinomio o polinomio racional entero y las ecuaciones del tipo (12.1) se llaman 
ecuaciones racionales enteras. 

El grado de una ecuacion racional entera es igual al mayor exponente 
que tenga la incognita de la ecuacion. 

La notacion funcional empleada en el Pr. 5.2, se empleara aqui mas 
ampliamente, por ejemplo, si fix ) = 2x 3 + x 2 — 2x + 4, entonces /(2) 
= 2(2) 3 + (2) 2 - 2(2) + 4, y /(r) = 2r 3 + r 2 - 2r + 4. 


12.2 TEOREMA DEL RESIDUO 


teorema del 
residuo 


La operacion para encontrar las raices de (12.1), en el parrafo anterior, 
se simplifica considerablemente si el miembro de la izquierda se facto- 
riza en uno o varios factores de primer grado. El teorema del residuo que 
se enuncia y se demuestra mas adelante, es ultil para ese proposito y es 
tambien la base del metodo empleado para determinar las raices de 
(12.1) cuando el miembro de la izquierda no es factorizable con faci- 
lidad. 

Si se divide un polinomio f(x) entre x — r, hasta obtener un residuo 
independiente de x, entonces el residuo es igual a f(r). 

Antes de proceder a la demostracion del teorema del residuo se ilustra- 
ra su significado mediante el ejemplo siguiente. 

Si se divide x 3 — 2x 2 — 4x + 5 entre x — 3, empleando el metodo 
del Pr. 1.9, se obtiene x 2 + x — 1 como cociente y 2 como residuo. Debe 
observarse que el residuo es independiente de x. 

En este problema x — r = x — 3. Esto es, r = 3. 

Ya que 


fix) = x 3 — 2x 2 — 4x + 5 

/(3) = 3 3 - 2(3) 2 - 4(3) + 5= 27 - 18 - 12 + 5= 2 
que es igual al residuo obtenido anteriomente. 

En la operacion de division existe la relacion siguiente entre el dividen- 
do, el divisor, el cociente y el residuo. 

Dividendo = (cociente) (divisor) + residuo. 

Por consiguiente, si Q(x) es el cociente que se obtiene al dividir fix) 
entre x — r y R es el residuo, se tiene 


fix) = Qix)ix - r) + R i 12.2) 

La ecuacion (12.2) es valida para todo valor de x, inclusive para 
x = r. Por tanto, si (12.2) se sustituye r en vez de x, se tiene 

fir) = Qir)ir - r) + R 
En consecuencia, 


12.2 TEOREMA DEL RECIDUO 
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/(*■) = R 

con lo que queda demostrado el teorema. 


12.3 TEOREMA DEL FACTOR Y SU RECIPROCO 


Si r es una raiz de fix) = 0, entonces fir) = 0. Por tanto, de acuerdo 
teorema del con el teorema del residuo, R es cero en la expresion (12.2) del parrafo 
factor anterior, y para esa situacion 

fix) = Q(aO(* - r) 


reciproco del 
teorema del 
factor 


De esta manera x — r es un factor de fix) , expresion que conduce al 
teorema del factor que se expone a continuacion. 

Si r es raiz de la ecuacion racional entera f(x), = 0, entonces x — r es 
factor de f(x). 

Reciprocamente, si x — r es factor de fix), entonces el residuo que 
resulta al dividir f(x) entre x — r es igual a cero. Por tanto, r es raiz 
de fix) = 0. De esta manera a continuacion se expone reciproco del 
teorema del factor. 

Si x — r es factor del polinomio f(x), entonces r es raiz de f(x) = 0. 


EJERCICIO 52: USO DE LOS TEOREMAS DEL RESIDUO 
Y DEL FACTOR 

Empleando el teorema del residuo, encuentrese el residuo que se obtendria al dividir 
la primera expresion de los problemas 1 a 16, entre la segunda. 


1: 

x 3 + 6x 2 - 4x + 3, x — 1 

2: 

x 3 — 5x 2 + 6x — 2, x + 1 

3: 

x 3 + 7x 2 — 3x — 4, x — 2 

4: 

x 3 + 3x 2 + 9x + 4, x + 3 

5: 

2x 3 + 2x 2 — 3x — 5, x + 2 

6: 

3x 3 + 6x 2 - 4x + 1, x + 3 

7: 

2x 3 — 3x 2 — 2x — 5, x — 4 

8: 

4x 3 + 2x 2 + x — 7, x — 1 

9: 

— 4x 3 — 3x 2 + 5x — 6, x + 2 

10: 

— 3x 3 — 9x 2 + 7x + 1» x + 

11: 

— 5x 3 + 6x 2 + 6x — 4, x + 1 

12: 

— 6x 3 — 5x 2 + 3x + 6, x — 

13: 

x 5 — 2x 4 + 3x 3 — 5x 2 — 2x + 4, 

x — 2 


14: 

2x 4 - 9x 2 - 7x — 7, x + 3 



15: 

16x 5 + 8x 4 — 4x 3 - 2x 2 + 4x - 

3, x — 

1 

2 

16: 

— 3x 6 — 2x 5 + 2x 4 — 3x 3 + x 2 — 

x -f- T, x -{- 2 


Empleando el teorema del factor, demuestrese que la segunda expresion de los 
problemas 17 a 36 es un factor de la primera. 

17: x 3 + 3x 2 + 4x + 2, x + 1 18: —x 3 + 4x 2 — 5x + 2, x — 1 

19: 2x 3 + 2x 2 - 3x + 2, x + 2 20: -3x 3 + 4x 2 + 3x + 2, x - 2 

21: 5x 4 + 7x 3 + 3x 2 + 6x + 5, x + 1 

22: 3x 4 — 9x 3 — 4x 2 + 9x + 9, x — 3 

23: — 2x 6 + 7x 4 + 6x 3 — 6x 2 — 9x + 4, x — 4 

24: 3x 6 + 6x 4 + 7x 3 - 8x 2 - 7x + 5, x + 1 

25: 16x 3 + 8x 2 + 2x + 1, x + 26: 9x 3 + 3x 2 + x — 1, x — 

27: 3x s + 2x 2 - 3x - 2, x + f 28: 8x 3 - 6x 2 + 4x - 3, x - £ 

29: x 3 + 2ax 2 + 3a 2 x — 2a 3 , x + a 30: 2x 3 — 2bx 2 — 36 2 x — 26 3 , x — 2b 

31: x 3 — x 2 (2a — 3) — x(6a + 2) + 4a, x — 2a 
32: x 3 + x 2 (6 + 3) + x(36 +2) +2 b,x + b 

33: x n — a n , x — a 34: x n — a n , n even, x + a 

35: x n + a n , n odd, x + a 36: x n — a 3n , x — a 3 
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Empleando el reciproco del teorema del factor, encuentrense las rafces de las ecua- 
ciones de los problemas 37 a 44. 


37: 

(x - 1)(% +2)(% + 1) = 0 

38: 

(x 

- 3)(% + 5)(% - 2) = 0 

39: 

(x +-!•)(%— -g-)(% + -§) =0 

40: 

(x 

— a)(x + b)(x + c) = 0 

41: 

(% z + 3% — 4)(% — 1) =0 

42: 

(% 2 

— x — 2)(x + 5) =0 

43: 

(% 2 + 2x - 3)(% — 3) = 0 

44: 

(% 2 

— x — 6)(% — 4) =0 


12.4 DIVISION SINTETICA 

Mediante el proceso conocido como division sintetica se puede reducir 
considerablemente el trabajo realizado para encontrar el cociente y el re¬ 
sidue) que resultan al dividir un polinomio en % entre x — r. 

El procedimiento por seguir se puede comprender mas facilmente 
empleando primero un ejemplo. Si se emplea el metodo usual para dividir 
2x 3 + x 2 — 18% — 7 entre x — 3, se tiene 

_ 2% 2 + 7% + 3 

2x 3 + x 2 — 18% — 7|% — 3 

(2% 3 ) - 6% 2 _ 

7% 2 — [18%] 

(7% 2 ) - 21% 

3% - [7] 

(3%) - 9 

2 

Ahora se analizara este problema observando lo que puede suprimirse 
sin interferir con los pasos esenciales. En primer lugar, la division re- 
quiere que cada termino de los escritos dentro de un parentesis en el 
problema sea exactamente igual al termino que esta sobre el. Ademas, 
los terminos dentro de corchetes son terminos del dividendo escritos en 
nueva posicion. Si se omiten estos dos conjuntos de terminos, se tiene 

_ 2% 2 + 7% + 3 

2% 3 -j- % 2 — 18% — 7 % — 3 
- 6% 2 
7% 2 

- 21% 

3% 

- 9 

2 

Se puede ahorrar espacio colocando —21% y —9 en la misma linea 
que —6% 2 ; y 3% y 2 en la misma linea que 7% 2 . Ademas, es innecesario 
escribir la variable. Por tanto^una forma abreviada, de trabajar es 
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1-8 


2 + 7+3 
2 + 1 - 18 - 7| 

-6-21-9 
7+3+2 

Si se considera que el metodo que se esta desarrollando se aplica uni- 
camente a aquellos problemas en que el divisor es x — r, resulta innece- 
sario escribir el coeficiente de x, que siempre es 1. 

Ademas, en la sustraccion se eambia el signo del sustraendo y se 
suma, lo que puede hacerse automaticamente si en el divisor se reem- 
plaza — 3 por + 3. Realizando estas sugestiones, se tiene 

2+7+3 
2 + 1-18-7(3 

+ 6+21+9 

+ 7 + 3+2 

El ultimo paso en el proeedimiento es volver a escribir el numero 
2 que aparece en el dividendo como el primer termino de la tercera linea. 
De esta manera los primeros tres terminos de esta linea son iguales a los 
coeficientes del cociente. Por tanto, se puede omitir este ultimo, quedan- 
do el problema como sigue 

2 + 1-18-7(3 

+ 6+21+9 
2 + 7 + 3+2 

En consecuencia, mecanicamente se pueden efectuar los pasos esencia- 
les del proeedimiento como sigue: el primer 2 se escribe en la tercera 
linea y se multiplica por 3; el resultado, 6, se escribe debajo del 1 y se 
suma obteniendose 7; se multiplica 7 por 3 obteniendose 21 que se 
coloca debajo de —18 con el que se suma; por ultimo, el anterior re¬ 
sultado se multiplica por 3 y el producto obtenido se suma con —7, obte¬ 
niendose 2. Entonces los coeficientes del cociente son 2, +7, +3 y el re- 
siduo es 2. 

Para dividir Ffx) entre x — r por division sintetica: 

1. Se escriben los coeficientes de F(x) en el mismo orden que las po- 
tencias decrecientes de x. Si falta una de estas se escribe cero en el lugar 
que le corresponde. 

2. Se sustituye el divisor x - — r por + r. 

3. Se vuelve a escribir, debajo de el, el coeficiente de la mayor poten- 
cia de x y se multiplica por r. El producto obtenido se coloca inmediata- 
mente debajo del coeficiente de x que sigue en orden, y se suma con este. 
La suma obtenida se multiplica por r y el producto obtenido se coloca 
debajo del coeficiente que sigue y se suma con el mismo. Se continua asi 


regia de la 

division, 

sintetica 
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con el procedimiento hasta obtener un produeto que se suma al termino 
constante. 

4. El ultimo numero de la tercera linea es el residuo, y los otros, leidos 
de izquierda a derecha, son los coeficientes del cociente, cuyo grado es 
siempre menor en uno que el grado de F(x). 

EJEMPLO Determinar por division sintetica el cociente y el residuo que se obtiene al divi- 
dir 2x 4 + x 3 — 16x 2 + 18 entre x + 2. 

Solution . Puesto que x — r = x + 2, entonces r = — 2. Escribiendo en una linea 
los coeficientes del dividendo y colocando cero en vez del coeficiente de x que no 
aparece y efectuando los pasos de la division sintetica, se tiene 

2+1-16 0 + 18( —2 
- 4 + 6+20-40 
2-3-10+20-22 

Por tanto, el cociente es 2x 8 —3x 2 — lOx + 20, y el residuo es 22. 

EJERCICIO 53: DIVISION SINTETICA 

Mediante el uso de la division sintetica, encuentrense el cociente y el residuo que 
se producen al dividir la primera entre la segunda de las expresiones de los pro- 
blemas 1 a 32. 


1: 

x 3 

— 3a; 2 + 2a; — 3, x — 1 

2: 

X 3 

+ 5x 2 - 

■ 3x + 

1, 

X 

+ 2 

3: 

2a; 3 + 5a; 2 + 2a; — 1, x + 3 

4: 

3a; 3 + 2a; 2 ■ 

- x + 

3, 

X 

— 2 

5: 

— 

3x 3 + llx 2 + 3x + 2, x — 4 

6: 

— 

2x 3 + 4x 2 + 7x - 

- : 

l,x - 3 

7: 

— 

2x 3 - 2x 2 + 5x - 7, x + 3 

8: 

— 

x 3 — 7x 2 

+ 4x 

+ 

2, 

, x + 1 

9: 

X 4 

— 3x 3 — 7x 2 — 9x — 4, x — 5 








10: 

X 4 

+ 4x 3 + 3x 2 + 4x + 3, x + 4 








11: 

— 

3x 4 + 5x 3 — 4x 2 + 3x — 3, x - 

- 1 







12: 

— 

2a; 4 — 2a; 3 + 3a; 2 — 4a; + 3, x + 2 







13: 

X 5 

+ 2a; 4 — 2a; 3 + 5x 2 — 2x — 5, 

x + 3 







14: 

X 5 

— 3a; 4 + 5a; 3 — 3a; 2 — 5x — 3, 

x — 2 







15: 

— 

2a; 5 — x 4 + 3a; 3 — 2a; 2 — x + 2 

, x — 

1 






16: 

— 

x ■<* + 2x 4 + 2x 3 — 3x 2 — Ax — 

3,x + 

1 






17: 

2a; 3 — x — 1, x + 1 

18: 

X 4 

+ x 2 - 

l,x + 

2 



19: 

X 5 

— x 3 + x, x — 2 

20: 

X 5 

— 5x 3 — 

9x, x 

— 

3 



21: 9x 4 + 8x 2 - 4, x - ^ 22: 4x 3 + 2x 2 + 6x - 3, x + £ 

23: 8x 3 + 6x 2 — 4x — 1, x + -f- 24: 9x 3 — 6x 2 + 6x + 2, x — -§ 

25: x 6 — 30x — 5, x — 2 26. 3x 6 — 2x 3 — x, x + 1 

27: 2x 5 + 55x 2 , x + 3 28: 3x 4 - 10x 2 - 1, x - 2 

29: x 3 — 2 ax 2 + 3 a 2 x — 3a 3 , x + a 30: 3x 3 — 2ax 2 — 3a 2 x — 2a 3 , x — 2a 

31: 2x 4 + 3ax 3 + 2a 2 x 2 + 3a 3 x + 4a 4 , x + a 

32: x 5 — 4a 2 x 3 + x 2 + 2a 2 , x + 2a 

Encuentrese para k un valor tal, que al dividir la primera entre la segunda de las 
expresiones siguientes, el residuo tenga el valor que se indica. 

33: x 3 — 2x 2 — 5x + 2 k; x + 2; residuo 2 

34: x 3 — 4x 2 + 5x — k; x — 3; residuo 1 

35: x 3 — 2x 2 + kx — 4; x + 1; residuo 3 

36: x 3 + 3x 2 + kx + 2; x — 1; residuo 4 

37: x 3 + kx 2 + 2 kx — 20; x — 2; residuo 4 

38: x 3 + kx 2 — (k + 5)x — 19; x +3; residuo 5 

39: 2x 3 — kx 2 — ( k 2 — k)x — 3k — 6; x — k; residuo 4 

40: x 4 + (k + l)x 31 + kx 2 — kx + 3k — 4; x + k; residuo 0 
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12.5 GRAFICA DE UN POLINOMIO 


Las raices de una ecuacion racional entera f(x) = 0, son las abscisas 
de los puntos en donde la grafica y = f(x) cruza el eje de las X, ya que 
en estos puntos y = 0. Como en el procedimiento para encontrar las 
raices de ecuaciones de ese tipo se hace un uso amplio de las graficas, este 
parrafo se dedicara a la discusion de las mismas. 

El metodo para obtener la grafica de un polinomio es el mismo que el 
empleado en los Prs. 5.4 y 8.12, excepto que se hara uso de la division 
sintetica para obtener los valores correspondientes de x y de y. 

El procedimiento se ilustrara con el ejemplo siguiente: 

EJEMPLO 1 Obtener la grafica de a: 3 + 3x 2 — x — 3. 

Solution. Para ello se iguala esta funcion con y, y se tiene 

y = x 3 + 3z 2 — x — 3 (1) 

Luego> se obtiene una tabla de valores de x y de y mediante el uso de la division 
sintetica y del teorema del residuo. 

Por ejemplo, el valor del miembro de la derecha de (1) cuando x = 2 es el valor 
del residuo cuando la funcion se divide entre x — 2. Efectuando esta operation, 
se tiene 

1 + 3 - 1 - 3[2 
+ 2+10+18 

1 + 5 + 9+15 

El residuo es 15. Por tanto, cuando x = 2, y — 15. Del mismo modo se obtiene la 
tabla siguiente de valores correspondientes de x y de y. 


X 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

y 

-15 

0 

3 

0 

-3 

0 

15 


Estos puntos se situan como se muestra en la fig. 12.1. Sin embargo, en virtud de 

que los puntos (—4, —15) y ( —3,0), y los puntos (1,0) y (2,15), estan demasiado 

separados unos de otros, se requiere el empleo de dos valores fraccionarios de 

x 9 x = — 3L y x = li, para determinar con mayor exact!tud la forma de la curva. 
2 2 

Cuando x = 1A, y = 5sLy cuando x = —31, y = —5H. De esta manera se obtienen 
2 8 2 8 

los nuevos puntos indicados en la fig. 12.1, que al ser unidos reproducen la curva 
que se muestra. 

Excepcion hecha de pequenos intervalos, los valores de una funcion 
racional entera de x cambian mas rapidamente que los correspondientes 
valores de x. Asi, en el ejemplo 1, cuando x varla de 1 a 2, y varia de 
0 a 15. Igualmente cuando % = 3, y = 48. Por esta razon, es usual 
emplear diferentes escalas en los ejes X y Y. En el siguiente ejemplo se 
demostrara esta situacion. 

EJEMPLO 2 Construir la grafica usando tabla de valores de x y de y para la funcion. 


X 

-5 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

y 

175 

-32 

-81 

-56 

-17 

0 

-17 

-56 

-81 

-32 

175 
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Solution Para construir la grafica con estos valores, se selecciona para el eje de las 
X una escala cuya unidad sea igual a 10 veces la unidad de la escala en el eje de 
las Y. La grafica se representa en la Fig. 12.2. 



Figura 12.1 

EJERCICIO 54: GRAEICAS DE POLINOMIOS 

Dibujense las graficas de las siguientes funciones en el intervalo indicado y deter- 
minense, aproximadamente, los ceros de cada funcion. 

1: x 3 — x 2 — 4x + 4, — 3 a 3 2: x 3 + 3x 2 — x — 3, — 4 a2 

3: x 3 — 3x 2 — 4x + 12, —2 a 4 4: x 3 — 9x* 4- 20x, 0 a 6 
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5: 

7: 

9: 

11 : 

13: 

15: 

17: 

18: 

19: 

20: 


x 3 — 8x 2 + lOx + 12,-1 a 7 6: 

x 3 — 5x 2 + x + 3, —2 a 6 8: 

x 3 + 3x 2 — llx +6,-7 a 2 10: 

x 3 - 10x 2 + 22x — 12, 0 a 8 12: 

x 3 + lx 2 + 6x — 14, —6 a 2 14: 

x 3 — 14x 2 + 52x — 56, 1 a 9 16: 

x 4 - 2x 3 — 13x 2 + 2x + 6, -3 a 5 
x 4 — 10x 3 + 23x 2 — 2x — 18, -1 a 7 
x 4 + 12x 3 + 38x 2 + 12x - 27, -7 a 1 
x 4 + 10x 3 + 23x 2 - lOx - 6, -6 a 1 


x 3 — 4x 2 — 5x + 18, —3 a 5 
x 3 + 8x 2 + 13x +2,-6 a 2 
x 3 + 7x 2 + lOx + 2, -6 a 1 
x 3 — 6x 2 + x + 14, —2 a 6 
x 3 + 14x 2 + 52x + 48, -9 a -1 
x 3 + llx 2 + 27x + 17, -8 a 0 


12.6 LOCALIZACION DE RAICES 

En el ejemplo de Pr. 12.5 encontramos las raices de las ecuaciones, —3, 
—1 y 1. Ademas, para x = —4 la curva queda por debajo de el eje 
de las X, ya que pasa por el pun to (—4, —15) ; para x = 2 la curva 
esta sobre el eje de las X, ya que pasa por el punto (2.15) . Esto constituye 
un ejemplo de una regia general. 

Si la grafica de F(x) pasa por dos puntos situados en lados opuestos 
del eje de las X y si no tiene lagunas o interrupciones, entonces debe 
cruzar un numero impar de veces al eje de las X. Las lineas que no tienen 
lagunas o que no estan formadas por partes separadas, se Hainan con- 
tinuas. Se puede demostrar, aun cuando sale del proposito de este libro, 
que la grafica de cualquier funcion racional entera es continua. Con base 
en ello se tiene la siguiente regia para la localizacion de raices. 

Si F(a) y F(b) difieren en signo, existe un numero impar de raices 
reales de F(x) — 0, entre x = a y x = b. 

12.7 NUMERO DE RAICES 

El teorema fundamental del Algebra establece que toda ecuacion ra¬ 
cional entera tiene por lo menos una raiz* 

Considerando la ecuacion racional entera 

f{x) = aoX n + aix n-1 + • • • + a n -ix + a =0 (12.3-) 

y suponiendo que ri es una raiz, se tiene, de acuerdo con el teorema 
del factor, 

f(x) = Qi(x)(x - r x ) 

en donde <?i(x) es de grado n — 1 . La ecuacion @i(x) =0 tiene tam- 
bien, por lo menos una raiz r 2 . Entonces x — r% es factor de (?i(x) y en 
consecuencia @i(x) = Qz{x) {x — r 2 ), en donde Q 2 (x) es de grado 
n — 2. Por tanto, f{x) = (x — ri) (x — r 2 ) Q 2 (x ). Si se continua este 
proceso se pueden encontrar n — 2 factores adicionales (x — rs ), 
(x — 7 - 4 ), ... {x — m), y se tiene 

*Para la demostracion de este teorema puede consultarse el libro: Dickson, 
FIRST COURSE IN THEORY OF EQUATIONS. Pag. 155. 
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fix) = (x — ri)(x — r 2 )(x — r 3 ) • • • (a: — r n )Q n (x) (12.4) 

en donde Q n (x ) es de grado n — n = 0 y es, por tanto, una constante. 
Evidentemente, Q n (x) es el coeficiente de x n en el miembro de la derecha 
de (2). Por tanto, es igual a a 0 - 

En consecuencia, la forma factorizada de fix) es 

fix) = a 0 (x — ri)(x — r 2 ) (x — r 3 ) • • • (x — r n ) (12.5) 

En donde, por el reciproco del teorema del factor, se hace evidente que 
ri, r 2 , r 3 , . . . m son raices de fix) = 0. Ademas, f{x) no tiene otras 
raices, ya que ninguno de los factores de (12.5) es igual a cero para nin- 
gun otro valor r n+ 1 de x, que no sea alguno de los mismos ri, r 2 r s . . . r n . 

En el caso de que s valores de ri, r 2 , r 3 , . . . r n sean iguales, esto es, que 
n = r 2 = r 3 . . . = r n , entonces (12.5) se convierte en 


teorema 
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f(x) = o 0 (x — r s )’(x — r s+ i) • • • (x — r„) 

en donde r s se llama raiz multiple de grado s de f(x ') =0. De esta mane- 
ra se tiene el siguiente teorema. 

Una ecuacion racional enter a de grado n, tiene exactamente n raices 
entre las cuales una raiz multiple de grado se cuenta como s raices. 


EJEMPLO Localizar las raices de 2 y? — ac 2 — (>x + 3 = 0. 


Solution. En la ecuacion 2a; 3 — x 2 — 6x +3=0, fix ) = 2x s — a; 2 — 6a; + 3. 
Ademas, se puede comprobar que /(—2) — —5. /(— 1) = 6, / (0) = 3, /(1 ) = 
— 2, / (2) =3. Por tanto, existe un numero impar de raices entre — 2 y —1, entre 
0 y 1, y entre 1 y 2. Puesto que la ecuacion es de tercer grado, debe tener sola- 
mente tres raices. Por tanto, hay exactamente una raiz en cada uno de los intervalos 
anteriores. 


12.8 LIMITES DE LAS RAICES REALES 


limite 

superior 

limite 

inferior 


teorema de 
limites 


El teorema que se da en este parrafo permite encontrar dos numeros, 
uno de los cuales es mayor o igual que la mayor de las raices reales de 
una ecuacion y otro que es mas pequeno o igual que la menor de las 
raices de la ecuacion. De ese modo al efectuar las operaciones se puede 
restringir el intervalo dentro del cual se encuentran las raices reales. 

Cualquier numero mayor que, o igual, a la mayor de las raices de una 
ecuacion se llama limite superior de las raices. 

Cualquier numero menor que, o igual, a la menor de las raices de una 
ecuacion se llama limite inferior de las raices. 

A continuacion se enunciara y se demostrara el teorema que permite 
determinar esos limites. 

Si el coeficiente de x n de una ecuacion racional entre f(x) — 0 es 
positivo, y si no existen terminos negativos en la tercera linea de la di¬ 
vision sintetica de fix) entre x — k , k 0, entonces k es limite superior 
de las raices reales de fix) = 0. Ademas, si los signos de la tercera linea 
de la division sintetica de f(x) entre x — (— k) — x + k son alterna- 
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tivamente mas o menos — k, es limite inferior de las raices reales .* 

EJEMPLO Encontrar los llmites superior e inferior de la ecuacion 

x 3 — 2x? + 3a; + 3 = 0 

Solucion. La division sintetica del miembro de la izquierda de 

X s — 2 x? + 3x + 3 = 0 por x — 3 y por x + 1, 
respectivamente, se muestra a continuacion. 

1 — 2 + 3 + 3[3 1 — 2 + 3 -f- 3 [ —1 

__3 + 3 + 18 -1+3-6 

1+1+6+21 1 — 3 + 6 — 3 

En el primer caso los terminos de la tercera linea son todos positivos. Por tanto 3 
es limite superior. En el segundo caso los terminos de la tercera linea son alternati- 
vamente positivos y negativos. En esta consecuencia, —1 es limite inferior de las 
raices. 

Para demostrar la primera parte del teorema se empleara (12.2) pa¬ 
ra r = A:, - se tiene 

/(*) = Qix)(x - k) + R (12.6) 

Segun el Pr 12.4, los coeficientes de Qix) y el valor de R son los nu- 
meros de la tercera linea que resulta de la division sintetica de fix) 
entre x — k. Si estos numeros son positivos o cero, y si x es mayor que 
k, entonces (?(#) ix — k ) + /? > 0. Por tanto, no existen raices rea¬ 
les de fix) =0 may ores de k. 

Si el coeficiente que se obtiene al dividir fix) entre x + k es qix) 
y si el residuo es R', entonces 

fix) — q(x)(x + k) + R' (12.7) 

Ademas, si los terminos de la tercera linea de la division sintetica son 
alternativamente positivos y negativos, entonces los coeficientes de qix) 
y de R' son alternativamente positivos y negativos. La expresion qix) 
es de grkdp n — 1 y su primer coeficiente es igual al coeficiente x n en 
fix) y, por tanto, es positivo. Ademas, puesto que R' es el ultimo ter- 
mino de la tercera linea de la division sintetica, y puesto que hay n + 1 
terminos en esa linea, entonces R f es negativo cuando n es impar y po¬ 
sitivo cuando n es par. 

Se escoge ahora un numero positivo h tal que — h < — k, 6 —h + 
k < 0, sustituyendo en (12.7) el valor de x por — h, se tiene 

fi-h) = q(-h)(-h + k) + R' (12.8) 

La sustitucion de x por — h en q (#) ocasionara un cambio unicamen- 
te en los signos de los terminos de grado impar. Puesto que los terminos 
de qix) son alternativamente positivos y negativos, entonces los termi¬ 
nos de qi — h) son todos positivos o todos negativos. Si el grado n de 

*Si existen uno o mas ceros en la tercera linea de la division sintetica de fix) 
entre x + k, entonces —k es limite inferior de las raices reales si despues de 
reemplazar cada cero, sea por un signo mas, sea por un signo menos, los signos 
de la tercera linea de la divison sintetica son alternativamente mas o menos. 
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f(x) es impar, entonces el grado de q(x) es n —1 y, por tanto, es par. 
En consecuencia, tanto en el primer termino de q(—h) como los demas 
terminos son positivos. De ese modo, puesto que — h + k es negativo, 
q{ — h) (—h + k) es negativo. Ademas cuando n es impar, R' es nega¬ 
tivo. Por tanto, /( — h) es la suma de dos cantidades negativas y por 
ello es diferente de cero. 

Si n es par, n —1 es impar, y entonces todos los terminos de q{ — h) 
son negativos y R' es positivo. Por tanto, puesto que q( — h ) ( —h + k ) 
es positivo, /( — h) es la suma de dos cantidades positivas y por ello di¬ 
ferente de cero. 

De ese modo, en cualquier caso, — h no es raiz de f(x). Con ello la 
demostracion del teorema queda completa. 

EJERCICIO 55 : LOCALIZACION DE RAICES 

Encuentrese el grado de las ecuaciones de los problemas 1 a 8. Luego encuentrense 
todas las raices senalando su multiplicidad. 

1: (x — 3) 2 (x + 4) 3 = 0 
2: (x - 3)(x + 1)(x - l) 3 = 0 
3: (x + 2) 2 (x - 2)(x + 4) 4 = 0 
4: (x - 3) 4 (x - 2) 3 (x + l)(x - 5) 2 = 0 
5: (2x - l) 2 (3x + 5) 3 (2x + 3) 4 = 0 
6: (3x - 7)(2x + 5) 3 (4x + 9)« = 0 

7: (2x — 7) 4 (3x + 8) 5 (2x - 1) = 0 
8: (5x - l) 2 (2x + 3) 7 (3x - 5) 2 = 0 

Encuentrense los enteros que son 1 unites superior e inferior de las raices de las 
ecuaciones de los problemas 9 a 32 y localicense entre enteros consecutivos todas 
las raices reales de dichas ecuaciones. 

9: 2x 3 - 3x 2 - 3x + 3 = 0 
10: 3x 3 + x 2 — 6x + 1 =0 
11: x 3 — 3x 2 — x + 2 =0 
12: x 3 - 4x 2 - 3x + 8 = 0 
13: 3x 3 + 2x 2 - 30x — 28 = 0 
14: 2x 3 — 14x 2 + 29x - 16 = 0 
15: 3x 3 - 10x 2 - 16x + 12 = 0 
16: 2x 3 + 3x 2 - 24x - 18 = 0 
17: x 4 — 2x 3 — 9x 2 + lOx + 5 = 0 
18: x 4 - 7x 3 + 8x 2 + 18x - 12 = 0 
19: x 4 — x 3 — 6x 2 + 5x + 3 =0 
20: x 4 + 4x 3 — 7x 2 — 4x + 1 =0 
21: 2x 4 — 4x 3 — 79x 2 — 94x + 21 = 0 
22: 6x 4 + 18x 3 - llx 2 - 26x + 10 = 0 

23: 3x 4 + 12x 3 - x 2 — 26x + 10 = 0 

24: 2x 4 + 6x 3 - 27x 2 - 7x + 6 = 0 
25: 3x 3 - 13x 2 + 21x - 12 = 0 
26: 2x 3 - 9x 2 + 14x - 10 = 0 
27: 2x 3 — 3x 2 + 3x — 1 =0 
28: 3x s — x 2 + x + 2 = 0 

29: x 4 — 4x 3 + 3x 2 — 2x — 1 = 0 

30: x 4 — 4x 3 + 5x 2 — 2x — 2 = 0 
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31: x 4 — 5x 3 + 7x 2 — 4x — 2 = 0 
32: x 4 - 3x 3 + 2x 2 - x - 1 = 0 


Las ecuaciones de los siguientes problemas tienen dos raices entre enteros conse- 
cutivos. Localicense esas raices mediante el uso de-un valor intermedio entre los dos 
enteros consecutivos. Igualmente localicense las otras raices de cada ecuacion entre 
enteros consecutivos. 


33: 

3x 3 — 

8x 2 - 

- 12x - 

-3 = 0 

34: 

4x 3 — 

x 2 — 

34x - 

35 = 0 

35: 

6x 3 - 

40x 2 

+ 57x 

+ 33 = 0 

36: 

3x 3 — 

2x 2 - 

- 4x — 

1=0 

37: 

9x 3 — 

30x 2 

+ 30x 

-8 = 0 

38: 

8x 3 — 

3 Ox 2 

- 28x 

-5 = 0 

39: 

9x 3 + 

24x 2 

+ 12x 

-5=0 

40: 

12x 3 - 

- 44x 2 *— x + 84 =0 


12.9 RAICES RACIONALES DE UNA ECUACION RACIONAL ENTERA 
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Si una ecuacion racional entera tiene una o mas raices racionales, el tra- 
bajo necesario para encontrar las otras raices se reduce considerable- 
mente si primero se determinan las raices racionales. El procedimiento 
para encontrar una raiz racional es un procedimiento de ensayos. Por 
ello, el teorema siguiente es - bastante util en cuanto permite encontrar 
un conjunto de numeros entre los cuales estan las raices racionales. 

Si los coeficientes de 

► aoX n + aix " _1 + • • - + a„_iz + a„ = 0 (12.9) 

son numeros enteros, entonces cada una de sus raices racionales, en su 
minima expresion, tiene como numerador un factor de a n y como deno- 
minador un factor a o. 

Se considerara que q/p es una raiz racional de (12.9) y que q y p no 
tienen factores comunes, excepto la unidad. De este modo, si se sustituye 
en (12.9) x por q/p y luego se multiplica por p n , se tiene 

a 0 q n + a x q n ~ x p + • • • + a„_i qp n ~ 3 + a n p n = 0 (12.10) 


Trasladando a n p n dividiendo entre q, se tiene 
aoq n ~ x + a x q n - 2 p + • • • + a n - 1 p n ~ 1 = — (12.11) 

q 


El numero representado por el miembro de la izquierda de (12.11), esta 
formado por la suma, el producto y las potencias enteras de enteros y, 
por tanto, es un entero. En consecuencia, el miembro de la derecha de- 
be ser un entero. De esta manera q es factor de a n puesto que por hi- 
potesis q y p no tienen mas factor comun que la unidad. 

Si se traslada a 0 q n del miembro de la izquierda al miembro de la de¬ 
recha de (12.10), y luego se divide entre p, se obtiene 

aiQ"- 1 + • • • + a n ~iqp n ~ 2 + a n p n_1 = — °^~ (12.12) 

P 
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Por tanto, p es factor de ao, puesto que q y p no tienen mas factor co- 
mun que la unidad y puesto que el miembro de la izquierda de (12.12) 
es un entero. 

Si en (12.9), ao = 1, se tiene entonces el siguiente corolario: 

Toda raiz racional de una ecuacion 


► x n + ai#”- 1 + • • • + a n ~iX + a n = 0 


(12.13) 


con coeficientes enteros, es un entero y factor de a n . 


EJEMPLO Encontrar las raices racionales posibles de 2a; 4 + x 3 — 9x 2 — 4a; + 4 = 0. 


Solution: En la ecuacion 2a; 4 + x 3 — 9a; 2 — 4a; + 4 = 0 

los numeradores de las raices racionales deben ser factores de 4 y los denominadores 
factores de 2. Por tanto, las posibilidades de raices racionales son 


± 1, ± 2, ± 4, ± ± 

> * 2 2 


zt 


4 

2* 


el anterior con junto de cocientes se puede reducir eliminando los repetidos, se 
tiene asi 


-4, - 2, - 1, - 4 i 1» 2, 4. 

A *d 


Luego, se pueden emplear el teorema del residuo y el teorema del factor, para 
determinar cuales de esas posibilidades son efectivamente raices. 


12.10 ECUACION DEGRADADA 


ecuacion 

degradada 


Si r es raiz de la ecuacion racional entera F(x) =0, entonces 


► 


m _ o 


(12.14) 


se llama ecuacion degradada de Fix), correspondiente a r. 

El cociente indicado en la definicion anterior se puede obtener por 
division sintetica. 

La ecuacion degradada correspondiente a una raiz dada es altamen- 
te util al investigar las otras raices de la ecuacion original, ya que 
cualquier raiz de F(x) =0, distinta de r, es tambien raiz de (12.14). 
Ademas, si r es raiz multiple de F(x) = 0, y su multiplicidad es m, 
entonces es raiz multiple de (12.14) y su multiplicidad en este caso es 
m — 1. 

El grado de la ecuacion degradada es igual al grado de la ecuacion 
original men os uno. Frecuentemente es posible convertir una ecuacion 
en otra de segundo grado degradandola repetidas veces. 

Si en la ecuacion del ejemplo del parrafo anterior se emplea la di¬ 
vision sintetica para determinar si 2 es o no raiz, se tiene 

2+1- 9-4+412 
“I - 4 ■+ 10 + 2 — 4 
2 + 5 + 1-2 0 

Por tanto, 2 es una raiz. Ademas, todas las raices de la ecuacion ori- 
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ginal, con probable excepcion de 2, son tambien raices de la ecuacion 
degradada 2x 3 + 5x 2 + x — 2 = 0. 

Ensayando en la ecuacion degradada el valor x = — 2, se tiene 

2 -j- 5 + 1 — 2 —2 
- 4 - 2 + 2 
2+1-1 0 

Por tanto, — 2 es una raiz. La ecuacion degradada que corresponde 
a x = 2 y x = — 2esla ecuacion de segundo grado 
2a; 2 + x — 1 =0. 

Esta ecuacion se puede resolver mediante el uso de la formula y se 
tiene 

(2.x - 1)0 + 1) =0 

X — 1 

Por tanto, las cuatro raices de la ecuacion dada son 2, — 2, — 1 yl 

12.11 PROCEDIMIENTO PARA OBTENER TODAS LAS RAICES RACIONALES 

A continuacion se presentara un esquema de los pasos que deben se- 
guirse para determinar las raices racionales de una ecuacion racional 
entera. 

1. Se enlistan todas las posibilidades de raices racionales, ordenadas 
de acuerdo con su magnitud. 

2. Se ensaya la menor de las posibles raices enteras positivas, luego 
la inmediatamente mayor a esta, y asi sucesivamente hasta que se hayan 
encontrado todas las raices enteras positivas o un limite de las mismas. 

(a) Si se encuentra un limite, se descartan todas las posibles raices 
que sean mayores. 

(b) Si se encuentra una raiz, se emplea la ecuacion degradada para 
los calculos posteriores. 

3. Se ensayan las posibilidades que sean fracciones y que esten den- 
tro de los limites encontrados, si se ha encontrado alguno. 

4. Se repiten los pasos 2 y 3 para raices negativas. 
nota. Si al emplear la ecuacion degradada se obtiene una de segun¬ 
do grado, sus raices se encuentran mediante la formula usual. 

Encontrar las raices racionales de F(x) = 4+ — 4+ — 25+ + x + 6 = 0. 

Solution. Los numeradores posibles de las raices racionales son ± 6, ± 3, ± 2, 
± 1, y los denominadores posibles son ± 4, ± 2, ± 1. Las raices racionales po¬ 
sibles, en orden de magnitud, son ± + , ± L, ±iL, ± 1, ±2L, ± 2, d: 3, ± 6. Se 

4 2 4 2 

procede, pues, a ensayar las posibilidades enteras positivas. 

4 -4 -25 1 6|L 

+4 0 -25 -24 

4 0 -25 -24 -18 

Por tanto, 1 no es ni raiz ni limite 
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4 -4 -25 +1 + 6|2 

+8 + 8 —34 —66 

4 -H4 =Tf ^33 =^60 

Por tanto, 2 no es ni raiz ni limite 

4 — 4 -25 +1 +6|3 

+ 12 +24 -3 -6 

4 + 8 - 1 -2 0 

Por consiguiente, 3 es raiz y su correspondiente ecuacion degradada es 4x 3 + 8x 2 

— x — 2 = 0. 

Esta tiene las mismas raices que la ecuacion original, con excepcion probable de 3. 
Ya que su termino constante es diferente al de la ecuacion original, se puede 
reducir el numero de raices racionales posibles empleando solamente aquellas 
posibilidades que sean comunes a la ecuacion original y a la ecuacion degra¬ 
dada. Las raices racionales posibles de la ecuacion degradada son ± 1, ± 2, =fc 
± No es necesario considerarlas todas, puesto que anteriormente se encontro 
que 1 y 2 no son raices de la ecuacion original. 

Facilmente se puede ver que \ no es raiz, en tan to que i si lo es. Ademas, la 
ecuacion degradada correspondiente a i es 4x? + 10 x 4 = 0. Esta es una ecua¬ 
cion de segundo grado que se resuelve por su formula y que tiene por raices — 2 y 

— + Por tanto, las raices de la ecuacion original son 3, + — J y —2. 


EJERCICIO 56. DETERMINACION DE RAICES 

Encuentrense todas las raices racionales de las ecuaciones de los problemas 1 a 20. 

1: a; 3 — 4x 2 + x + 6 = 0 2: 

3: x 3 - 3a; 2 - 4x + 12 = 0 4: 

5: 4x 3 — 4x 2 — llx +6=0 6: 

7: 10a; 3 + x 2 - 8a; - 3 = 0 8: 

9: Sx 3 + 4x 2 - 18x -9 = 0 10: 

11: 8a; 3 - 36x 2 + 54x - 27 = 0 
12: 12x 3 + 56x 2 + 55x — 25 = 0 
13: a; 4 - 2x 3 - lx 2 + 8x + 12 = 0 

14: x 4 + 2x 3 — 3x 2 — 4x + 4 = 0 

15: x 4 + 4x 3 — 16x — 16 = 0 
16: x 4 + 2x 3 — 13x 2 — 14x + 24 = 0 
17: 6x 4 + x 3 — 25x 2 — 4x + 4 = 0 
18: 18x 4 - 32x 3 + 24x 2 - 8x + 1 = 0 
19: 4x 4 — 12x 3 + x 2 + 12x +4 = 0 
20: 12a; 4 + 32a; 3 + 19a; 2 - 7a; - 6 = 0 

Encuentrense todas las raices de las siguientes ecuaciones. 

21: x 3 — 3x 2 + x + 1 =0 
22: 2a; 3 + 2a; 2 - 5a; - 2 = 0 
23: 2a; 3 - 3a; 2 - x + 1 = 0 
24: 3a; 3 — 8a; 2 + 1=0 
25: 2a; 3 — x 2 + a; + 1 = 0 
26: 3a; 3 - 10a; 2 + 12a; - 3 = 0 
27: 4a; 3 + 4a; 2 — 7a; — 12 = 0 
28: 9a; 3 — x + 2 =0 
29: a; 4 — 2a; 3 — 2x 2 + 8x — 8 = 0 
30: 6a; 4 - 7a; 3 + 8a; 2 - 7a; + 2 =0 


a; 3 — 4a; 2 — x + 4 = 0 
a; 3 + 3a; 2 — 6a; — 8 = 0 
6a; 3 - 19a; 2 + 8a; + 5 = 0 
6x 3 + 7a; 2 — 11a; — 12 = 0 
12x 3 + 28a; 2 + 3a; - 18 = 0 
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31: x 4 + 4x + 3 = 0 

32: 4x 4 - 2Ox 3 + 33a; 2 - 8a; - 15 = 0 

33: x 5 — x 4 + 2x 3 + 6a; 2 — 3a; — 5 = 0 

34: x s - 10a; 4 + 44a; 3 - 104a; 2 + 128a; - 64 = 0 

35: 6a; 5 - 13a; 4 + 27a; 3 + 22a; 2 - 78a; + 36 = 0 

36: 4a; 5 — 17x 4 + 12x 3 + 62a; 2 — 112a; + 24 = 0 

12.12 REGLA DE LOS S1GNOS DE DESCARTES 

En este parrafo se presentara un criterio o regia que permite determi- 
nar el numero maximo de raices positivas o de raices negativas de una 
ecuacion racional entera. 

Si se ordenan los terminos de un polinomio de acuerdo con los valores 
crecientes o decrecientes de las potencias de la variable, se dice que oeu- 
rre una variacion de signos cuando difieren los signos de dos terminos 
consecutivos; por ejemplo: 

En el polinomio 2x 4 — 5a; 3 — 6a; 2 + lx + 3, los signos de los termi¬ 
nos son +-b +. Por tanto, hay dos variaciones de signos, una 

de positivo a negativo y otra de negativo a positivo. De igual manera 
en la expresion x 4 — 2a; 3 + 3a; 2 + 6a; — 4 hay tres variaciones de 
signos. 

A continuacion se dara la regia de los signos de Descartes, luego se 
ilustrara su aplicacion y por ultimo, se demostrara. 

El numero de raices positivas de una ecuacion racional entera f(x) 
— 0 no es mayor que el numero de variaciones de signos en f(x). El 
numero de raices negativas de la ecuacion no es mayor que el numero 
de variaciones de signos en f( — x). 

EJEMPLO Encontrar el numero maximo de raices positivas y el de las negativas en 
x* — 3*® - 5x* + 7a: - 3 = 0. 

Solution. En el polinomio fix) — x 4 — 3x? — 5x? + lx — 3, hay tres variaciones 
de signo. Por tanto, en la ecuacion 
x 4 — 3X 3 — 5.x 2 + lx — 3 = 0 

el numero maximo de raices positivas es tres. Ademas, 

/( — x) = x* + 3X 3 — 5x? — lx — 3, 

polinomio en el cual solo hay una variacion de signo. Por tanto, el numero ma¬ 
ximo de raices negativas de la ecuacion anterior es uno. 

Para demostrar la regia de los signos de Descartes, se considerara 
primero la siguiente proposicion. 

El numero de variaciones de signo en el producto f(x) ( x — r), en 
donde r > 0 es por lo menos una unidad mayor que el numero de va¬ 
riaciones de signo es f(x). 

Puesto que el interes radica en los signos del producto de f(x) por 
x — r, se considerara unicamente el comportamiento de los signos du¬ 
rante la multiplieacion. Se supondra que los signos de los terminos de 
f(x) son los que aparecen en la primera linea de las que se muestran 


variacion de 
signos 


regia de los 
signos de 
Descartes 
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mas adelante* y que los signos de x — r, r > 0 son los de la segunda 
linea. Los signos de la tercera y cuarta lineas son los de los productos 
de f(x) por x y por r, respectivamente, y la quinta linea consiste de los 
signos de las sumas de los terminos de esos productos. 


+ 

+ 

+ 


+ 

+ 


+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

— — 

+ 

+ 

— — 

+ 

+ 


— 

— 

- + 

+ 

— 

- + 

+ 

— 

+ 

± 

± 

— =b 

+ 

± 

— ± 

+ 

± 


El doble signo se emplea cuando se adicionan un numero positivo y 
un numero negativo, puesto que no se puede indicar el signo resultante 
sin conocer los dos numeros de la suma. De ese modo los unicos signos 
definidos claramente en la suma son el primero, el ultimo y aquellos en 
donde se suman dos numeros de igual signo. Cada termino de la quinta 
linea es la suma del producto de un termino de f(x) por x mas el pro- 
ducto del termino que le precede por — r. Por tanto, los dos productos 
tendran el mismo signo si entre los dos terminos consecutivos de f{x) 
hay una variacion de signo, y los dos productos seran negativos cuando 
la variacion sea de menos a mas y positivos cuando esta sea de mas- 
men os. Asi, ademas del primero y del ultimo de los terminos, habra tan- 
tos signos claramente definidos como variaciones de signo haya en f(x). 
Luego, si cada secuencia de signos dobles se cambia por el signo que 
precede a la secuencia, no se incrementa por ello el numero de varia¬ 
ciones de signo en el resultado. Efectuando esta operacion la quinta li¬ 
nea queda como sigue: 

+ + + -- + + -- + + - 

Entonces, con excepcion del ultimo termino, estos signos cambian so- 
lamente cuando hay una variacion en f(x). Ademas, estos signos son 
exactamente los mismos que los de f(x). Evidentemente, el producto del 
ultimo termino de f(x) por — r es de signo diferente al del termino. De 
ese modo, en el resultado final, se tiene por lo menos una variacion mas 
de signo. 

Supongase ahora que ri, r 2 , r 3 , • ■ • r* son las raices positivas de fix) 
= 0. Entonces 

/Or) = q(x)(x — ri)(x — r 2 )( x — r 3 ) • • • (x — r k ) (12.15) 

En el miembro de la derecha de (12.15), q(x) (x — ri) tiene por lo 
menos una variacion mas de signo que q(x) : q(x) (x — ri) (x — r 2 ) 

* Si una o mas de las potencias de x entre x y x n falta, quedara libre el espacio 
correspondiente en el esquema anterior. Entonces colocaremos en el lugar vacan- 
te el signo que le precede y asi nos aseguramos de que el numero de variaciones 
de signo en esta linea sera el mismo que el numero de variaciones en f(x) 9 con 
lo cual, los razonamientos expuestos, siguen siendo validos. 
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tiene por lo menos una mas que q(x) (x — rj) y en consecuencia por lo 
menos dos mas que q(x). Continuando este razonamiento, se concluye 
que el numero de variaciones en el miembro de la derecha de (12.15) es 
por lo menos k veces mayor que los que haya en q(x ). Por tanto, el mi- 
nimo de variaciones de signo en q(x) es cero y el minimo de variaciones 
en f(x) es k. De esta manera el numero de raices positivas de f{x) — 0 
no es mayor que el numero de variaciones de signo en f(x). 

La segunda proposicion del teorema se concluye considerando que las 
raices negativas de f(x) = 0 son las raices positivas de/( — x) = 0 


12.13 RAICES IMAGINARIAS 

Se puede comprobar facilmente que x = 2 es raiz de la ecuacion racio- 
nal entera de a; 3 — 4 x 2 + 9 x — 10 = 0 y que la ecuacion degradada 
correspondiente es x 2 — 2x + 5 = 0. Resolviendo esta ecuacion se ob- 
tiene x = 1 + 2i y x = 1 — 2 i. Por tanto, las raices de la ecuacion da- 
da son el numero real 2 y los numeros imaginarios conjugados 1 + 2i y 
1—2 i. 

La ecuacion anterior es un ejemplo de que las raices imaginarias de 
una ecuacion racional entera con coeficientes reales, ocurren en pares y 
que cada miembro del par es conjugado del otro. Se demostrara que 
esta situacion es valida para toda ecuacion racional entera con coeficien¬ 
tes reales. 

Se considerara que F(x) — 0 es una ecuacion racional entera con 
coeficientes reales y que a + bi es una de sus raices. Si se divide F(x) 
entre la funcion de segundo grado 

(x — a) 2 + b 2 = (x — a — ib)(x — a + ib) 


hasta obtener un residuo, rx + s, de primer grado, y designando por 
Q(x) el cociente, se tiene la identidad siguiente 

F(x) = Q(x)[(a; — a) 2 + b 2 ] + rx + s (12.16) 

Puesto que (12.16) es valida para todo valor de x, lo es para x = a 
+ bi. En consecuencia, 

F(a + ib) = Q(a + ib)[(a + ib — a) 2 + & 2 ] + ( r)(a + ib) + s 
= Q(o + ib){—b 2 + b 2 ) + (r)(o + ib) + s 
= Qia 4- ib )0 + (r) (a + ib) + s 
= ra + s + ibr = 0 

puesto que por hipotesis a + bi es raiz de F(x) =0. 

Por tanto, segun el Pr. 11.1 el coeficiente br de la parte imaginaria es 
cero y la parte real ra + 5 es tambien cero. Esto es 
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br = 0 


(12.17) 


teorema 
sobre raices 
imaginarias 

EJEMPLO 


corolario al 
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sobre raices 
imaginarias 


y 

ra + s =0 (12.18) 

Sin embargo, b ^O, y, por tan to, r = 0. En consecuencia, en (12.18), 
s = 0. De esa manera (12.16) se convierte en 

F(x) = Q(x)[(x — a) 2 + b 2 ] 

Por tanto, 

F(a — ib) — Q(a — ib)[(a — ib — a) 2 + b 2 ] 

= Q(a - ib)(—b 2 + b 2 ) =0 

y a — ib es tambien raiz de F(x) =0. 

Si el numero imaginario a + bi, b^= 0, es raiz de la ecuacion racional en- 
tera con coeficientes reales F(x) =0, entonces su conjugado a — bi es 
tambien raiz. 

Formar una ecuacion cubica que tenga por raices 2 y 3 — i. 

Solucion. Si la ecuacion tiene coeficientes reales, el conjugado de 3 — i, 3 + i 
debe ser tambien raiz. Por tanto, segun (12.5), la ecuacion que se desea es 

(x — 3 + i)(x — 3 — i)(x — 2) =0 

x 3 — 8x 2 + 22x — 20 = 0 realizando las operaciones indicadas 

Como consecuencia del teorema anterior y de (12.5), se tiene el co¬ 
rolario siguiente. 

Todo polinomio se puede expresar como producto de repetidos o distin- 
tos factores de primer grado, por factores irreductibles de segundo gra- 
do, todos ellos con coeficientes reales. 

EJERCICIO 57: REGLA DE LOS SIGNOS DE DESCARTES 

Empleando la regia de los signos de Descartes, encuentrese el numero maximo 
de raices positivas y de raices negativas de las ecuaciones de los problemas 1 a 12. 

1: 2x 3 + 5x 2 — x + 1 = 0 
3: x 3 — 2x 2 + x — 3 = 0 
5: x 3 -f- x -f- 1—0 
7: x 3 + x — 1=0 
9: 3x 4 + 2x s - x 2 + x - 1 = 0 
11: x 4 + 3a; 3 — 2x 2 + 2x + 4 = 0 

13: Demuestrese que 3x e + 2x i + x 2 + 2 = 0 tiene seis raices imaginarias. 

14: Demuestrese que x B + 2x 3 + x + 3 = 0 tiene cuatro raices imaginarias. 

15: Demuestrese que x T + x 5 + x* + x? + x? + 1 = 0 tiene cuatro raices imagi¬ 
narias 

16: Demuestrese que x s +x? + x? + x+ 1 = 0 tiene, por lo menos, dos raices 
imaginarias. 


2: 3x 3 + 4a; 2 — x — 3 = 0 
4: 3a; 3 — a; 2 — x + 2 = 0 
6: x 3 — x 2 — 1=0 
8: x 3 + x 2 + 1 = 0 
10: 4x 4 — 3x 3 + 5x 2 — 2x + 2 = U 
12: 2x 4 + 3x 2 + 2x - 6 = 0 
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Formese las ecuaciones enteras racionalcs de menor grado posible y con coeficien- 
tes reales que tengan por raices a los numeros indieados en los problemas 17 a 28. 


17: 

1 - i, 3 

18: 3 - 2i, 1 

19: 

2+3 i, - 3 

to 

o 

M 

1 

vT** 

1 

21: 

2 i, -1, + 2 

22: 3 + i, 2 — i 

23: 

1 +2 i, i 

24: 4 — i, 1 + i 

25: 

CO 

•c*r 

1 

Cd 

26: i, 1 — 2 i, -2 

27: 

2 + 3 i, -1, 2, -3 

28: 1 + i, 2 - i, 2 


12.14 CALCULO DE RAICES IRRACIONALES POR APROXIMACIONES SUCESIVAS 

En este parrafo se ilustrara un metodo grafico para obtener, con el grado 
de exactitud que se desee, el valor aproximado de una raiz irracional. 
El metodo se basa en que, si dos valores de la variable estan suficiente- 
mente proximos uno a otro, la parte de la grafica entre ellos es apro- 
ximadamente una linea recta. 

EJEMPLO 1 Encontrar, con aproximacion de dos cifras decimales, la menor raiz positiva de 
y(x ) = x s — 4x + 1 = 0. 

Solution. A partir de la tabla de valores de x y de y se construye la grafica de 
y(x) = x* — 4x + 1. La grafica se muestra en la Fig. 12.3. 


X 

-2.5 

-2 

-1 

0 

1 

2 

y(x) 

__y_ 

1 

4 

1 

-2 

1 


En la grafica se observa que las raices de y(x ) estan entre — 2.5 y — 2, 0 y 1, 1 y 2. 

Para ealcular con aproximacion de una cifra decimal la raiz que esta entre 0 y 1 
se construye la grafica de y(x) en este intervalo considerando que es una linea 
recta y empleando una escala horizontal 10 veces mayor que la escala vertical 
(Fig. 12.4). La grafica muestra que la raiz es, aproximadamente, 0.3; sin embargo. 
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observando la Fig. (12.3) puede notarse que en realidad la parte de la curva entre 
los puntos (0, 1) y (1, — 2) esta ligeramente a la izquierda de la linea recta 
que une ambos puntos. 

En consecuencia, x — 0.3 es probablemente mayor que la rafz. 

Sustituyendo este valor se encuentra que y(0.3) = — 0.173 y que y(0.2) = 0.208. 
Por tanto, la rafz esta entre x = 0.2 y x = 0.3. 



Para obtener el valor de la rafz con dos cifras decimales se repite el procedi- 
miento para la parte de la grafica en el intervalo de x = 0.2 hasta x = 0.3 y usan- 
do la escala indicada en la Fig. 12.5. 

Se observa que la raiz es, aproximadamente, x = 0.25. Nuevamente, se encuentra 
que y (0.25) = 0.015625 y que y (0.26) = — 0.022424. Por tanto, la rafz con dos 
cifras decimales es x = 0.25. 

EJEMPLO 2 Encontrar, con aproximacion de una cifra decimal, la mayor rafz de 
y(x) = 2o? - 2x* — Sx + 9 = 0. 

Solution. La grafica de la Fig. (12.6) se ha construido de acuerdo con la siguien- 
te tabla de valores. 

En la grafica se muestra que hay dos rafces entre x = 1 y x = 2, y que la 
mayor esta entre ^ = 1.5 y x = 2. 


X 

-2.5 

-2 

-1 

0 

1 

1.5 

2 

2.5 

y(x) 

5 9 
- 4T 

1 

13 

9 

1 

3 

T 

1 

3 1 

4 


Ampliando la grafica en el intervalo de x = 1.5 a x = 2, usando la escala 
de la Fig. (12.7) se observa que dicha rafz esta entre x — 1.7 y x = 1.8. 

Sin embargo, ya que en este intervalo la curva esta a la derecha de la linea 
recta, lo mas probable es que la rafz este mas cerca de x = 1.8. Sustituyendo 
valores se encuentra que y(1.8), = — 0.216 y que, por tanto, x = 1.8 es menor 
que la rafz. Sin embargo, se encuentra que y(1.9) — 0.928. Por tanto, el valor 
de la rafz con aproximacion de una cifra decimal es a; = 1.8. 
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EJERCICIO 58: RAICES 

IRRACIONALES 

Encuentrense los valores, con aproxima- 
cion de una cifra decimal, de las raices 
reales de las ecuaciones de los proble- 
rpas 1 a 8. Indiquese mediante un signo 
mas o un signo menos escrito despues 
del valor encontrado, si dicho valor es 
menor o mayor que la rafz. 

1: x 3 — x 2 — 4x + 3 = 0 
2: x 3 — 3a; 2 — x + 2 = 0 
3: x 3 — 2x 2 — 5x + 5 = 0 
4: x 3 — x 2 — 2x — 1 = 0 
5: 2a; 3 - x 2 - lOx - 1 = 0 
6: 2x 3 + 5x 2 - 4x - 11 = 0 
7: 3x 3 - x 2 - 12x +2=0 
8: 2x 3 - 7x 2 + 7 = 0 
9: x 3 — 5x 2 + 6x — 1 =0 
10: x 3 + 3x 2 + x — 3 = 0 

Encuentrense, con aproximacion de 
dos cifras decimales, la menor raiz po- 
sitiva de cada una de las siguientes 
ecuaciones. 

11: x 3 - 2x 2 + 3x - 1 = 0 
12: x 3 — x 2 — 2x + 1 = 0 

13: x 3 + x 2 — 4x — 3 = 0 

14: x 3 — 3x — 1 = 0 
15: x 3 + 2x 2 + 5x — 5 = 0 
16: x 3 - 7x - 7 = 0 
17: 3x 3 — 4x 2 — 5x + 1 = 0 

18: 2x 3 — 9x 2 + 7x + 5 = 0 

19: 3x 3 — 8x 2 + 3x + 1 =0 

20: 2x 3 — 5x 2 — x + 5 = 0 



Fig ura 12.6 


Figura 12.7 
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12.15 


TRANSFORMACION DE UNA ECUACION PARA DECRECER 
SUS RAICES 


decrecimiento 
de las raices 

ecuacidn 

disminuida 

EJEMPLO 1 


En este parrafo se presentara un metodo para encontrar una ecuacion 
racional entera cuyas raices sean menores que las raices de una ecua¬ 
cion dada en una cantidad h. Para demostrar el metodo se considerara la 
ecuacion cubica general 

fix) — a 0 x 3 + aiX 2 + a 2 x + a 3 = 0 (12.19) 

pero el razonamiento empleado se puede aplicar a cualquier ecuacion 
racional entera. Si se sustituye x por z + h en (12,19), se tiene 
la que se puede escribir en la forma 

f(z + h) = a 0 (z + h) z + adz + h ) 2 + a 2 (z + h) + a 3 (12.20) 

Naturalmente el coeficiente de z s es ao y A±, A 2 y A 3 son funciones de h. 
Suponiendo que r es raiz de (12.19), entonces /(r) = 0. Si se susti¬ 
tuye z por r — h en (3), y si se escribe F(z) = f(z + h), se obtiene 

F{z) = a 0 z 3 + AiZ 2 + A 2 z + A 3 (12.21) 

F(r — h ) = f(r — h + h) =/(/■) =0. Por tanto, r — h es raiz de 
(12.21). 

A continuacion se mostrara como calcular los valores de A 1 , A 2 y A 3 
en (12.21), sin desarrollar los binomios en (12.20). Puesto que F(z) 
se obtuvo al sustituir en (12.19) x por z + h, se puede invertir el pro- 
ceso y sustituir z por x — he n (12.21) y obtener (12.19). Esta sustitu- 
cion da el siguiente. resultado: 

fix) - F(x — h) = a 0 (x -- h ) 3 + Ai(x — h ) 2 

■f - A 2 (x — h) -f- A 3 (12.22) 

Evidentemente, si se divide el miembro de la derecha de (12.22) entre 
x — h se obtiene como cociente ao{x — h )' 2 + A±(x — h) + A 2 y como 
residuo A 3 . Por tanto, A 3 es el ultimo termino de la tercera linea que 
resulta al dividir por division sintetica f{x) entre x — h. Analogamente, 
A 2 es el ultimo termino de la tercera linea al dividir por division sin¬ 
tetica el cociente anterior entre x — h, y por ultimo, con igual razona¬ 
miento, Ai es el residuo que resulta al dividir el segundo cociente entre 
x — h. En los ejemplos que siguen se muestra, con problemas especifi- 
cos, como llevar a efecto los pasos indicados. El proceso anterior se lla¬ 
ma decrecimiento de las raices de una ecuacion y la ecuacion transfor- 
mada se llama ecuacidn disminuida. 

Encontrar una ecuacion cuyas raices sean menores en dos que las de 2x z — 5v 2 + 
3 % — 1 

Solucion. Si fix) = 2x 3 — 5x 2 + Bx — 1. y h — 2, las operaciones anteriores se efec- 
tuan como sigue. 
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primera division 


2 - 5 + 3 - 12 
4-2+2 
2 — 1+ 1 + (1) = A 3 segunda division 
4+6 

2 + 3 + (7) = A•> tercera division 

_ 4 _ 

2 + (7) = A 1 

Entonces ao = 2, y la ecuacion disminuida es 2x s + 7+ + lx + 1 = 0 

EJEMPLO 2 Encontrar la ecuacion cuyas raices sean dos menos que las de 
2x s - x 2 - lx + 6 = (x - 1) (x + 2) (2* - 3) = 0. 

Solucion. En este ejemplo se haran decrecer en 2 las raices de la ecuacion 
2x s — of - lx + 6 = (* — 1) (x + 2) (2x — 3) = 0 
como sigue 

2 - 1 - 7 + 6(2 

4+6-2 
2 + 3 — 1+4 

4+14 

2 + 7 + 13 
4 

2+11 

Por tanto, la ecuacion disminuida es 2x s + 11+ + 13x +4 = 0. Se puede com- 
probar facilmente que las raices de esta ecuacion son —1, —4 y — \ y que cada 
una es 2 unidades menor que las correspondientes raices de la ecuacion original. 

12.16 METODO DE HORNER PARA DETERMINAR RAICES IRRACIONALES 

Mediante el metodo de Horner se puede obtener una raiz irracional de 
una ecuacion racional entera con el grado de exactitud que se desee. El 
trabajo necesario es a veces tedioso; sin embargo, el metodo es simple y 
directo. Parte de ese trabajo se puede reducir si primero se obtienen 
todas las raices racionales y luego se procede a encontrar las irracio- 
nales. 

El procedimiento consiste en: 

1. Se determina la raiz con aproximacion de la primera de sus ci- 
fras que sea diferente de cero, por medio del teorema de localizacion 
expuesto en el Pr (12.4). 

2. Se obtiene una ecuacion cuyas raices sean las de la ecuacion ori¬ 
ginal, disminuidas en el menor de los numeros usados al aplicar el teo¬ 
rema mencionado en el paso anterior. 

3. Se repite el procedimiento hasta alcanzar el grado de exactitud 
que se desee. 

Calcular una raiz positiva irracional de 

F{x) = x 4 + 4x 3 - x 2 - 12x -6 = 0 (1) 

con aproximacion de cuatro cifras significativas. 


metodo de 
Horner 


EJEMPLO 
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Solution. Las posibilidades de raices racionales son ± 6, ± 3, ± 2 y ± 1- 

Despues de ensayar tales posibilidades, se encuentra que ninguna de ellas es raiz, 
Mediante el uso de la division sintetica se observa facilmente que F (1) = — 14 y 
que F( 2) 14. Por tanto, existe una raiz entre 1 y 2. 

Ahora se disminuyen las raices en fix = 1, obteniendose asi una ecuaeion que 
tenga una raiz entre 0 y 1. Empleado el metodo del Pr 12. 15 se tiene 


1 

+4 

1 

- 1 
+ 5 

-12 - 6|l 

+ 4 - 8 

1 

+5 

1 

+ 4 
+ 6 

- 8 -14 = A. 

+10 

1 

+6 

1 

+10 

+ 7 

+ 2 = Az 

1 

+7 

+1 

+17 

— A. 2 

1 

+8 

= Ai 



Por tanto, la ecuaeion 

Fi(x) = x 4 + 8a; 3 + 17a; 2 + 2x — 14 = 0 (2) 

tiene una raiz entre 0 y 1. Por division sintetica se observa facilmente que Ei(0.7) 
— — 1.2859 y que Fi(0.8) = 2.9856. Por tanto, existe una raiz de Fi(x) = 0 
entre 0.7 y 0.8 y se procede a obtener una ecuaeion cuyas raices sean I 12 = 0.7 
menores que las raices de (2). 


1 

+ 8 

.7 

+ 17 
+ 6.09 

+ 2 
+16.163 

-14 |.7 

+12.7141 

1 

+ 8.7 
.7 

+23.09 
+ 6.58 

+18.163 

+20.769 

- 1.2859 = A 4 

1~ 

+ 9.4 
.7 

+29.67 
+ 7.07 

+38.932 

— A3 

1 

+10.1 

.7 

+36.74 

= a 2 


1 

+10.8 

= A 1 




Por tanto, 

F 2 (x) = x 4 + 10.8x 3 + 36.74x 2 + 38.932x - 1.2859 = 0 (3) 

tiene una raiz entre 0 y 0.1 Por division sintetica se encuentra que F a (0.03) = — 
0.08458159 y que F 2 (0.04) = 0.33085776, por tanto, ( x ) tiene una raiz entre 0.03 
y 0.04 y se puede derivar una ecuaeion cuyas raices sean hs. = 0.03 menores que 
las raices de (3). 


1 

+10.8 
+ .03 

+36.74 
+ .3249 

+38.932 
+ 1.111947 

-1.2859 |.03 

+1.20131841 

1 

+10.83 

.03 

+37.0649 
+ .3258 

+40.043947 
+ 1.121721 

- .08458159 = A 4 

1 

+ 10.86 
.03 

+37.3907 
+ .3267 

+41.165668 

= a 3 

1 

+10.89 
4" .03 

+37.7174 

= a 2 


1 

+10.92 

= Ax 




12.16 METODO DE HORNER PARA DETERMINAR RAICES IRRACiONALES 249 



Por tanto, 


Fs(x) = a; 4 + 10.92a; 3 + 37.7174a; 2 + 41.165668a; - .08458159 = 0 (4) 

tiene una raiz entre 0 y 0.01. 

En virtud de que x es proxima a cero, x 4 , x 3 y x 2 son depreciables en compara- 

cion con x; se omiten, por tanto, esos terminos y se escribe 

F*(x') = 41.165668a;' - .08458159 

haciendo esta expresion igual a cer.o y resolviendola para x\ da x\ = 0.002 
En consecuencia, 

x = hi -f - h% “I - hz x r 
= 1 + .7 + .03 + .002 
= 1.732 

De la misma manera se pueden calcular las otras raices irracionales de (1). En 
consecuencia, se puede calcular cada raiz con el grado de exactitud que se desee. 

El calculo de la raiz con aproximacion de las dos primeras cifras decimates, en 

el ejemplo considerado se puede escribir en la siguiente forma abreviada. 


1 

+ 4 

- 1 

-12 

- 6 [1 


1 

+ 5 

+ 4 

- 8 

r 

+ 5 

1 

+ 4 
+ 6 

- 8 
+10 

-14 

r 

+ 6 

1 

+10 
+ 7 

+ 2 


r 

+ 7 

1 

+ 17 



r~ 

+ 8 

+17 

+ 2 

-14 |/7 


.7 

+ 6.09 

+16.163 

+12.7141 

i 

+ 8.7 
.7 

+23.09 
+ 6.58 

+18.163 

+20.769 

- 1.2859 

i 

+ 9.4 
.7 

+29.67 
+ 7.07 

+38.932 


i 

+10.1 

.7 

+36.74 



i 

+10.8 

+36.74 

+38.932 

- 1.2859 (.03 


.03 

+ .3249 

+ 1.111947 

+ 1.20131841 

i 

+10.83 
+ .03 

+37.0649 
+ .3258 

+40.043947 
+ 1.121721 

- .08458159 

i 

+10.86 
+ .03 

+37.3907 
+ .3267 

+41.165668 


i 

+10.89 
+ .03 

+37.7174 



i 

+10.92 

+37.7174 

+41.165668 

- .08458159 


Se puede calcular el digito de la ultima cifra decimal tomando el negativo del 
cociente que resulta al dividir el numero final de la ultima linea entre el numero 
que inmediatamente le precede. Sin embargo, si la raiz debe calcularse con mas 
de tres cifras decimales, se debe continuar el procedimiento anterior hasta obte- 
ner el digito anterior al de la ultima cifra. 
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EJERCICIO 59: DECRECIMIENTO DE LAS RAICES DE ECUACIONES 
Y METODO DE HORNER 

En los problemas 1 a 12 obtengase las ecuaciones cuyas raices son las de la ecua¬ 
cion dada disminuidas en el numero indicado a la derecha de la ecuacion. 


X 3 - 

- 3x 2 — 5x + 

2 = 

= 0, 3 


2: 

x 3 — 4x 2 - 

— 2x -(- 1 = 

0: 

, 4 

3x 3 

— 2x 2 + 4x - 

- 1 

= 0, 2 


4: 

2x 3 + 3x 2 

— x + 5 = 

0, 

, 1 

X 4 - 

- 2x 3 + 3x 2 — 

2x 

+ 1 = 

0, 2 

6: 

x 4 — 6x 3 + lx 2 + 4x - 

- 

3 = 0, 4 

2x 4 

— 4x 3 — 4x 2 - 

- X 

- 6 = 

0, 3 

8: 

Sx 4 — 2x 3 

— 3x 2 + 2x 

- 

- 4 = 0, 1 

x 3 + 2x — 1 = 0, 

, .1 



10: 

X 3 + x 2 — 

2x + 2 = 0, 

.2 

2x 3 

— 2x 2 + x — 

1 = 

= 0, .3 


12: 

2x 3 + x 2 - 

— 2x -j~ 3 — 

0 : 

, -4 


Empleando el metodo de Horner, encuentrense con aproximacion de dos cifras 
decimales las menores raices positivas de las ecuaciones de los problemas 13 a 24. 


13 

x 3 + x 2 — Qx + 1 =0 

14 

x 3 — 2x 2 — 15x + 1 = 

0 

15 

x 3 + 4x 2 — x — 2 = 0 

16 

x 3 — 7x 2 + 2x + 1 = 

0 

17 

x 3 — 3x 2 — 4x + 8 = 0 

18 

x 3 - 3x 2 - lOx + 16 

= 0 

19 

x 3 + x 2 — 9x — 5 = 0 

20 

x 3 — 2x 2 — 8x — 2 = 

0 

21 

2x 3 — 7x 2 — 3x + 1 =0 

22 

3x 3 — x 2 — 4x — 6 = 

0 

23 

2x 3 ~ x 2 — 3x — 2 =0 

24 

3x 3 + x 2 — 2x — 1 = 

0 

Encuentrense, con aproximacion de tres cifras decimales, las raices 

irracionales 

de las ecuaciones de los problemas 25 a 

32. 



25 

x 3 — 3x 2 + 3x — 14 = 0 

26 

H 

03 

1 

H 

1 

II 

o 


27 

x 3 + 2x 2 + 2x + 38 = 0 

28 

x 3 + x — 1 = 0 


29 

x 4 + 2x 3 — 4x — 4 = 0 

30 

4x 4 + 8x 3 + 5x 2 — 6x 

-6=0 

31 

x 4 — 5x 3 + llx 2 — 14x +4 = 0 




32 

x 4 — 3x 3 + 2x 2 — x — 1 = 0 





Empleando el metodo de Horner, encuentrense, con aproximacion de tres cifras 
decimales, los valores de las raices reales indicadas. 

33: ^5 


sugerencia : Resuelvase la ecuacion x 3 — 5 = 0 

34: "V 7 ^ 35: ^9 36: v'lO 37: 

38: V 7 5 39: V 7 ! 40: V 7 ! 


12.17 POLINOMIOS IDENTICOS 


polinomios 

identicos 


El teorema que sigue es basico para el trabajo que se desarrollara en el 
capitulo 22 acerca de fracciones parciales. 

Si dos polinomios de grado n son iguales para mas de n valores de la 
variable, los polinomios son identicos. Esto es, los coeficientes de poten- 
cias iguales de la variable, son iguales. 

Se considera que los dos polinomios 

a 0 x n + a x x n - x + • • • + a n = b^x n + bxX n ~ x + • • • +b n 


son iguales para todos los n valores de x = X\, x%, • • • x n y tambien 
para el valor x = x n+ i diferente de los anteriores. Por tanto. 
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12.18 LA 


ecuacion 

cubica 

reducida 


fix) = (a 0 — b 0 )x n + (ai — -f • • • + (a„ — &»}■. 

= (a 0 — 6o)(x — — x 2 ) • • • (a? — x„) teorema del factor 

segun ec.12.3 

= 0 

para x = x%, x 2 , * • • x n y para x= x n+ x. Entonces, puesto que, f(x + 1 ) = 0 

y ninguno de los factores que comprenden a x es cero para x = x n+ \ 
se concluye que a$ — bo, primer coeficiente de x, es cero. En consecuen- 
cia, a 0 — b 0 . 

Por tanto, 

► fix) = (a 0 — b 0 )x n + (ai — + • • • + (a„ — b n ) (12.23) 

= 0 

es de grado n — 1 y valida para x = x±, x 2 , • * • x n . y para a: = x n+ i. 
En consecuencia, se tiene la misma situacion que anteriormente y el 
primer coeficiente a\ — 6i es cero. 

Entonces, = b\. Mediante (n — 1) repeticiones del procedimiento 
se puede demostrar que a 2 — b 2 , a s = b s , • • • , a n = b n y con ello el 
teorema queda demostrado 

ECUACION DE TERCER GRADO* 

Se considerara ahora la ecuacion general de tercer grado 

+ b!X 2 + b 2 x + b 3 = 0 (12.24) 

Si se considera 

b\ 

X - 8 
se tiene 

(v ~ + &i (v ~ + b 2 (y - ^ -f b z = 0 (12.25) 

o 

y3 + G 2 ~ j) y + w - ir + 63 = 0 (12 - 26) 

ecuacion en la que se ha suprimido el termino de segundo grado y que 
se conoce como ecuacion reducida de tercer grado. Esta ecuacion se 
puede simplificar mas aun haciendo la sustitucion siguiente 

| = V y ^ -~ + b 3 =q (12.27) 

Con lo cual, (12.26) queda 

y 3 4- vy 4- q = 0 (12.28) 

* Para una discusion mas completa de la ecuacion de tercer grado se puede 
consultar el capitulo V de Dickson, New First Course in the Theory of Equations. 
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Para resolver la ecuacion reducida de tercer grado (12.28). se intro- 
ducen dos nuevas variables, u y v, cuya suma es raiz de (12.28). En 
conseeuencia se tiene 

y — u + v (12.29) 

y sustituyendo en (12.28), se tiene ( u + v ) 3 + p(u + v) + q — 0, 

o bien u 3 + v 3 + (p + 3 uv){u + v) + q = 0 (12.30) 

Obteniendose asi una ecuacion en u y en v. Sin embargo, para deter- 
minar los valores unicos de u y de v se necesita otra ecuacion. 

Esta se puede obtener, y ademas con ello simplificar (12.30). si se exige 
que u y v satisfagan la ecuacion siguiente. 

p + 3 uv = 0 (12.31) 

Por tanto, (12.30) se convierte en 

u 3 + v 3 -f q = 0 (12.32) 

Si se elimina v a partir de (12.31) y de (12.32), resolviendo la primera 
para v en terminos de u y de p y sustituyendo en (12.32) se obtiene 


w 


3 _ 


p3 


27 u 3 


+ 7 = 0 


o bien 


27m 6 + 27qu 3 - p 3 = 0 (12.33) 

Esta es una ecuacion de segundo grado en u 3 y sus soluciones son 

, -27 q ± V729? 2 + 108p 3 

“ “- 54 - 

2 



(12.34) 

En donde 


q 3 p 3 

R 4 + 27 

(12.35) 

Haciendo 


m 3 = ~ q + Vr = A 

L* 

(12.36) 

por tanto, de (12.32) 


v 3 = - — Vr = b 

Lt 

(12.37) 
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EJEMPLO 


Ademas, si se hiciera u 3 — — q/2 — \//?, se obtendria v 3 — — q/2 
+ y/R~. Por tanto, se podrian intercambiar los valores de u y de v. 
Puesto que u 3 — A y v 3 y en donde = B, los valores de u y de v son 

u = \/A, w 2 V / A (12.38) 

y 

v =\/B, „Vb, (12.39) 

donde 

w = — I + y/B y co 2 = —^ — \iy/ 3 

Considerando w 3 = 1, se observa que y/ A y y/’B, o> ■s/a y co 2 X^B, 
y w 2 ^ A y s/^B 

son los unicos pares de valores de « y de v que satisfacen la condicion 
(12.31). Si se sustituyen estos pares de valores de u y de v en (12.29) 
se obtiene 


Vi = y/ A +\/B 
y 2 — w </.A + co 2 </B 

Vi = co 2 a /a + co a/jb 


Ya 


6i 

que * =-— , 


se observa que las raices de (12.24) 


son 


xi = \/A + \/B — ^ 

x 2 = coa^A + <Ay/B - ^ (12.40) 

Xz = c^-^A + B — ^ 

Resolver la ecuacion x s — 8+ + 21a: — 19 = 0. 

Solution: En la ecuacion x s — 3x? + 21 a: — 19 = 0 , bi = 3, 62 = 21 , bs = — 19. 

Por tanto, segun (12.27), p = 21 — 3 = 18, y q = — 2 + 21 — 19 = 0. 

Ademas, segun (12.35) R — 216. Entonces, segun (12. 36) y (12.37)_ 

A = V216 y B = —y /216 finalmente y/A = ^s /\216 = s/y / 2 ig = y/6 , 

y y/B = -Vq. 

Por tanto, de acuerdo con (12.40) se tiene 

Xl = V 6 - V 6 + 1=1 

x 2 = coV 6 + o> 2 (-V 6 ) + 1 = 3V2 i + 1 

x 3 = ^Ve + co(-Ve) + 1 = —3V2 i + 1 

Si 7? es negativo, y/R~e s imaginario y A y B son numeros complejos 
conjugados. En este caso se emplea el teorema de De Moivre para encon- 
trar las raices cubicas de A y B y se escogen estas raices de tal modo 
que tambien sean numeros imaginarios conjugados. 
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EJEMPLO 2 Resolver la ecuacion x 3 — 3x 2 — 24x + 26 = 0. 

Solution. En la ecuacion x 3 — 3% 2 — 24x + 26 = 0, bi = -—3, b» = —24, bs = 
—26. Sustituyendo estos valores en (12.27) se tiene p = —27 y q = 0. Por tanto, 
segun (12.35) R — —729, y en consecuencia yl =27 i y B = —27i. Para encontrar 
la rafz cubica de A, se escribe 

■vTT = A 1 / 3 = [27(cos 90° + i sen 90 0 )] 1 / 3 
= 3(cos 30° + i sen 30°) 

= -^-( 3\/3 + 3 i) 

Analogamente 

\/b = i(sVs - 3 ») 

Sustituyendo estos valores en (12.40) se tiene, x — 1 + 3*^/1$, x = 1 — 3~\^3, 

y x = 1. 

12.19 LA ECUACION DE CUARTO GRADO 

Se considerara ahora la ecuacion general de cuarto grado 
x 4 + bx 3 + cx 2 + dx + e = 0 (12.41) 

Trasladando los tres ultimos terminos, (12.41) se tiene 
x 4 + bx 3 - —cx 2 — dx — e 

El termino de la izquierda contiene dos terminos del cuadrado de 
( x 2 + % bx) y se puede completar este cuadrado sumando \ b 2 x 2 . De 
este modo 

(x 2 + ^ bx ) 2 = (j6 2 — c)x 2 — dx — e 

Luego, se suma (x 2 + ^bx)y + \y 2 a cada miembro y se obtiene 

(x 2 + \bx + \y ) 2 = (J6 2 — c + y)x 2 

+ (—d + \by)x — e + f y 2 (12.42) 

El miembro de la izquierda es un cuadrado perfecto y, en consecuencia, el 
miembro de la derecha tambien debe serlo. Por tanto, su discriminante 
es cero, esto es 

(-d + hby ) 2 - 4 {\b 2 - c + y)(-e + \y 2 ) = 0 

o desarrollando los binomios, sumando terminos semejantes y cambiando 
de signo 


y 3 — cy 2 + (bd — 4 e)y — b 2 e + 4ce — d 2 = 0 (12.43) 

ecuacion Ecuacion conocida como ecuacion resolvente de tercer grado. Si se escoje 
resolvente de cualquier raiz y de (12.43) y se sustituye en (12.42), el miembro de la 
tercer grado derecha se convierte en el cuadrado perfecto de una funcion de primer 
grado de x, tal como mx + n. Por tanto. 
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EJEMPLO 


(; x 2 + %bx + %y ) 2 = (mx + n) 2 
esto es 

x 2 + ^bx + \y = mx + n (12.44) 

y 

x 2 + \bx + \y — —mx — n 

De ese modo, la resolucion de la ecuacion de cuarto grado (12.41), se 
reduce a resolver las dos ecuaciones de segundo grado mostradas en 

(12.44). 


Resolver 

x 4 + 2x 3 - x 2 + x + i = 0 (1) 

Solution: Trasladando los tres ultimos terminos, se tiene 
x 4 + 2x 3 = x 2 — X — -J- 

Completando el cuadrado del miembro de la izquierda mediante la suma de x 2 , se 
tiene 


(x 2 + x) 2 = 2x 2 — x — \ 

Ahora, sumando a cada miembro (x 2 + x) y + \y 2 , se tiene 

(x 2 + x) 2 + (x 2 + x)y + \y 2 = 2x 2 — x — -J- + (x 2 + x)y + \y 2 

o 

(x 2 + x + -§• y ) 2 = x 2 (2 + y) + x( —1 + y) — \ \-y 2 (2) 

Puesto que el miembro de la izquierda es un cuadrado perfecto, tambien debe serlo 
el de la derecha. Por tanto, su discriminante es cero. Asi 

(-1 + y ) 2 - 4(2 + y)(-i + \y 2 ) = 0 
1— 2y + y 2 + 2 + y — 2 y 2 — y s = —y 3 — y 2 — y + 3 = 0 

Una solucion de esta ecuacion es 1. Por tanto, y — 1 en (2) debe hacer que el 

miembro de la derecha sea un cuadrado perfecto. Sustituyendo y = 1 en (2), da 

(x 2 + x + i) 2 = 3x 2 

Tomando la raiz de cada miembro 

x 2 +x+-i|-=\/3x y x 2 +x+-J = — V / 3x 
En consecuencia, las raices de (1), son las raices de 

x 2 + (1 - V3)x + i = 0 y x 2 + (l+ Vs)x + i = 0 
De ese modo 

-1 + Vs db Vl - 2 -y/3 + 3 —~2 
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-1 +V3 =fc V2 - 2 a/ 3 
x g ' 

^ _ — 1 + \/3 ± \/2 V1 — \7 3 

x g 

EJERCICIO 60: SOLUCION DE 
GRADOS 


-1 - a/3 ± Vi + 2 a/3 + 3-2 
2 

-1 - V3 db V 2 + 2 V3 
y 2 

-1 - V3 ± V2 Vl + V3 
y 2 

ECUACIONES DE TERCERO Y CUARTO 


Resuelvanse las ecuaciones de los problemas 1 a 16 segun el metodo del Pr. 12.18. 


1 

X 3 

— 

3x 2 

+ 

4x — 2 = 

0 


2: 

X 3 

— 

3x 2 

+ 

12x 

- 10 

= 0 

3 

X 3 

— 

6x 2 

+ 

16x - 16 

= 

0 

4: 

X 3 

— 

3x 2 

+ 

5x - 

- 3 = 

0 

5 

X 3 

— 

6x 2 

+ 

15x - 14 

= 

0 

6: 

x 3 

+ 

6x 2 

+ 

39x 

+ 62 

= 0 

7 

X 3 

+ 

9x 2 

+ 

39x + 63 

= 

0 

8: 

X 3 

+ 

9x 2 

+ 

35x 

+ 51 

= 0 

9 

X 3 

— 

6x 2 

+ 

H 5 

+ 

00 

II 

0 


10: 

X s 

+ 

3x 2 

— 

3x - 

- 1 = 

0 

11 

X 3 

— 

9x 2 

+ 

21x - 13 

= 

0 

12: 

X 3 

— 

12x 2 + 42# — 44 

: = 0 

13 

X 3 

+ 

9x 2 

+ 

15x — 9 = 

= 0 

14: 

X 3 

— 

6x 2 

+ 

16 = 

= 0 


15 

X 3 

— 

9x 2 

+ 

54 = 0 



16: 

X 3 

— 

9x 2 

+ 

15x 

+ 9 = 

= 0 


Resuelvanse las ecuaciones siguientes por medio del metodo del Pr. 12.19. 

17: x 4 — x 3 — 7x 2 + x + 6 = 0 18: a: 4 — 2x 3 — 7x 2 + 8x + 12 = 0 

19: 2X 4 — x 3 — 14x 2 + 19x — 6 = 0 


nota. Dividase entre el coeficiente de x i antes de aplicar el Pr. 12.19. 


20 : 

2 x 4 - 

- 7x 3 - 

2x 2 + 13x 

+ 

6 = 0 

21 : 

x 4 + 2x 3 - 

- 5x 2 

_ 4x + 6 = 0 

22 : 

X 4 

+ 

3x 3 — 

x 2 — 9x — 

6 = 

0 

23: 

X 4 - 

- 2x 3 - 

- 3x 2 

+ 4x + 2 = 0 

24: 

X 4 

— 

4x 3 — 

x 2 + 12x - 

6 

= 0 

25: 

X 4 - 

- 4x 3 + z 2 + 6x + 2 = 0 

26: 

X 4 

— 

8 x 3 + 

21 x 2 — 20x 

+ 

5 = 0 

27: 

X 4 - 

- 4x 3 + 4x 2 

-4 = 0 

28: 

X 4 

— 

4x 3 + 

12 x 2 - 16x 

+ 

12 = 0 
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en varios de los capitulos anteriores se han estudiado ecuaciones las cua- 
les consisten en la igualdad de dos expresiones. Sin embargo, es natural 
que exista la posibilidad de que dos expresiones no sean iguales sino 
que una sea mayor que la otra.Es posible escribir las proposiciones que 
expresan desigualdad en forma simbolica y encontrar condiciones para 
la validez de dichas proposiciones mediante procesos que en muchos 
aspectos son semejantes a los ya empleados para resolver ecuaciones. 


13.1 DEFINICIONES Y PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 

En el Parrafo 8.9 se demostro que una ecuacion de segundo grado tiene 
raices reales y desiguales. unicamente si su descriminante es mayor que 
cero. Por ejemplo, las raices de x 2 + kx — 1=0 son reales y desiguales. 
unicamente si ^ 

fc 2 + 4 > 0 (13.1) 

De igual manera. las raices de x 2 -f- 2x + k == 0 son reales y desi¬ 
guales. unicamente si 

4 — Ak < 0 (13.2) 

Los signos que se introdujeron en {13.1) y ( 13.2) indican las relaciones 
mayor que y menor que . respectivamente. Puede observarse que el signo 
de la desigualdad se dirige siempre hacia la cantidad mas pequena. 
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DESIGUALDADES 



desigualdad 

absoluta 

desigualdad 

condicional 


Las proposiciones (13.1) y (13.2) son ejemplos de situaciones en las 
que es necesario determinar los valores de las variables para los cuales 
la funcion es mayor o menor que otra. Tales situaciones se presentan 
freeuentemente en Matematicas y en este capitulo se estudiaran metodos 
referente a ellas. Una desigualdad es una proposicion de acuerdo con 
la cual una cantidad real es mayor o menor que otra. 

Dos desigualdades tienen el mismo sentido o sentido opuesto segun 
los signos de ellas se dirijan en igual o en opuesta direccion. 

En (13.1), k 2 nunca es negativo para valores reales de k. Por tanto, 
k 2 + 4 es positivo para todo valor real de k. En cambio, el miembro 
de la izquierda de (13.2) es mayor que cero solamente cuando k es 
menor que uno. De ese modo las proposiciones (13.1) y (13.2) ilus- 
tran las definiciones siguientes. Una desigualdad que es valida para 
todos los valores reales de la variable es una desigualdad absoluta. 

Una desigualdad que es valida para algunos de los valores reales de 
la variable, pero no lo es para otros, es una desigualdad condicional. 

La solucion de una desigualdad es el conjunto de valores de la varia¬ 
ble para los cuales la desigualdad es valida. El procedimiento para 
resolver desigualdades se basa en los teorema siguientes. 


teoremas sobre 
la adicion 
sustraccion, 
multipli- 
cacion 

y division de 
desigualdades 


El sentido de una desigualdad no se altera, si a cada miembro se 
suma o se resta un mismo numero. 

El sentido de una desigualdad no se altera, si cada miembro se mul¬ 
tiplica o se divide por un mismo numero positivo. 

El sentido de una desigualdad se invierte si cada miembro se mul¬ 
tiplica o se divide por un mismo numero negativo. 


La demostracion de estos teoremas comprende aplicaciones repetidas 
de un razonamiento similar al que se indica a continuacion. 

Se considerara que a < 6 y se demostrara 


a + c < b + c 

(13.3) 

ap < bp p > 0 

(13.4) 

am > bm m < 0 

(13.5) 

Si a < b, entonces 


a — b = n n < 0 

(13.6) 

Sumando c — c (=0) al miembro de la izquierda de 

(13.6), se tiene 

a—b-\-c—c=n 



o 


(a + c) — (b + c) = n n < 0 
Por tanto 
a -j~ c <C b -f- c 


13.1 DEFINICION Y PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 259 



teoremas 
sob re 

potencias de 
desigualdades 


EJEMPLO 


Si se multiplica cada miembro de (13.6) por p >0, se tiene 
ap — bp = pn 

Ademas, puesto que p > 0 y n < 0, se concluye que pn < 0. 

Por tanto, ap < bp. 

De manera semejante, si se multiplica cada miembro de (13.6) por 
m < 0, se obtiene am — bm = mn. En este caso mn es positivo, puesto 
que m < 0 y n <C 0. Por tanto, am > bm. 

Los pasos necesarios para completar la demostracion de estos teoremas 
aparecen en los cuatro primeros problemas del Ejercicio 61. 

Si a y b son numeros positivos desiguales y n es entero positivo, enton- 
ces a n y b n , y 'rfcTy i/b~(* ) son desiguales en el mismo sentido en que 
lo sean a y b. 

Segun (2.13), en el Pr. 2.4 se tiene 

a n •— b n = (a — b + a«- 2 6 + • • • + ab»~ 2 + 6-" 1 ) (13.7) 

a — 6 = (' \/a) n — (' \/b) n 

= (V^ - ^[(V^)"- 1 + (V / a) 7,_2 (V / &) + ■ • • 

+ (^)(^6)»- 2 + (' \fb )»-i] (13.8) 

Puesto que a y b son positivos, el segundo factor del segundo miembro 
de (13.7) y (13.8) es positivo. Por tanto, a n — b n , y a — b 

tienen el mismo signo algebraico. 

Como ejemplo para ilustrar el uso de los teoremas anteriores, se demostrara que 
que si x y, entonces x 2 + y 2 > 2xy. 

Solution . Puesto que x ^ y, entonces ambos son diferentes de cero. Por tanto, 
x — y = n, siendo n ^ 0. En consecuencia, (x — y ) 2 = n 2 . 

Ahora bien, puesto que n 2 es positivo, se tiene 

(x — y ) 2 > 0 

x 2 — 2 xy + y 2 > 0 

Xr 2 + y 2 > 2 xy segun el teorema . 

EJERCICIO 61: DEMOSTRACI ON ES DE PROPIEDADES DE 
LAS DESIGUALDADES 

Demuestrense las proposiciones de los problemas 1 a 8. 


Si 

a 

< b. 

entonces 

a — c < b — c. para a — c < b — 

Si 

a 

< b, 

entonces 

a/p < b/p para v > 0. 

Si 

a 

< b, 

entonces 

a/m > b/m para m < 0. 

Si 

a 

> b. 

entonces 

a + c > b + c y a — c > 6 — c. 

Si 

a 

> b, 

entonces 

ap > bp para p > 0. 

Si 

a 

> b, 

entonces 

am < bm para m < 0. 

Si 

a 

> b. 

entonces 

a/p > b/p para p > 0. 

Si 

a 

> b. 

entonces 

a/m < b/m para m < 0. 


9: Demuestrese que x/y + y/x > 2 para 0 < x < y. 

* Recuerdese que X /a y b ^ndican las raices princi pales de a y b respectiva- 
mente y que si a y b son positivas, sus raices son tarn bien positivas. 
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10: Demuestrese que x/y -\- y/x > 2 para x < y <0. 

11: Demuestrese que — - > \/ xy para 0 < x < y. 

12: Demuestrese que x + x~l > 2 para x > 0 y x ^ 1. 

13: Demuestrese que (a: + l)/(t/ + 1) > x/y para 0 < a; < y. 

14: Demuestrese que (a? — l)(a; + 1) < (x 2 — l)(x 2 + 1) para x > 1. 

15: Demuestrese que a; < x 2 para x > 1. 

16: Demuestrese que < x para 0 < x < 1. 

17: Demuestrese que x 2 > y 2 para x > y > 0. 

18: Demuestrese que x 2 — y 2 > (x — y) 2 para x > y > 0. 

19: Demuestrese que x 3 > y 3 para a: > y > 0. 

20: Demuestrese que x 3 — y 3 > (x — y) 3 para x > y > 0. 

13.2 DESIGUALDADES CONDICIONALES 

Como se indico en el parrafo anterior, la solueion de una desigualdad 
condicional es el con junto de valores de la variable para los cuales la de¬ 
sigualdad es valida. En este parrafo se presentaran dos metodos, uno 
grafico y otro algebraico, para encontrar esa solueion. 

Metodo grafico . Primero se ejemplificara el metodo y luego se indiearan 
los pasos para obtener graficamente la solueion de una desigualdad. 

Para resolver la desigualdad 

6x 2 — 2 > -a? (13.9) 

se traslada — x y se obtiene 

6x 2 + x - 2 > 0 (13.10) 


De acuerdo eon el teorema 1, cualquier valor de x que satisface a 
(13.10), tambien satisface a (13.9). Haciendo 4 ahora el miembro de la 
izquierda de (13.10 ), igual a y, se tiene 

y = 6x 2 + x — 2 (13.11) 

y con ella se buscan los valores de x para los cuales y > 0. Se construye 
la grafica de 13.11, empleando la tabla siguiente: 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

V 

20 

3 

-2 

5 

24 


La grafica de la fig. 13.1 corta 
el eje de las X en los puntos cuyas 
abscisas son aproximadamente 0.5 
y — 0.7, respectivamente. Natural- 
mente y es positivo para todo valor 
de # mayor que 0.5 y menor que 
— 0.7. Por tanto, las soluciones de 
(13.9) son 

x > 0.5 y x <C — 0.7. 

Los pasos para obtener grafica¬ 
mente la solueion de una desi¬ 
gualdad, se muestran a eontinua- 
cion. 
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pasos para 
resolver 
grdficamente 
una 

desigualdad 


pasos para 
resolver 
algebraica - 
mente una 
desigualdad 


EJEMPLO 1 


EJEMPLO 2 


1. Se trasladan todos los terminos a un miembro. 

2 . Se iguala la expresion resultante con una nueva variable. 

3. Se dibuja la grafica de la ecuacion obtenida en el paso anterior. 

4. La solucion consiste de aquellos valores de x para los cuales la gra¬ 
fica esta arriba o abajo del eje de las X, segun sea positiva o negativa la 
expresion del paso 1 . 

Metodo algebraico. Los pasos que se presentan a continuacion para 
resolver algebraicamente una desigualdad de primer grado son basica- 
mente los mismos que se emplearon para resolver la ecuacion de primer 
grado. 

1 . Se trasladan al miembro de la izquierda los terminos que contienen 
la variable y al miembro de la derecha los terminos constantes. 

2 . Se efectua la suma de los terminos en cada miembro. 

3. Se dividen los dos miembros de la desigualdad obtenida en el paso 
anterior, entre el coeficiente de la variable, teniendo cuidado de que si 
dicho coeficiente es negativo debe cambiarse el signo de la desigualdad. 

Encontrar las condiciones para que la desigualdad 2x + 3 5x — 9 sea verdadera. 
Solucion: La resolucion de 2x + 3 ]> 5x — 9 consiste de los pasos siguientes 

2x — 5x > —9 — 3 se han traspuesto los terminos 

— 3x > —12 se han sumado los terminos 

x < 4 se han dividido los dos miembros entre — 3 

invirtiendo el signo de la desigualdad . 

En la solucion de desigualdades de grado superior a uno se hace uso 
de la propiedad segun la cual una funcion racional entera de % cambia 
de signo unieamente en los ceros de la funcion. Por ejemplo, si los ceros 
de f(x) son r±, r<± y r% y siendo T\ < r 2 < r 3 , entonces /(x) no cam- 
biara de signo en ninguno de los intervalos 00 < x < ri, ri < x < r%~ 
r 2 < x <r 3 y r .3 < x < 00 . El metodo se ilustrara con los ejemplos si¬ 
guientes : 

Resolver 2x 2 < 2 — 3;c. 

Solucion: Para resolver 2x 2 <2 — Sx (1) 

se trasladan todos los terminos a la izquierda, y se tiene 2x 2 + 3x — 2 <0 (2) 

Se obtienen los ceros, —2 y de /(%) = 2x 2 + 3x —2 resolviendo la ecuacion 
de segundo grado 2x 2 + 3x — 2 = 0. 

El siguiente paso consiste en determinar el signo de f(x) en cada uno de los 
intervalos — —2, —2 < x y i <C x <C 00 asignando a x un valor 

en cada uno de ellos. 

Siendo — oc<^ — 3<^ —2, y 

/( —3) = 2( —3) 2 + 3 ( — 3) — 2 =18 — 9 — 2=7 

fix) >0 en el primer intervalo. Analogamente, fix) 0 en el segundo, puesto 
que /(0) = — 2, y fix) > 0 en el tercero, puesto que /(1) =3. Por tanto ya que 
fix) <0 en el segundo intervalo, la solucion de (1) es —2 < x <C 
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EJEMPLO 3 Resolver la desigualdad x* + 3x 2 > x + 3. 


Solucion. Para resolver la desigualdad 

x 3 + 3x 2 — x — 3 > 0 se ha transpuesto x + 3 

Los ceros de la funcion 

f(x) = x 3 + 3x 2 — X — 3 agrupando y factorizando 

= X 2 (x + 3) - (X + 3) 

= — l)(x +- 3) sac and o (x -f- 3) factor comiin 

= (x + l)(x - 1) (x + 3) 

son x = —3, x = 1, y x = —1. 

Los intervalos por considerar son — <+\ <C — 3. —3 < x < —1, —1 <C 

<iyl<K^. 

En el primero, fix) < 0. puesto cpie /(— 4) = —64 + 48 + 4 — 3 = —15. 
En el segundo, fix) >0, puesto que /( — 2) = — 8 + 12+2 — 3 = 3. En el 
teroero, fix) <C 0, puesto que / (0) = —3, En el cuarto fix) > 0, puesto que 
f(2) =15. 

Por tanto, la solucion de la desigualdad dada es —3 < x <' —1 y 1 x < 


pasos para 
resolver una 
desigualdad 
no lineal 


Los ejemplos anterior es sirven para ilustrar los pasos de la solucion de 
desigualdades en grado superior a uno. 

1 . Se trasladan todos los terminos al miembro de la izquierda. 

2 . Se determinan los ceros de la funcion obtenida en el paso anterior. 

3. Se determina el signo de la funcion en los intervalos: ( a) para to- 
dos los valores de x menores que el menor de los ceros. ( 6 ) para todos 
los valores de % entre dos ceros consecutivos. ( c) para todos los valores 
de x mayores que el mayor de los ceros 

4. Se seleccionan los intervalos del paso 3 que satisfagan la desigual¬ 
dad dada. 


13.3 DESIGUALDADES CONDICIONALES QUE COMPRENDEN VALORES 
ABSOLUTOS 

Si se usa la definicion de valor absoluto dada en el Pr. 1 . 1 , se observa 
que la desigualdad del tipo 

|ax + b\ < c c > 0 (13.12) 

requiere que ax + b este entre c y — c como se indica en la siguiente 
linea * 

* Al manejar desigualdades condicionales de este tipo eonviene recordar que una 
de las posibles interpretaciones del valor absoluto es que equivale a una distancia 
medida desde el origen de la escala numerica (figura 11.1) e independiente de la 
direccion. Por tanto, ax + b representa dos puntos, uno a la derecha y otro a la 
izquierda del origen de la escala numerica y equidistantes de dicho origen. Enton- 
ces la ecuacion (13.12) puede interpretarse diciendo que ± c cae a mayor distan¬ 
cia del origen que ± (ax + b) o que + (ax +5) y — (ax + b) caen entre 
— c y + c. 
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—c 


0 


c 


Por tanto, si un valor de x satisface tanto a ax + b < c, como a 
ax + b > — c, satisface tambien a (13.12). 

Ademas, la desigualdad | rx + t\ > c requiere que rx + t represente 
un punto que este a la derecha de c o uno que este a la izquierda de —c. 
Por tanto, un valor de x satisface a \rx + t\ > c, si satisface a rx + t 
> c, o si satisface a rx + 1 < —c. 

EJEMPLO 1 Resolver 



< 4 


Solucion: La desigualdad se satisface unicamente si se satisfacen las dos desigual- 
dades 


| + 2 < 4 .y |+2>-4 

Trasladando 2 en cada una de ellas, se tienen 


x 

3 


< 2 



-6 


Por tanto, multiplicando por 3 en cada caso se observa que la desigualdad original 
se satisface para valores de x que sean x 6 y x^> —18. Entonces, la solucion de 
la desigualdad es — 18 x <Cfi. 


EJEMPLO 2 Resolver 


4x 

T 


1 


> 3 


Solucion: Esta desigualdad se satisface si se satisfacen cualquiera de las dos desi- 
gualdades siguientes 


T-l 


> 3 


o 



Trasladando —1 en cada una de ellas, se tiene 



y 



Por tanto, multiplicando cada una por A se observa que la desigualdad original 

4 

se satisface para valores de x mayores que 5 y para valores de x menores que —JL, 
esto es, para a:> 5 y para * < — JL. 


EJERCICIO 62: SOLUCION DE DESIGUALDADES 

Resuelvanse graficamente las desigualdades de los problemas 1 a 16. 


1: 3x — 1 > x — 2 
3: 2x + 4 <—x + 9 
5: 2x — 1 < 4x — 3 
7: 1 — x > 3x — 5 


2: ± x + 3 > x + 7 
4: 5x + 2 < 2x — 5 
6: 3x + 5 < lx — 1 
8: 3 — 2x > 2x — 5 
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9: x 2 — 3x < 1 
11: x 2 > — 3x + 8 
13: x 3 + 5 > x 2 + 5x 
15: x 3 — x < 2 — 2x 2 


10: x 2 — 6 < 2x 
12: x 2 + 6 > 6x 
14: x 3 — 2x + 2 > x 2 
16: x 3 — 2x 2 < 3x — 6 


Resuelvanse algebraicamente las desigualdades de los problemas 17 a 56. 


17: 

19: 

21: 

23: 

25: 

27: 

29: 

31: 

33: 

35: 

37: 

39: 

41: 

43: 

44: 

45: 

47: 

49: 

51: 

53: 

55: 


x + 1 > 3 
x - 1 < 1 
3x — 1 < x + 3 
5x + 2 > 3x + 3 
2x + 7 > 3x + 5 

— 2x + 1 < x + 3 

2x — 1 x + 1 

3 1 > 2 

3x — 2 2x — 1 

2 1 < 4 

(x — l)(2x + 1) < 0 
(2x - 3) (3x + 2) > 0 
3x 2 — 5x + 2 > 0 

— 6x 2 + x + 2 <0 

(x - 1) (x - 2)(2x + 1) < 0 
(2x - 5)(x + 1)( —3x + 2) > 0 
(3x — 7)(x + 3)(x — 4) >0 
\x - 1| < 2 

I* - 3| > 1 

|2x - 5| < 1 
I—2x + 1| < 4 
|2x - 1| > 3 
15x “b 3 j ^>2 


18: 

20: 

22 : 

24: 

26: 

28: 

30: 

32: 

34: 

36: 

38: 

40: 

42: 


x + 5 > 1 
x — 3 < —4 
4x — 5 < x — 2 
6x — 3 > 4x — 6 
3x — 5 > 7x + 2 
-x + 2 < Sx - 7 
x + 3 _ x - 1 
4 ^ > 3 

2x — 1 ^ 1 x—2 
3 < 1 5 

(x - 2)( —3x + 2) < 0 
(5x — 4)(4x — 1) > 0 
— 2x 2 — 5x + 3 > 0 
2x 2 + x — 3 <0 
(2x - 3)(x + 1)(* - 2) < 0 


46: \x ~b 21 <C 1 
48: \x — 4| <2 
50: |3x — 1| < 3 
52: | — 5x + 3| <2 

54: |3x —21 >8 
56: |2x - 3| > 3 


En client re nse los valorem re ales de j 

r para los euales las siguientes expiresiones re 

presentan numeros reales. 


57: Vx 2 — a 2 , a > 0 

58: ^ — x 2 — a 2 , a real 

59: Va 2 - x 2 , a < 0 

60: V^x 2 + a 2 , a real 

_ Vx — 3 

a/x — 1 

61 * VVTz 

62 ‘ V* + 3 

^ lx - 3 

lx — 2 

63: \x + l 

64: \'x+2 
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14.1 DEF 


LOGARITMOS 


UN descubrimiento matematico del siglo dieeisiete, basado en las pro- 
piedades de los exponentes, estaba destinado a convertirse en una herra- 
mienta de valor incalculable en la reduccion del trabajo en operaciones 
aritmeticas. En epocas mas recientes los conceptos matematicos en que 
descansa este descubrimiento han llegado a ser de gran importancia en 
las matematicas avanzadas y en la ciencia en general. El mencionado 
descubrimiento se llama teoria de los logaritmos y sus fundamentos y 
aplicaciones seran el tema del presente capitulo. 

I N I C I O N E S 

En la proposicion 

2 3 = 8 (14.1) 

el termino exponente se usa para indicar la relacion que existe entre 
2 y 3. Sin embargo, en (14.1), 3 tambien esta relacionado con 8 y para 
indicar esa relacion se usa el termino logaritmo. En otras palabras, en 
(14.1) 3 es exponente de 2 y ademas logaritmo de 8, o con mayor pre¬ 
cision, logaritmo de base 2 de 8. En consecuencia, este capitulo sera una 
continuacion de la discusion acerca de exponentes. En particular, se 
mostrara como los exponentes o logaritmos, se pueden emplear para sim- 
plificar calculos numericos o para resolver ciertos tipos de ecuaciones 
que no se pueden resolver por metodos mas elementales. En virtud de 
que se emplearan las definiciones y las leyes del capitulo 7 es conveniente 
que el lector revise ese capitulo antes de continuar mas adelante. 
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logaritmo 


definicion 
simbolica de 
logaritmo 


EJEMPLO 1 


EJEMPLO 2 


EJEMPLO 3 


Como base de la discusion subsecuente se expondra la definicion si- 
guiente: El logaritmo de un numero, para una base dada, es el expo- 
nente que indica la potencia a la que debe elevarse la base para obtener 
el numero. 

La forma abreviada de esa proposicion es: el logaritmo de base b de 
N es L o bien log& N = L. Si se usa esta notacion, la definicion se 
puede expresar simbolicamente como sigue 

^ logs N = L implica que b L = N (14.2) 


Puede observarse que la abreviatura log se escribe sin poner punto a 
su terminacion y que el simbolo para la base aparece como subindice 
como se ve en los ejemplos siguientes. 


logs 64 = 2 
log 4 64 = 3 
logsi 9=| 

logo 1=0 


ya que 8 2 = 64 

ya que = 64 

ya que 81 1 ' 2 = 9 
ya que a 0 =1 


En estos ejemplos puede advertirse que el logaritmo puede ser entero, 
fraecionario o cero. 

Ademas, en muehos easos, si se eonocen dos de las tres letras de (14.2) 
la tercera se puede encontrar facilmente. 

Encontrar el valor de N si log 7 N = 2. 

Solucion. Si se convierte la expresion logaritmica anterior a la forma exponencial, 
se tiene 7 2 = N entonces, es obvio que N = 49. 

Si log& 125 3, encontrar el valor de 6. 

Solucion. Empleando (14.2) se tiene 

b s = 125. 

Por tanto, 

b = ^ 7 T25'— 5. 

Encontrar a si log 27 3 = a. 

Solucion . De nuevo, empleando (14.2), se tiene 
27 a = 3. 


Por tanto, puesto que 27-1-= 3, se concluye que 

3 



EJERCICIO 63: EXPRESIONES EXPONENC1ALES Y LOGARITMICAS 

Mediante el uso de la ecuacion (14.2), expresense en forma exponencial las pro- 
posiciones de los problemas 1 a 20. 

1: log 3 9=2 .2: logs 36 = 2 

3: log 2 8 = 3 4: log 2 16 = 4 
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5: log 2 i = —2 
7: log 4 -gx *“ — 3 
9: log 4 32 = f 
111 log27 81 — -g 
13: logx/4 i = f 
15: log„„ W = f 
17: log 0 2 o 6 = 3 
19: log n 3 a 2 — ■§ 

Mediante el uso de la ec^acion (14.2 
posiciones de los problemas 19 a 36. 


6: log3 -gV = — 3 
8= logs Trhr = ~ 4 
10 : logic 8 = -f 
12: logcs 16 = -f 
14: logsm i = f 
16: logi/64 "i" = ^ 

18: log a i/3 a 2 = 6 
20 : logo* a 6 = -§ 

, expresense en forma logaritmica las pro- 


21: 7 2 = 49 
24: 5 3 = 125 
27: 27 2 / 3 = 9 
30: 3-2 = i 
33: (aV) _2/3 = 9 
36: (eV )" 5 ' 6 = 32 


22: 3 4 = 81 
25: 25 1 / 2 = 5 
28: 323/s = g 
31: (£)-v» = 2 
34: ( x %)-i/2 = | 


23: 2 5 = 32 
26: I 6 1 / 4 = 2 
29: 2 - 4 = T V 
32: (^r )- 1/2 = 5 
35: (if)- 3 /* = 


Encuentrense los valores de los logaritmos de los problemas 37 a 56. 
37: logs 64 38: logs 25 39: log 4 16 

40: logio 100 41: log 2 64 42: log 4 64 

43: logs 625 44: logio 10,000 45: log 22 s 15 

46: logm 11 47: logi 44 12 48: log 62 s 25 

49: logs 43 7 50: log 243 3 51: logi 28 2 

52: logiooo 10 53: log^ 6 8 54: logs* 6 4 

55: 1 oghVs b 6 56: logss/e b 1 ' 2 


Encuentrense los valores de las literales indicadas en los problemas 57 a 72. 
57: logs n = 3 58: log 4 n = 4 59: log 2 n = 8 

60: log 3 n = 5 61: logs 49 = 2 62: logs 125 = 3 

63: logs 27 = 3 64: logs 1000 = 3 65: logs 9 = x 

66: logs 3 = x 67: logs 6 = ^ 68: logs 5 = -J- 

69: logs 4 = -f 70: logs 27 = f 71: logs 16 = f 

72: logs 125 = | 


14.2 LOGARITMOS COMUNES O DE BRIGGS 

Los ejemplos 1, 2, 3, 4 y 7 del parrafo anterior, ilustran situaciones en 
las cuales es posible determinar el logaritmo de un numero a simple 
vista. En general, esto no es posible. Por ejemplo, no se puede determinar 
por metodos elementales el valor de L en la expresion logio 32.71 = L. 
Sin embargo, puesto que 10 < 32.71. < 10 2 , se sabe entonces que el 
valor de L esta entre 1 y 2 . Existen tablas en las cuales se puede encon- 
trar el logaritmo de base diez de cualquier numero. Reciprocamente, estas 
tablas se pueden usar para encontrar un numero cuando se conoce su 
logaritmo de base diez. El metodo para usar dichas tablas se expondra en 
los tres parrafos siguientes. 

Si la base es 10 , el logaritmo de un numero se llama logaritmo comun 
o de Briggs. A1 trabajar con este tipo de logaritmos se acostumbra omi- 
tir el simbolo de la base. Por tanto, en la proposicion log N = L se 
sobrentiende que la base es 10 . 
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14.3 


CARACTERISTICA Y MANTISA 


caracteristica 

mantisa 


Como se indico en el parrafo anterior, el log. 32.71 esta entre 1 y 2. En 
realidad este logaritmo es irracional y no puede expresarse exactamente 
en forma decimal, pero con aproximacion de cuatro cifras decimales es 
1.5146. De esta manera, log 32.71 = 1.5146, y, por tanto, de acuerdo 
con (14.2), 32.71 = 10 1 - 5146 . Evidentemente, 


3271 = 32.71 (10) 2 = (10 1 5146 )(10 2 ) = 10 1 - 6146 + 2 = 10 3 * 5146 
Por tanto, log 3271 = 3.5146. Analogamente, 


3.271 = 


32.71 10 1 - 5146 


10 


10 


= 1Q1 -8146-1 = 1Q0. 


5146 


y 

.03271 


32.71 _ 10 1 - 5146 

10 3 _ 10 3 


Por tanto 

log 3.271 = 0.5146 


1Q1.5146—3 = IQ 24 .5146 


y 

log .03271 = -2 + .5146 

La razon para emplear esta notacion en vez del numero equivalente ne¬ 
gative — 1.4853. se explicara mas adelante. 

Los ejemplos anteriores ilustran la definicion siguiente: 

El logaritmo comun de un numero se puede expresar aproximada- 
mente como la suma de Un entero, positivo, cero o negativo, mas una 
fraccion decimal positiva. Cuando el logaritmo se escribe en esta forma, 
el entero se llama caracteristica y la fraccion positiva mantisa. 

La mantisa de un logaritmo se obtiene de una tabla de acuerdo con el 
metodo que se explicara en el Pr. (14.5). 

Si la caracteristica de un logaritmo es positiva, entonces la carac¬ 
teristica y la mantisa se escriben como un solo numero, por ejemplo, en 
el caso de log 32.71 = 1.5146. Sin embargo, cuando la caracteristica 
es negativa, como en el caso de log 0.03271 = —2 + 0.5146, la carac¬ 
teristica y la mantisa no se pueden expresar como un solo numero, ya 
que el primero es negativo y mayor que el segundo, que es positivo. En 
virtud de que es conveniente conservar positiva la parte fraccionaria del 
logaritmo, se acostumbra escribir el logaritmo anterior —2 + 0.5146 
como 8.5146 — 10.* En general, si la caracteristica de un logaritmo es 
— c, se acostumbra expresar —c en la forma n — 10 y luego escribir 
la mantisa precedida de un punto decimal a la derecha de n. 

* Un logaritmo del tipo —2 + 0.5146 se escribe algunas veces como 2.5146. 
Sin embargo, en este libro no se usara esa notacion. 
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Cuando se corre el punto decimal de un numero a la derecha o a la 
izquierda, el numero queda multiplicado por una potencia entera de 
diez, positiva o negativa. De ese modo, el logaritmo del numero crece o 
decrece en un entero y la operacion afecta solo a la caracteristica. Asi. 
la caracteristica del logaritmo de un numero depende solo de la posicion 
del punto decimal, en tanto que la mantisa depende de los digitos del 
numero y de la ordenacion que tengan en este. 

El punto decimal de un numero que esta entre uno y diez queda a la 
derecha del primer digito. Puesto que tal numero esta entre 10° y 10 1 , la 
caracteristica de su logaritmo comun es cero. Si el punto decimal se des- 
plaza n cifras a la derecha, el numero se multiplica por 10 n , y entonces 
la caracteristica de su logaritmo es 0 + n. De manera analoga, si el 
punto decimal se desplaza n lugares a la izquierda, la caracteristica del 
logaritmo es 


0 — n = — n. 


posicion de De ese m °do, se definira la posicion de referenda con relacion al 
referenda punto decimal de un numero, como la posicion que ocupe el punto in- 
mediatamente a la derecha del primer digito diferente de cero que apa- 
rezca en el numero. Por ejemplo, la posicion de referencia en 6234 esta 
entre 6 y 2 y la posicion de referencia en 0.003621 esta entre 3 y 6. Em- 
pleando esta terminologia se puede dar la siguiente regia para determi- 
nar la caractristica del logaritmo comun de cualquier numero. 


regia para 
obtener la 
caracteristica 


La caracteristica del logaritmo comun de un numero es numericamente 
igual al numero de digitos que hay entre la posicion de referencia y el 
punto decimal. Esta es positiva o negativa, segun sea que el punto deci¬ 
mal este a la derecha o a la izquierda de la posicion de referencia. Los 
ejemplos siguientes ilustran este metodo. 


1. La posicion de referencia en 236.78 esta entre 2 y 3. Por tanto hay 
dos digitos, 3 y 6, entre la posicion de referencia y el punto decimal. 
Ademas, el punto decimal esta a la derecha de la posicion de referencia. 
Por tanto, la caracteristica del logaritmo de 236.78. es 2. 

2. La caracteristica del logaritmo de 3.124 es cero, puesto que el punto 
decimal esta en la posicion de referencia. 

3. El punto decimal en el numero 0.003271 esta tres lugares a la iz¬ 
quierda de la posicion de referencia. Por tanto, la caracteristica del lo¬ 
garitmo de 0.003271 es —3. Como se ha indicado con anterioridad, esta 
caracteristica se acostumbra escribir como 7 — 10. 


14.4 REDONDEAR UN NUMERO 

Las tablas que se dan en este libro permiten calcular la mantisa de un lo¬ 
garitmo solo son cuatro cifras. Empleando dichas tablas se pueden obte- 
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ner, pues, resultados que son correctos unicamente con cuatro cifras.* 
De aqui que sea frecuente recurrir a la practica de redondear un numero, 
o con mayor precision, de redondear un numero hasta n cifras. Tal prac¬ 
tica consiste de los pasos siguientes: 

redondear un 1. Se reemplazan por cero todos los digitos que esten despues del 
numero enesimo. Cuando el numero es una fraccion decimal, no se toman en 

cuenta los ceros entre el punto decimal y el primer digito diferente de 
cero. 

2. Se considera la fraccion decimal formada colocando un punto 
decimal antes del numero formado con los digitos que se reemplazaron. 
Si este numero es mayor que 0.5, el enesimo digito se incrementa en uno. 
Si la fraccion es menor que 0.5, el enesimo digito permanece invariable. 

Los ejemplos siguientes ilustran el modo de emplear los pasos anterio- 
res. 

1. 63276 redondeado a tres cifras es 63 300, puesto que 0.76 > 0.5. 

2. 8142183 redondeado a cuatro cifras es 8 142 000, puesto que 
0.183 < 0.5. 

3. 10.365 redondeado a cuatro cifras es 10.37. 

4. 0.006258461 redondeado a dos cifras es 0.0063, puesto que 0.58461 
> 0.5. 

14.5 USO DE LA TABLA PARA OBTENER LA MANTISA 

En este parrafo se explicara el metodo para encontrar la mantisa de un 
logaritmo usando la Tabla I del Apendice. Primero se discutiran nume- 
ros de solo tres digitos, como por ejemplo, 3.27.* Como se indico en el 
parrafo anterior, la mantisa del logaritmo de un numero es independiente 
de la posicion del punto decimal en el numero. Por tanto, por el momento 
se prescindira del punto decimal. En la Tabla I del Apendice se buscan 
los dos primeros digitos, 32, del numero 327, en la columna encabezada 
por la letra N y que esta al lado izquierdo de la pagina. Luego, en linea 
horizontal de izquierda a derecha se va hasta la columna encabezada por 
7, el tercer digito, y ahi se encuentra 5145. Excepto en lo que respecta 
al punto decimal, esta es la mantisa.** Considerando que en 3.27 la posi¬ 
cion de referencia es la misma que la del punto decimal, la caracteristica 
del logaritmo es cero y por tanto, log 3.27 — 0.5145. 

Como segundo ejemplo se considerara 0.00634. De nuevo se prescinde 

* Se publican tablas de logaritmos con mantisas de mas de cuatro cifras; pero 
debido a que no es posihle que la exactitud de los resultados sea mayor que el 
numero de cifras que da la tabla, no hay interes en conservar mas digitos en el 
numero (es decir, aumentar su exactitud) que los que tienen los numeros de la 
tabla. 

* En este parrafo, al contar el numero de digitos en una fraccion decimal, se 
parte del primer digito diferente de cero. 

** En las tablas de mantisas no se imprimen los puntos decimales. Por tanto, 
cuando se obtiene una mantisa de la tabla es necesario precederla de cero, punto. 
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interpolacio n 
lineal 

EJEMPLO 1 


EJEMPLO 2 


por el momento del punto decimal y se busca 63 en la column a encabe- 
zada por N. En linea con este numero, y en el cruce con la columna en- 
cabezada por 4, se encuentra 8021. De acuerdo con la regia del Pr. 118, 
la caracteristica del logaritmo 0.00634 es —3 y debe escribirse 7 — 10. 
Por tanto, log 0.00634 = 7.8021 — 10. 

Si un numero esta formado por menos de tres digitos, se puede men- 
talmente agregarle uno o dos ceros a la derecha y proceder como en los 
ejemplos anteriores. Por ejemplo, para obtener la mantisa del logaritmo 
72 se busca la de 720, y para obtener la mantisa de 3, se busca la de 300. 

Si en un numero todos los digitos despues del tercero son ceros, se 
descartan estos al obtener la mantisa. 

En lo que sigue sera necesario usar frecuentemente la expresion la 
mantisa del logaritmo de TV. Para simplificar se usara la expresion abre- 
viada ml TV. 

Si un numero esta formado por cuatro digitos, la mantisa se obtiene 
mediante el metodo conocido como interpolacion lineal. Este metodo se 
explicara y se ilustrara mediante los dos ejemplos que siguen. 

Encontrar ml 412.8. 

Solution. Ya que el numero solo tiene cuatro digitos se usara el metodo de in¬ 
terpolacion para encontrar ml 412,8. Puesto que 412.8 esta entre 412 y 413, ml 
412.8 esta entre ml 412 y ml 413. Ademas, 413 difiere en 1 de 412 y 412.8 difiere 
en 0.8 de 412. Por tanto, 412.8 difiere de 412 en 0.8 de la diferencia entre 413 y 
412. Se supondra ahora que ml 412.8 difiere de ml 412 en 0.8 de la diferencia 
entre ml 413 y ml 412. En la tabla se encuentra que ml 413 = 0.6160 y que ml 
412 = 0.6149. 

Por tanto, puesto que 0.660 — 0.6149 = 0.0011, entonces ml 412.8 difiere de ml 
412 en 

.8 X 0.0011 = 0.00088 = 0.0009 redondeando una cifra. 

En consecuencia ml 412.8 = 0.6149 + 0.0009 = 0.6158. 

El procedimiento anterior se puede resumir en la forma siguiente, en la cual se 
pueden efectuar los calculos facilmente. 


K 


ml 413 
ml 412.8 
ml 412 
8 X .0011 
ml 412.8 


= .6160 
= 1.0011 
= .6149 
= .00088 = .0009 
= .6149 + .0009 = 


redondeando 

.6158 


Por tanto, puesto que el punto decimal en 412.8 esta 
posicion de referenda, se tiene log 412.8 2.6158. 


a una cifra 

dos cifras a la derecha de la 


Encontrar ml 0.006324. 

Solution. Puesto que la posicion del punto decimal no influye en el valor de la de¬ 
recha de la posicion de referencia, se tiene 

ml 0,006324 = ml 632.4 

Con ello el procedimiento para obtener la mantisa es el mismo que el empleado 
en el ejemplo 1. S«e observa que 632.4 esta entre 633 y 632 y se tiene 
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ml 633 = .8014 

1 Tml 632.4 = .0007 

_ [ml 632 = .8007_ 

.4 X .0007 = .00028 = .0003 redondeando a una cifra. 

En consecuencia, 

ml 632.4 = .8007 + .0003 = .8010 

Puesto que en 0.006324 el punto decimal esta tres cifras a la izquierda de la po- 
sicion de referenda, se obtiene log 0.006324 = 7.8010 — 10. 

El procedimiento de interpolacion consta de operaciones tan simples 
que despues de cierta practica se pueden efectuar mentalmente con el 
consiguiente ahorro de tiempo. Se sugieren los siguientes pasos para tra- 
bajar mas rapidamente. 

pasos en la 1. Se situa momentaneamente el punto decimal entre la tercera v la 
interpolacion cuarta cifras. 

2. Se sustraen las mantisas de los logaritmos de los numeros entre los 
cuales esta comprendido el numero anterior. 

3. Se multiplica esta diferencia por el cuarto digito del numero dado, 
pero precedido de un punto decimal. 

4. Se suman el producto anterior con la menor de las mantisas del 
paso 2. 

Si un numero tiene mas de cuatro digitos se redondea a cuatro cifras, 
como antes se ha explicado. Por ejemplo, redondear ml 17.6352; obte- 
nemos 17.64* 


EJERCICIO 64: LOGARITMOS DE NUMEROS 

Determinense las earacteristicas de los logaritmos comimes de los numeros de los 
problemas 1 a 16. 


1 

47 

2: 

2.9 

3 

27.6 

4: 

3.98 

5 

986.3 

6: 

67.49 

7 

7.321 

8: 

1066 

9 

219.57 

10: 

.596 

11 

.089 

12: 

.634 

13 

.0715 

14: 

.0039 

15 

.00016 

16: 

65,000 

Encuentrense los 

logaritmos comunes 

de los 

problemas 

siguientes: 


17 

36.1 

18: 

3.14 

19 

6.23 

20: 

351 

21 

.789 

22: 

.026 

23 

4.18 

24: 

.983 

25 

.003 

26: 

.611 

27 

.059 

28: 

.0075 

29 

.049 

30: 

30.5 

31 

5.07 

32: 

.0602 

33 

1280 

34: 

69,700 

35 

31,000 

36: 

905,000 

37 

21,000,000 

38: 

618,000 

39 

40,900 

40: 

66,000 

41 

6706 

42: 

19.23 

43 

3.202 

44: 

798.8 

45 

.1211 

46: 

.07646 

47 

299.9 

48: 

.06344 

49 

.009218 

50: 

.0004975 

51 

79,360 

52: 

81.92 

53 

.04071 

54: 

559.6 

55 

6.117 

56: 

.003143 

57 

24.613 

58: 

391.107 

59 

10.188 

60: 

711.436 


* Vease la nota de la pagina 271 
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14.6 USO DE LAS TABLAS PARA ENCONTRAR N CUANDO SE CONOCE LOG N 


EJEMPLO T 


EJEMPLO 


El problema reciproco al manejar las tablas es el procedimiento para 
encontrar un numero euando se conoee su logaritmo. Se ilustrara este 
procedimiento con varios ejemplos y en el curso de los mismos se ex- 
plicara cada paso. 

Encontrar TV si log TV = 1.6191. 

Solution. El primer paso es encontrar la mantisa 0.6191 en las tablas. Para ello se 
busca el numero en las tablas empezando por localizar 61 y siguiendo luego 
hasta encontrar 6191. S*e observa que esta en la linea 41 (de la columna TV) y en 
la columna 6. A si, TV esta formado por los digitos 416 y se requiere ahora colocar 
el punto decimal. Puesto que la caracteristica de log TV es 1, el punto decimal 
debe estar una cifra a la derecha de la posicion de referenda esto es, entre 1 y 6; 
por tanto el numero es TV = 41.6. 

Si ml N no esta en las tablas se le puede encontrar por interpolacion. 
Sin embargo, mediante el uso de una tabla de cuatro cifras no se pueden 
obtener con exactitud mas que los cuatro primeros digitos del numero TV. 
Se demostrara en la discusion siguiente que de la tabla se obtienen los 
tres primeros digitos y que el cuarto se obtiene por interpolacion. Si la 
caracteristica de log TV. indica que TV contiene mas de cuatro digitos, 
entonces se agregan ceros despues del cuarto. 

Encontrar TV si log TV = 5.4978. 

Solution. Para obtener TV, sabiendo que log TV = 5.4978 se representara por T el 
numero formado por los primeros cuatro digitos de TV y se determinara T . Por ul¬ 
timo, se considera la colocacion del punto decimal de acuerdo con la caracteristi¬ 
ca y se obtendra asi TV. La mantisa 0.4978 no aparece enlistada en la tabla, pero 
las dos mas proximas a ella son 0.4969 y 0.4983. Estas dos mantisas son ml 3140 
y ml 3150, respectivamente. (En cada caso se ha agregado un cero para obtener 
cuatro cifras al emplear la interpolacion). Luego, puesto que 4983 — 4969 14, y 

4978 — 4969 = 9, se concluye que 4978 es JL de la diferencia de 4969 a 4983. Por 

tanto, T es aproximadamente, JL de la diferencia de 3140 a 3150. 

En consecuencia, 

JL X 10 == JL = 6.4 — 6 a un digito debido a que el limite de exactitud es 

14 14 el cuarto lugar. 

y 3140 + 6 = 3146. Por tanto, T = 3146. Puesto que la caracteristica de log TV 
es 5, el punto decimal en TV esta 5 cifras a la derecha de la posicion de referencia. 
Por tanto, TV == 314 600. 

Los pasos del procedimiento anterior se muestran en la forma abreviada siguiente. 


14 


log iV = 

4983 = 

f 4978 = 

^ I a r\ r>r\ 


L"L4969 
A X 10 
3140 + 6 


5.4978 
ml 3150 
ml T 
ml 3140 
6.4 = 6 
3146 = T 


10 


redondeando a una cifra 


En consecuencia, 
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N = 314600 


ya que la caracteristica de log N es 5. 

EJEMPLO 3 Encontrar N, si log N = 8.6736 — 10 

Solution. Se determinara N si log N — 8.6736 — 10. Se usara nuevamente T para 
representar el numero formado por los primeros cuatro digitos de N. Las dos can- 
tidades en la tabla mas proxima a 6736 son 6730 = ml 4710 y 6739 — ml 4720. 
Empleando estas en el procedimiento de interpolacion se tiene 

6739 = ml 4720“ 

9 _|~6736 = ml T 10 
_ |_6730 = ml 4710_ 

| X 10 = 6.6 = 7 redondeando a una cifra 
Por tanto, 

4710 + 7 = 4717 = T 
entonces 

N = .04717 

ya que la caracteristica de log N es 8 — 10 = — 2. 


EJERCICIO 65: OBTENCION DE NUMEROS A PARTIR DE SUS 
LOGARITMOS 

Encuentrense el valor de N si log N esta dado segun los problemas 1 a 16. 

1: 2.7505 2: 3.9042 3: 9.3541 - 10 

4: 1.9375 5: 5.4133 6: 8.6085 - 10 

7: 2.3962 8: 9.9974 - 10 9: 0.8035 

10: 2.5623 11: 5.9299 - 10 12: 4.6776 

13: 6.6609 — 10 14: 2.9058 15: 3.4440 

16: 0.8482 

Si los datos de los problemas 17 a 32 son valores de log N, encuentrense los valo- 
res de N con tres cifras, usando la mantisa mas proxima que aparezca en la tabla. 

17: 2.8776 18: 1.4863 19: 3.9048 

20: 0.6511 21: 1.3950 22: 2.8499 

23: 8.2519 - 10 24: 9.6218 - 10 25: 7.4293 - 10 

26: 9.5021 — 10 27: 8.8081 - 10 28: 6.6163 - 10 

29: 0.1728 30: 2.5881 31: 8.7057 - 10 

32: 9.8347 - 10 

Encuentrese el valor de N con cuatro digitos, mediante el proceso de interpolacion, 
para los valores de log N dados en los problemas 33 a 48. 


33: 2.1923 
36: 0.3251 
39: 0.7221 
42: 6.4215 - 10 
45: 8.9676 - 10 
48: 2.5643 


34: 1.6175 
37: 9.7191 - 10 
40: 2.8193 
43: 2.0134 
46: 2.7646 


35: 3.9017 
38: 8.6014 - 10 
41: 1.2011 
44: 7.5013 - 10 
47: 7.1237 
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14.7 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 


logaritmo de 
un producto 

EJEMPLO 1 


En este parrafo se emplearan las leyes de los exponentes (vease capitulo 
7) y la definicion de logaritmo, para derivar tres importantes propieda- 
des de los logaritmos. En el parrafo siguiente se mostrara como usar 
esas propiedades en operaciones numericas. 

Se mostrara primero como encontrar el logaritmo del producto de 


dos numeros en 

funcion de los logaritmos de los numeros. 

Si se da 

logb M — m 

y logb N = n 

(14.3) 

entonces, segun 

(14.2) se tiene 


M = b m y 

II 

O' 4 

3 

(14.4) 

Por tanto, 




MN = (6»)(6») 

= b m+n segun (7.2) 


y 

logt MN = m n segun (14.2) 

= logs M + log 6 N segun (14.3) 

En consecuencia, se tiene: 

1. El logaritmo del producto de dos numeros es igual a la suma de 
los logaritmos de los numeros. 

Calcular el logaritmo del producto de 3 por 4 
Solucion. 

log (3X4)= log 3 + log 4 
= .4771 + .6021 
= 1.0792 

La propiedad 1 puede hacerse extensiva a tres o mas numeros de 
acuerdo con el siguiente procedimiento: 

log 6 MNP - logi (MN)(P) 

- log 6 M + log 6 N + logt P 

De nuevo, usando la relacion (14.4) de este parrafo, 

M _b m 
N~b^ 

= b m ~ n segun (7.5) 

Por tanto, 

M 

log 6 — = m — v. segun (14.2) 

= logs M — log 6 N segun (14.3) 
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logaritmo de 
la cociente 

EJEMPLO 2 


logaritmo de 
una potencia 

EJEMPLO 3 


EJEMPLO 4 


Por tanto, se tiene: 

2. El logaritmo del cociente de dos numeros es igual al logaritmo 
del dividendo menos el logaritmo del divisor. 

Calciilar el logaritmo de 3 -f- 2. 

Solution. 

log (3 h- 2) = log § 

= log 3 — log 2 
= .4771 - .3010 
= .1761 

Por ultimo, si los dos miembros de M = b m se elevan a la potencia k, 
se tiene 

M k = ( b m ) k 

— b km segun (7.4) 

De ese modo, se tiene: 

log, M k = km segun (14.2) 

= k log, M segun (14.3) 

3. El logaritmo de la potencia de un numero es igual al producto del 
exponente de la potencia por el logaritmo del numero. 

Calcular el logaritmo del cuadrado de 3. 

Solution. 

log 3 2 = 2 log 3 
= 2 (.4771) 

= .9542 

nota. Puesto que la raiz de un numero se puede expresar como una 
potencia fraccionaria, la propiedad 3 se puede usar para encontrar el 
logaritmo de una raiz. De este modo 

log, -\/M = log, ( M) 1,r = — log& M 

r 

Calcular el logaritmo de la raiz cubica de 2. 

Solution. 

log s/2 = log 2 1/3 
= i log 2 
= ^(.3010) 

= .1003 

Para conveniencia del lector, se escribiran nuevamente en forma sim- 
bolica, las propiedades anteriores. 

y log 6 MN = logb M + logt N 
y log& ^ = log, M - log, N 


propiedad 1 (14-5) 

propiedad 2 (14-6) 
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^ log & M k = k log* M 


propiedad 3 


(14.7) 


14.8 OPERACIONES NUMERICAS CON LOGARITMOS 

Como se indico anteriormente, una de las aplicaciones mas utiles de los 
logaritmos se halla en el campo de las operaciones numericas. A con- 
tinuacion se expondran los metodos necesarios a traves de varios ejem- 
plos. Sin embargo, antes de considerar problemas particulares debe 
recordarse que los resultados obtenidos mediante el uso de tablas de 
cuatro cifras son correctas cuando mas con aproximacion de cuatro 
cifras. Si los numeros en un problema de computacion contienen unica- 
mente tres cifras, el resultado es seguro solo a tres cifras. Si un problema 
contiene una mezcla de numeros de tres y de cuatro cifras, no se puede 
esperar que mas de tres cifras del resultado esten correctas y as! se 
redondeara a tres cifras. Por tanto, en los problemas que siguen no se 
obtendran respuestas de mas de cuatro cifras diferentes de cero y en 
algunos casos ni eso.* Existen tablas de las cuales se pueden obtener 
logaritmos de cinco, seis, siete y mas cifras. Si se desean resultados co- 
rrectos con mas de cuatro cifras se deben usar tablas como las citadas. 
Los metodos hasta ahora presentados se pueden aplicar a cualquier tabla. 

Se presentaran ahora varios ejemplos con las explicaciones necesarias 
para ilustrar los metodos para obtener, mediante el uso de logaritmos: 
(1), productos y cocientes; (2), potencias y raices; (3), miscelanea de 
problemas de operaciones numericas. 

En los problemas de operaciones numericas se usaran las propiedades 
de los logaritmos dadas en el Pr. 14.7 para encontrar el logaritmo del 
resultado. Despues, el valor del resultado se puede obtener de las tablas. 
Productos y cocientes . 

EJEMPLO 1 Encontrar mediante el uso de logaritmos el valor de R si R — (8.56) (3.47) (198), 

Solucion: Puesto que R es igual al producto de tres numeros, por (14.5), el log R 
es igual a la suma de los logaritmos de los tres factores. Por tanto, se obtendra 
el logaritmo de cada uno de los factores y se efectuara la suma de ellos obtenien- 
dose log R . Luego, se puede usar la tabla para obtener R. Antes de ir a la tabla 
es conveniente bacer un esquema con espacios en bianco en donde colocar los lo¬ 
garitmos que se vayan encontrando. Es igualmente adecuado ordenar el esquema 
de tal modo que los logaritmos por sumar queden en columna. Se sugiere el si- 
guiente 

log 8.56 = 
log 3.47 = 
log 198 = 

log R = poner suma aqui 
R = 

* Las consideraciones anteriores se basan en la teoria de las cifras significativas. 
La discusion de esta teoria se encuentra en la mayor parte de las trigonometrias, 
por ejemplo, Sparks and Rees. “Plane Trigonometry” 3a. Ed., Prentice Hall. New 
York, 1952, p. 20. 
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Despues se colocan las caracteristicas en los espacios en bianco, y se tiene 

log 8.56 = 0. 
log 3.47 = 0. 
log 198 = 2. 
log R = 

R = 

Consultando las tablas se obtienen las mantisas que se van colocando en el lu- 
gar adecuado del esquema a medida que se vayan encontrando. Se efectua luego 
la suma, y por ultimo, se determina R de acuerdo con el metodo del Pr. 14.6. 
La solucion completa aparece entonces como sigue 

log 8.56 = 0.9325 
log 3.47 = 0.5403 
log 198 = 2.2967 
log R = 3.7695 
R = 5880 

nota: Cada uno de los numeros del problema contiene solo tres digitos. Por 
tanto, se pueden determinar solamente tres digitos de R . Puesto que la mantisa 
7695 esta entre las mantisas 7694 y 7701, y mas cerca de la primera que de la 
ultima,* los tres primeros digitos de R son 588, es decir, el numero que corres- 
ponde a la mantisa 0.7694. La caracteristica de log R es 3. Por tanto, el punto 
decimal esta tres cifras a la derec.ha de la posicion de referenda. En consecuen- 
cia, se agrega un cero y se pone el punto decimal. 

El esquema de la solucion se ba escrito tres veces con objeto de mostrar como 
aparece al terminar cada paso. En la practica solo es necesario escribir el esque¬ 
ma una vez, puesto que cada operacion se satisface llenando diferentes espacios 
en bianco. 

EJEMPLO 2 Emplear los logaritmos para determinar el cociente 

(337) (2.68) 

R = -. 

(521) (0.763) 

Solucion: En este problema, R es un cociente en el cual tanto el dividendo como 
el divisor son el producto de dos numeros. Por tanto, se sumaran los logaritmos 
de los dos numeros del dividendo y se sumaran tambien los de los dos numeros del 
divisor, luego se sustraera la segunda suma de la primera, obteniendose asi log R. 
Se sugiere el siguiente esquema para la solucion 

log 337 = 

log 2.68 = 

log dividend = suma 

log 521 = 

log .763 = 

log divisor = suma 

log R = diferencia de_las dos sumas 

R = 

Despues de colocar las caracteristicas y de haher colocado adecuadamente las 
mantisas halladas en la tabla, el problema se completa como sigue. 

* Esto es, el cuarto digito es menor que 5 y, por esta razon se desearta. 
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log 337 = 2.5276 
log 2.68 = 0.4281 


log dividend = 2.9557 

log 521 = 2.7168 

log .763 = 9.8825 - 10 

log divisor = 12.5993 — 10 

log R = 0.3564 

R - 2.27 

nota: El logaritmo del divisor se ha escrito como 12.5993 — 10. Por tanto, la 
caracteristica es 2. Por consiguiente, se pueden cancelar 10 y el primer digito de 
12 antes de terminar la solucion. 

2.68 

EJEMPLO 3 Emplear logaritmos para evaluar R = - 

33.2 


Solucion. 

log 2.68 = 0.4281 
log 33.2 = 1,5211 
log R = 

en donde log'/? se obtiene sustrayendo el segundo logaritmo del primero. A1 efec- 
tuar la sustraccion, se tiene, log R — — 1.0930. Este valor es correcto para log R, 
pero puesto que la parte fraecionaria 0930 es negativa, no es mantisa, y el valor de 
R no se puede encontrar en la tabla. Se evita esta dificultad sumando 10 — 10 a 
log 2.68 antes de efectuar la sustraccion. De este modo se tiene 

log 2.68 = 10.4281 - 10 
log 33.2 = 1.5211 

log R = 8.9070 - 10 

R = .0807 

El recurso mostrado en el ejemplo 3 se usa cuando la sustraccion de un 
logaritmo de otro conduce a un resultado negativo. Asi, para sustraer 
9.2368 — 10 de 2.6841, se suma 10 — 10 al segundo y se tiene 

12.6841 - 10 
9.2368 - 10 
3.4473 

Analogamente, al efectuar la sustraccion (7.3264 — 10) — (9.4631 
- 10), se puede obtener tambien un numero negativo, —2.1367. Por 
tanto, se suma 10 — 10 a 7.3264 — 10 y se procede a la sustraccion 
como se inctica. 

17.3264 - 20 
9.4631 - 10 
7.8633 - 10 

Potencias y raices. 

EJEMPLO 4 Obtener el valor de R = (3.74) 6 mediante el uso de logaritmos. 
Solucion: Se emplea la ecuacion (14.7) y se tiene 
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log R = log (3.74) 6 
= 5 (log 3.74) 

= 5(0.5729) 

= 2.8645 

R = 732 _de tabla I, Apendice 

Tambien se puede emplear la ecuacion (14.7) para obtener la raiz de un numero 
mediante el uso de logaritmos. El metodo se ilustra en el ejemplo siguiente 

EJEMPLO 5 Calcular de raiz cubica de 62.3 empleando logaritmos. 

Solution: Si R — y/ 62.3 se escribe el problema en forma exponencial y se tiene 

R = (62.3)i/3 

log R = ^ log 62.3 P or ec. (14.7) 

= (1.7945) 

= 0.5982 

R = 3.96 de tabla I, Apendice 

A1 aplicar la ecuacion (14.7) al problema de extraer raiz a una fraccion deci¬ 
mal, se emplea un recurso analogo al descrito en el ejemplo 3, con objeto de evitar 
cualquier situacion ambigua. 

EJEMPLO 6 Calcular la raiz sexta de 0.0628 usando logaritmos. 

Solution: Si R = \/.0628, se tiene 

log R = ^ log .0628 
8.7980 - 10 
“ 6 

Si se efectua la division indicada, se tiene 

log R = 1.4663 - 1.6667 
-.2004 


De esta manera se tiene un logaritmo negativo y no se puede determinar R en las 
tablas. Se evita esta situacion sumando 50 — 50 a log 0.0628, obteniendose log 
0.0628 = 58.7980 — 60. Se tiene 


log R = 


58.7980 - 60 


= 9.7997 - 10 


Puesto que el ultimo logaritmo esta en la forma acostumbrada, en las tablas se 
puede encontrar que R = .631 

Problemas varios. 

Muchos problemas de operaciones numericas requieren combinacio- 
nes de los procesos de multiplicaeion, division, exponenciacion y extrac- 
cion de raices. Se ilustrara mediante un ejemplo el procedimiento gene¬ 
ral para resolver tal tipo de problemas. 

EJEMPLO 7 Encontrar el valor de R empleando logaritmos 


R 




2.689(3.478) 


(52.18) 2 (51.67) 


Solution: 
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Puesto que todos los numeros del problema contienen cuatro digitos se debe en- 
contrar el valor de R con cuatro cifras. En consecuencia, se empleara la interpo- 
lacion para obtener las mantisas. Los pasos de la solucion se indican en el esquema 
siguiente: 


log V2.689 = i log 2.689 = £( ) = 

log 3.478 _= 

log dividend = 
log (52.18) 2 = 2 log 52.18 = 2( ) = 

log 51.67 _ = 

log divisor = 


log R = 
R = 


suma 


suma 

5 |_ 


diferencia 


Se colocan ahora las caracteristicas en los lugares apropiados, se buscan las 
mantisas en las tablas colocandolas en los espacios a la izquierda, y se completa 
la solucion. El esquema queda como sigue. 


log V2.689 = i log 2.689 = ^(0.4296) = 0.2148 
log 3.478 = 0.5413 


log dividend = 10.7561* — 10 
log (52.18) 2 = 2 log 52.08 = 2(1.7175) == 3.4350 

log 51.67 _ = 1.7132 

log divisor = 5.1482 


5 45.6079 - 50f 


log R = 9.1216 - 10 

R = .1323 


EJERCICIO 66: OPERACIONES NUMERICAS CON LOGARITMOS 


Empleando logaritmos efectuense las operaciones indicadas en los problemas 1 a 
48. En los problemas 1 a 32 obtenganse las respuestas eon tres cifras. En los otros 
obtenganse las respuestas con cuatro cifras. 


1: 

(29.1) (3.06) (.143) 

3: 

(9.98) (.426) (.715) 

5: 

(.693) (.0451) (.00917) 

7: 

(.00991) (.491) (.829) 

9: 

(69.3)(1.15) 


10.1 

11: 

(701)(.223) 

8.05 

13: 

15.3 

(5.14) (.761) 

15: 

80.5 

(392)(.616) 

17: 

-v/496 

19: 

^.801 


2: 

(5.11) (.603) (1.79) 

4: 

(88.3) (.113) (10.7) 

6: 

(.0935) (.614) (1.12) 

8: 

(.0113) (.0217) (.901) 

10: 

(5.18)(6.65) 

.992 

12: 

(6.11)(.0352) 

88.1 

14: 

.665 

(20.9)(3.11) 

16: 

1.01 

(49.5)(3.18) 

18: 

V6E5 

20: 

■\/ (3.03) 2 


* Notese que al sumar aqui 10 —10 se puede sustraer 5.1482. 
f Se suma aqui 40 — 40 para poder dividir entre 5. 
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21. J (1.46)(26.8) 
' v (2.01)(3.15) 

oo. »/ (77.6) (66.5) 

' V (44.3) (33.2) 

25: V'6TT6v / M^' 

27: 

29: 

-V^401 


31 . (215) 2/3 

(16.2) V4TT 
33: (10.66) 6 
35: 


37: 


1.906 


39: 


V375J3 

^ 64^1 


41 . (21.71) (28.65) 
‘ (396.4)(1.401) 

43 . (11.41)(2,864) 

' (396.5) (22.88) 


45: 

47: 


V 

4 


(673.3)(2.151) 
(64.44) 2 
(.03154) 2 


V / 2675(10.11) 


2 j~ (56.9)(.917)~ | 2 

' L (3.98) (2.64) J 

/ R7Tl)(.695) -[ 
\1(93.4) (8.15) J 

26: 

28: ^^l5VJl2 


30: 

32: 

34: 

36: 

38: 


y^l.7 

V3^2 

457 


A/228V16.5 


V / Tl495 


\/ (71.43) 2 


V62il 

10.14 


40: 

42: 

44: 

46: 

48: 


(681.4) 2/3 
(469.1) 3 ' 4 


(791.5) (9.653) 
(6.171)(32.41) 
(46.91)(3.905) 
(571.8) (.6606) 

r (.6717)(81.41) ~|» 
L \/90l5 J 
^/G3151)v®3 

^(6356)(1.753) 3 


Mediante el uso de los teoremas estudiados expresense las funciones de los pro- 
blemas 49 a 56 como suma o diferencia de logaritmos de primeras potencias de 
eantidades. 


49: 


y = log 


cx 

x — 3 


50: 


y = log 


CX 3 

X + 1 


51: y = log cx*^/x + 3 


53: 

55: 


z = log 


c(x + t/) 3 
V x — y 


z = log 


CV^ 
x(x — y ) 3 


52: 

54: 


z = log 


Vs + y 
(x — 2 y) c 


z = log 


cx 2 y 3 
(x + y) 2 


56: 


z = log 


y^c 

x 2 \/y — 3x 


Mediante el uso de los teoremas estudiados expresense las funciones de los proble- 
mas siguientes como logaritmos de productos, cocientes o potencias. 

57: log c + log x 

58: log c + 2 log x — log (x — 1) 

59: log c — log x + 3 log (x + 1) 

60: 2 log c — 3 log x 

61: i log (x — y) — i log c 

62: 2 log e — \ log (x — 2 y) 

63: 2 log x — 3 log c + log (2x + y ) 

64: 3 log y + t log (x — c) — ^ log (x + y — c) 
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14.9 


LOGARITMOS DE BASES DIFERENTES DE 10. 


logaritmos 
de cualquier 
base. 


relacion entre 
logaritmos 
de bases 
distintas 


Como se indico en el primer parrafo de este eapitulo, se puede usar eual- 
quier numero real como base de un sistema de logaritmos. Sin embargo, 
solo dos son de uso comun: el sistema de Briggs y el sistema natural o 
de Napier. El primero es el sistema mas adecuado para operaciones nu- 
mericas, en tanto que el segundo es mas importante en temas mas avan- 
zados de matematicas y en las aplicaciones de estos. Las tablas de loga¬ 
ritmos neperianos se pueden encontrar en la mayor parte de los manuales 
tecnicos, asi como en los manuales de tablas matematicas. Sin embargo, 
el logaritmo de cualquier base de un numero se puede expresar en ter- 
minos del logaritmo de otra base del numero. En particular, el logaritmo 
de cualquier base de un numero se puede obtener usando una tabla de 
logaritmos comunes y el proposito de este parrafo es explicar el proce- 
dimiento para hacerlo. 

Si a y b son dos bases cualesquiera , entonces 


y loga N 


logft N 
log6 a 


(14.8) 


sea 

N = a v 


entonces 


log a N = log 0 ay 

= y por ecuacion (14.2) 

Ademas, 


logi, N = logf, ay 
- y logs a 
= loga N logft a 


segun la ecuacion (14.7) 
puesto que y — log a N. 


Luego, resolviendo esta ecuacion para log a N , se tiene 


loga N = 


logft N_ 
logi a 


Como corolario de Io anterior tendremos 
La relacion entre log i 0 N y log e N, esta dada por 

y log, IV = (14.9) 

r logio e 

Si en (14.8) se hace a — e y b = 10, se tiene la ecuacion expuesta 
en el corolario. 

Puesto que logi 0 e — 0.4343 y ademas 1/0.4343 = 2.3025, se puede 
expresar (14.9) en la forma 

y loge N = 2.3026 logio N 
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JEMPLO Encontrar el valor de log 7 236 empleando (14.8). 
Solution: Sustituyendo en (14.8), se tiene 


log? 286 = 


log 10 236 
logio 7 
2.3729 
.8451 


2.808 


EJERCICIO 67: LOGARITMOS DE BASES DIFERENTES DE 10 

Mediante el uso de una tabla de logaritmos comunes encuentrense con tres cifras 


los valores pedidos 

en los problemas siguientes 


1: log e 23.4 

2: 

loge 5.18 

3: log«. 9.04 

4: 

log e 492 

5: log 3 13.1 

6: 

log 3 7.03 

7: log 3 8.63 

8: 

log 3 44.2 

9: log 2 1.12 

10: 

log 2 91.6 

11: log 4 616 

12: 

log 4 392 

13: logs 542 

14: 

logg 1.02 

15: logi2 352 

16: 

logi 2 613 

17: logi 2 1492 

18: 

log 4 1923 

19: log 4 2959 

20: 

logi 2 1894 

21: log e 2 1865 

22: 

log 1806 

23: log 1545 

24: 

log 1955 


14.10 ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 

Una ecuacion exponential es una ecuacion en la cual la variable con- 
curre como exponente o como termino de un exponente. Una ecuacion 
logaritmica es una ecuacion que comprende el logaritmo de una funcion 
de la variable. 

En los ejemplos siguientes (1) y (2) son ecuaciones exponenciales, 
y (3) es ecuacion logaritmica. 


3* = 7 (1) 

3*+i = 5®-2 (2) 

log x 4- log (x — 1) —2. (3) 

En general, las ecuaciones exponenciales y las ecuaciones logaritmicas 
no se pueden resolver por los metodos hasta ahora expuestos, pero mu- 
chas de ellas se pueden resolver mediante el uso de las propiedades de 
los logaritmos. Los ejemplos siguientes ilustran el procedimiento. 

EJEMPLO 1 Resolver la ecuacion 3* +4 = 5 X+2 

Solution: Si se toman los logaritmos comunes en ambos miembros de la ecuacion, 
se tiene (14.7), (x + 4) log 3 = (x + 2) log 5, y la solueion se completa como 
sigue 
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x log 3+4 log 3 = x log 5+2 log 5 
x(log 3 — log 5) = 2 log 5 — 4 log 3 

= log 25 — log 81 
_ log 25 — log 81 
X “ log 3 - log 5 
_ 1.3979 - 1.9085 
.4771 - .6990 
-.5106 
-.2219 
= 2.301 


se ha transpuesto y sumado 
segun ecuacion (14.7) 
resolviendo para x 


EJEMPLO 2 Resolver log 6 (x + 3) + log 6 (x — 2) = 1. 

Solucion: Aplicando (14.5) al miembro de la izquierda de la ecuacion dada, se 
tiene 


log 6 (x + 3)(x — 2) =1 
(x + 3)(x - 2) = 6 1 

x 2 + x — 6 = 6 

x 2 + x — 12 =0 

(x + 4)(x — 3) =0 

x = —4 
x = 3 


segun ec. (14.2) 

se han efectuado las operaciones indicadas 
se han transpuesto y sumado terminos 

haciendo cero por separado a los factores 


Sustituyendo x = —4 en la ecuacion dada tenemos loge ( — 1) + logs (—6) = 1. 
Como no se han definido logaritmos de numeros negativos hay que descartar 
x = — 4. La unica solucion coherente con la definicion de logaritmos es x = 3. 

EJEMPLO 3 Resolver para x y = log e (x + VX 2 + 1) 

Solucion: Mediante el uso de la (14.2), se puede cambiar a la forma exponencial 
la ecuacion dada. 

e y = x + "n/x 2 + 1 

Se racionaliza la ecuacion anterior y se resuelve para x efectuando los siguientes 
pasos. 


e y — x = \/x 2 + 1 
e 2 y _ 2e y x + x 2 = x 2 + 1 

— 2e y x + x 2 —■ x 2 = — e 2y + 1 

-e 2y + 1 


x = 


— 2e y 
e y — e -v 


se ha aislado el radical 

se ha elevado al cuadrado cada miembro 

se han transpuesto y sumado terminos 


se ha dividido cada miembro de la 
fraccion entre — e y . 


EJEMPLO 4 Resolver para x y para y las ecuaciones 


5 x ~ 2y - 100 (1) 

32x- 2/ — io (2) 

Solucion: Si en (1) y en (2) se toma el logaritmo de cada miembro, se tiene 

(x — 2 y) log 5 = 2 (3) 

(2x — y) log 3 = 1 (4) 
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En consecuencia. 


o 2 2 

X 2y log 5 .6990 

(3') 

2X V ~ log 3 ~ .4771 

(4') 

Si se efectuan las operaciones numericas indicadas en los miembro? 

de la derecha 

se tiene 


x — 2y = 2.86 

(3") 

2 x — y = 2.10 

(4") 


Multiplicando por 2 cada miembro de (4") y sustrayendo de (3") miembro a 
miembro se obtiene 

— 3x = -1.34 
x = .447 

Sustituyendo este valor de a; en (3") y resolviendo para y se tiene 

-2 y = 2.86 - .447 
= 2.413 
y = -1.206 

De ese nCodo la solucion del sistema es x — 0.447, y y = — 1.206. 


EJERCICIO 68. ECUACIONES LOGARITM1CAS 

Resuelvanse para x o para n las ecuaciones de los problemas 1 a 12. 


1: 

y — 2e x 

2: 

y = ae~ x 

3: 

y = e~ bx 

4: 

y = Se- 

-2x 

5: 

rn 

y = — 
a 

6: 

y = ar n+1 

7: 

y = 2(c + r) n 

8: 

y = 3 (c 

+ r)~ n 

9: 

y = log e (x + Vx 2 — 1), X > 1 




10: 

y = logeV(x — 2)(x + 1), x > 2 




11: 

V = log^2^| ’ “ 2 < * < 2 




12: 

y = loge[x + V(x — l)(x + 2)], x 

> 

1 


Resuelvanse las ecuaciones de los problemas 13 a 32. 


13: 

CO 

II 

ID 

II 

14 

7*-i — 

343 

15: 

3 2 *-i = 27 

16 

S 3 * “2 = 

625 

17: 

* 

II 

<3 

a 

i 

18 

to 

+ 

II 

2 2x 

19: 

5* 2 -3 = 52* 

20 

^x 2 +3x = 

44 

21: 

(195)* = 2.68 

22 

(3.02)* 

= .00739 

23: 

(53.7)* = 6.95 

24 

(87.1)* 

= .0163 

25: 

logs 3 + logs (x + 6) =2 




26: 

log 4 8 + log 4 (x + 5) =3 




27: 

log 4 2 4 + logi2 (x + 6) =2 




28: 

logs 16 + logs (x — 2) = 2 




29: 

logs (x + 2) — logs (x — 6) = 2 




30: 

logs (3x + 7) — logs (x — 5) = 2 




31: 

log 2 ( x 2 — 3x + 6) — log 2 (x — 1) 

= 

2 


32: 

logs (x 2 + 2x + 15) — logs (x + 2) = 

1 



Resuelvanse los siguientes pares de ecuaciones simultaneas. 
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33: 

2*~v = 5 

34: 

9 2*- v _ 3 



x + 2y = 3 


6« + 2 y — 

5 

35: 

£2* Zy = 32 

36: 

4*«v = 64 



* + 2y = 6 


2x + by = 

5 

37: 

O 

H 

1 

4? 

1! 

CO 

38: 

8 x ~» = 3* 



log 2x — log y = 1 


8» = 2 X ~ 3 


39: 

log x + log y = 4 

40: 

e*~v = e 3 



log 2x — log 5y = 1 


e*+!ty = 2 



14.11 GRAFICAS DE LOG a r Y DE a* 


Las graficas de logo. x y de a x revelan algunas propiedades importantes de 
esta funcion. Ademas, el metodo grafico se aplica a aquellas ecuaciones 
logaritmicas o exponenciales que no tienen solution algebraica. Por tanto. 



es importante la habilidad para trazar rapidamente las graficas de las 
funciones de esa clase. En la fig. 14.1 se muestra la grafica de la fun¬ 
cion y — loga x para a — 10, a — e, y a — 5. 

Para la construction de la grafica se uso la siguiente tabla de valores, 
! calculada con aproximacion de una cifra decimal. Estos valores se ob- 
tuvieron mediante el uso de una tabla de logaritmos comunes y sus 
formulas (14.10) y (14.8). 


X 

.2 

.4 

.6 

.8 

1 

2 

4 

6 

8 

10 

20 

logio X 

- .7 

-.4 

-.2 

-.1 

0 

.3 

.6 

.8 

.9 

1 

1.3 

log e X 

-1.6 

-.9 

-.5 

-.2 

0 

.7 

1.4 

1.8 

2.1 

2.3 

3.0 

logs X 

- 1 
___ i 

- .6 

-.3 

-.14 

0 

.4 

.9 

1.1 

1.3 

1.4 

1.8 


Las graficas mencionadas revelan las siguientes propiedades de la 
funcion log a x: 

1. La funcion no esta definida para valores negativos de x. 

2. La funcion es negativa para valores de x menores que uno y posi- 
tiva para valores de x mayores que uno. 

3. La funcion es igual a cero cuando x es igual a uno. 
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4. El valor de la funcion se incrementa cuando x aumenta. 

5. Cuando mayor sea el valor de a mas proxima esta la eurva al eje de 
las X para un valor dado de x. 

Con el fin de ilustrar el metodo para obtener la grafica de la funcion 
exponencial, se mostrara como calcular una tabla de valores correspon- 
dientes para la ecuacion y = e x , usando una tabla de logaritmos cornu- 
nes*y-se construira luego la grafica de esta funcion. 

Por ejemplo, si x — 1.5, entonces 

y — e 1 - 5 

y 

log y = 1.5 (log e ) 

= 1.5 (log 2.718) 

= 1.5(.4343) 

= .6514 

Por tanto, 
y = 4.5 

Analogamente, si x = — 2. 

log y = —2 (log e) 

= —2(.4343) 

= -.8686 
= 9.1314 - 10 

Entonces 

Figura 14.2 y = 0.14 

6 0.1 para la construceion de la grafica. 

De modo semejante se obtuvo la siguiente tabla en la cual se construyo 
la grafica de la fig. 14.2. En la misma figura se muestra la grafica de 
y = 2*. 


X 

-4 

-2 

-1 

0 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

e x 

.02 

.1 

.4 

1 

2.7 

4.5 

7.4 

12.2 

20 


Los ejemplos siguientes ilustran la aplicacion de los metodos graficos 
a sistemas de ecuaciones que comprenden logaritmos. 

EJEMPLO Resolver las ecuaciones 

y = log x 
3x + 2y = 6 

Solution: Las ecuaciones no se pueden resolver simultaneamente por metodos al- 
gebraicos. Sin embargo, si se construyen las graficas de las dos ecuaciones (Fig. 
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14.3), se puede estimar ese punto de intersection y de ese modo obtener su solu' 
cion aproximada. En la (fig. 14.3), la abscisa del punto de interseccion esta entre 
1.8 y 1.9. En la primera ecuacion, cuando x = 1.8, y = 0.26 y cuando x = 1.9, 
y = 0.28. En consecuencia, entre estos dos puntos la grafica es, aproximadamente, 
una linea recta. En la segunda ecuacion, si x — 1.8, y = 0.3, y si x = 1.9, y = 0.15. 
Se puede ahora ampliar la escala, localizar los dos puntos y unir los correspondien- 
tes pares con lineas rectas. (Fig. 14.4). Estas dos lineas se cortan en un punto 
cuyas coordenadas son, aproximadamente, x = 1.83, y = 0.26. Sustituyendo estos 
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Figura 14.4 


valores en las ecuaciones originales se puede comprobar que este par de valores 
es la solucion aproximada. 


EJERCICIO 69 GRAFICAS DE ECUACIONES LOGARITMICAS 


Construyanse las graficas de las ecuaciones de los problemas 1 a 12. 


1: y = logs a; 
3: y = log 6 x 
5: y = logio 3a; 
7: y = logio x 2 
9: y = 2* 

11: y = 4* 


2: y = logu x 
4: y = log 4 x 
6: y = logio 5x 
8: y = logio x 3 
10: y = 6* 

12: y = 3 2i 


Empleando el metodo grafico encuentrense, con aproximacion de una cifra decimal, 
las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones. 


13: 

V 

= 

it 

14: 

y 

= 10* 



X 

+ 

y 


X 

+ y = 

5 

15: 

V 

= 

10* 

16: 

y 

= 10* 



y 

= 

x 2 — 2x + 1 


y 

= X 2 


17: 

y 

= 

logio X 

18: 

y 

= logio 

X 


X 

+ 

y = 4 


X 

+ y = 

6 

19: 

y 

= 

log 7 X 

20: 

y 

= log 6 ; 

X 


y 2 

= 

• X 


3 x + y = 

= 5 
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se cuenta que el inventor del ajedrez pidio como recompensa un gra- 
no de trigo por el primer euadro del tablero, dos granos por el segundo, 
cuatro por el tercero y asi sucesivamente hasta completar los sesenta y 
cuatro cuadros del tablero. Afortunadamente, este deseo de aspecto mo- 
desto fue analizado antes de ser concedido, pues al llegar al vigesimo 
euadro la recompensa habria ascendido a mas de un millon de granos 
de trigo y para el sexagesimo cuarto euadro, el numero resultante repre- 
sentaria una cantidad astronomica que hubiera excedi do en mucho el 
total de granos de trigo en aquel reino oriental. 

La base de esta leyenda, que es una secuencia de numeros relaciona- 
dos de una manera especial, tiene aplicaciones importantes. Muchas de 
estas caen fuera del alcance de este libro; sin embargo, podran discu- 
tirse algunos de tos problemas de este tipo, que son tan practicos como 
amenos. 

15.1 DEFINICION DE PROGRESIONES 

En Matematicas se trabaja frecuentemente con secuencias de numeros, 
cada uno de los cuales se puede obtener del que le precede mediante la 
aplicacion de alguna ley. Las secuencias de este tipo se llaman progre- 
siones y se ilustran en los ejemplos siguientes: 

Las diferencias en metros que recorre un cuerpo cada segundo al caer libremente 
partiendo del reposo son para los primeros cinco segundos. 

5.36, 16.09, 26.83, 37.56, 26.29. 

<;Cual es la base de esta secuencia? 


progresion 


EJEMPLO 1 
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Solution: Si se suma 10.73 a cualquier numero de esta secuencia se obtiene el 
numero que le sigue. 

EJEMPLO 2 Cada persona tiene dos padres, cuatro abuelos, ocho bisabuelos, etc. Por tanto, la 
lista del numero de antecesores que una persona tiene en las cinco generaciones 
que le preceden es la secuencia 

2, 4, 8, 16, 32. 

^Cual es la base de esta secuencia? 

Solution: En esta cada termino es doble del que le precede. 

Las dos secuencias anteriores ejemplifican las progresiones aritmeticas 
y las progresiones geometricas. Estas dos progresiones son usuales en 
Matematicas y en sus campos de aplicaeion y se dedicara el resto de 
este capitulo a la discusion de ellas. 


15.2 PROGRESION ARITMETICA 

Una progresion aritmetica es una secuencia de numeros relacionados de 
tal manera que cada uno, despues del primero, se pueden obtener del 
diferencia que le precede sumando a este una cantidad fija llamada diferencia 
comun comun. 

En los ejemplos siguientes se ilustra la significacion y aplicaeion de 
estos terminos. 

1. Si el primer termino es 2 y la diferencia comun es 5, entonces los 
primeros ocho terminos de la progresion aritmetica son 

2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37. 

2. En la secuencia 

16, 14 i, 13, 111, 10, 8i 

cada termino, despues del primero, es l-|-menor que el que le precede. 
Por tanto, esta es una progresion aritmetica y su diferencia comun es 

Muchos problemas relativos a progresiones aritmeticas, tienen que 
ver con tres o mas de las cinco cantidades siguientes: el primer termino, 
el ultimo, el numero de terminos, la diferencia comun y la suma de todos 
los terminos. Por tanto, es necesario obtener formulas que permitan 
determinar cualquiera de esas cinco cantidades si se conocen los valores 
de otras tres. 

Se considerara que 

a — primer termino de la progresion 
l = ultimo termino 
d = diferencia comun. 
n — numero de terminos 
s — suma de todos los terminos 
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15.3 


ULTIMO TERMINO DE UNA PROGRESION ARITMETICA 


De acuerdo con la notacion anterior, los cuatro primeros terminos de 
una progresion aritmetica son 

cl (x —l - d cl -(“ 2d a -j- 3d 

Debe notarse que en el segundo termino el coeficiente de d es uno y que 
dicho coeficiente se incrementa en uno cuando se pasa de un termino al 
que le sigue. Por tanto, el coeficiente de d en cualquier termino es igual 
al numero de orden del termino de la progresion, menos uno. De ese mo- 
do el sexto termino es a + 5d y el noveno a + 8d y el ultimo o enesimo 
termino esa+ (n — l)d. Por consiguiente, se tiene la formula si- 
guiente 

y l = a + (n - l)d (15.1) 

EJEMPLO 1 Si 2, 6 y 10 son los tres primeros terminos de una progresion aritmetica, encontrar 
el octavo termino. 

Solucion: Puesto que el primero y segundo de los terminos, asi como el segundo 
y el tercero, difieren en 4, se concluye que d = 4. Ademas, a = 2, n = 8. Por 
tanto, sustituyendo estos valores en (15.1), se tiene 

l = 2 + (8 - 1)4 
= 2+28 
= 30 

EJEMPLO 2 Si el primer termino de una progresion aritmetica es —3, y el octavo termino 
es 11, encontrar d y escribir los ocho terminos de la progresion. 

Solucion: En este problema a = —3, n = 8, l = 11. Si se sustituyen estos 
valores en (15.1), se tiene 

11 = -3 + (8 - 1 )d 

11 = — 3 + Id haciendo operaciones 
= —14 transponiendo 

d = 2 resolviendo para d 

De donde, puesto que a = —3, los ocho primeros terminos de la progresion 
son —3, —1, 3, 5, 7, 9, 11. 

15.4 SUMA DE UNA PROGRESION ARITMETICA 


Para obtener la suma 5 de /i terminos de una progresion aritmetica en 
la que el primer termino es a y la diferencia comun es se observa 
que los terminos de la progresion son a, a + d, a + 2d y asi sucesiva- 
mente hasta llegar al ultimo termino, que de acuerdo con (15.1), es 
l = a + ( n — 1 )d. Por tanto, 

s = cl + (a + d) + (a + 2d) + • # • + [a + {u — l)d] (15.2) 
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Considerando que en (15.1) hay n terminos y que a aparece en todos 
ellos, se pueden ordenar de otro modo dichos terminos y escribir 

s = na + [d + 2d + • • • + (n — l)d] (15.3) 

Ahora se puede invertir el orden de los terminos escribiendo l eomo 
primer termino, con lo cual L — d es el segundo, l — 2 d el tercero y asi 
sucesivamente hasta el enesimo termino, que de acuerdo con (15.1), 
esl + (n — 1) ( — d ). 

Por tanto, la suma se puede escribir 

s = l + (l - d) + (l - 2d) + • • • +[* + (»- 1)( —d)] 
o bien, sumando las l y las d 

s = nl - [d + 2d + • • • + (» - l)d] (15.4) 

Por ultimo, sumando miembro a miembro (15.3) y (15.4), se observa 
que se cancelan los terminos que contienen a d, esto es 

2s = na -f- nl 
— n(jx ~b V) 

Por tanto, dividiendo entre 2, se tiene la formula 

► s = ! (a + Z) (15.5) 

Se puede obtener una segunda forma para la suma de los terminos 
de una progresion aritmetica, sustituyendo en (15.5) el valor que tiene 
l en la formula (15.1). Se tiene asi 

71 

s — [ci a (ti — 1 )d] 
o 

► S = ^ [2a + (w — 1 )d] (15.6) 

EJEMPLO 1 Encontrar la suma de todos los enteros pares de 2 a 1 000, ambos inclusive. 

Solucion: Puesto que los enteros pares considerados, 2, 4, 6, etc., forman una 
progresion aritmetica con d = 2, se puede emplear (15.5) con a — 2, n = 500 y 
1 = 1 000, para obtener la suma propuesta. La sustitucion de esos valores en 
(15.5) da 

8 = ^4P(2 + 1000) 

= 250(1002) = 250,500 

EJEMPLO 2 Una persona compra un automovil usado en $6 000.00 y acepta pagar $1 000.00 
al eontado y $1 000.00 al mes con interes de 6 por ciento anual sobre saldos inso- 
lutos. ^Cual es la erogacion total que realiza? 

Solucion: El interes de 6 por ciento anual equivale a 0.5 por ciento mensual. 
Por tanto, despues de hacer el primer pago, la deuda se incrementa en el interes 
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que corresponde a $5 000.00 en un mes 

(0.005) ($5 000.00) = $25.00. 

Puesto que paga $1000.00 al mes, el interes se va reduciendo mes a mes en 
0.5 por ciento de $1 000.00 6, lo que es lo mismo, en $5.00 por mes. El pago final 
sera $1 000.00 mas el interes de $1 000.00 en un mes, esto es, $1 005.00. Por tanto, 
los pagos sucesivos forman una progresion aritmetica con a = $1025.00, l = 
$1005.00 y n = 5. Entonces, segun (15.5), la suma de los pagos es 

8 = -§ ($102.50 + $100.50) 

= f ($203) = $507.50 

De ese modo, el costo del automovil es $6 075.00. 

15.5 USO SIMULTANEO DE LAS FORMULAS DE Z Y DE 5 

Si de las cantidades Z, a, rt 9 d , s se conocen tres, cualesquiera que sean, 
se pueden encontrar las otras dos mediante el uso de las formulas (15.1), 
y (15.5) 6 (15.6). Si las tres cantidades conocidas aparecen en cual- 
quiera de las dos formulas, las otras dos pueden encontrarse usando las 
formulas separadamente. Sin embargo, si en una de las formulas apa¬ 
recen solo dos de las tres cantidades conocidas, las dos no conocidas se 
pueden hallar resolviendo simultaneamente (15.1) y (15.5). 

EJEMPLO 1 Si a = 4, n = 10 y l — 49, encontrar d y s. 

Solution: Puesto que tanto (15.1), ccmo (15.5), contienen a n y Z, se pueden 
encontrar d y s usando las formulas separadamente. Si se sustituyen en (15.1), 
a, n y Z, se tiene 

49 = 4 + (10 - 1 )d 

49 = 4 + 9d realizando las operaciones indicadas 

9 d = 45 transponiendo 

d = 5 resolviendo para d 

Analogamente, sustituyendo en (15.5), se tiene 

s = -V°-(4 + 49) 

= 5(53) 

= 265 

EJEMPLO 2 Si Z = 23, d = 3 y s = 98, encontrar a y n. 

Solution: Si se sustituyen estos valores en (15.1) y en (15.5), se obtiene para 
la primera 

23 = a + (n — 1)3 (1) 

y para la segunda 

98 = \ (a + 23) (2) 

Cada una de estas ecuaciones contiene las dos cantidades deseadas a y n. Por 
tanto, se puede completar la solucion resolviendo simultaneamente (1) y (2). 
Si se resuelve (1) para a , se tiene 

a = 23 — (n — 1)3 

= 26-3 n (3) 
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Sustituyendo en (2) ese valor de a, se tiene 
98 = ~ (26 - Sn + 23) 

196 = n( 49 — Sn) s* han eliminado y operado las fracciones 

196 = 49 n — Sn 2 se han efectuado las operaciones indicadas 

Sn 2 — 49w+196=0 se han transpuesto 

n = 9iy and 7 segun la ecuacion de segundo grado 

Puesto que n no puede ser fraccionario, se descarta 9-g-, y se tiene 
n = 7 

Sustituyendo en (3) este valor de 7 por n, se tiene 

a = 26 - 3(7) 

= 5 

Por tanto, la progresion consiste de siete terminos: 5, 8, 11, 14, 17, 20 y 23. 

15.6 MEDIOS ARITMETICOS 

Los terminos entre el primero y el ultimo de una progresion aritmetica 
se Hainan medios aritmeticos. Si la progresion contiene solamente tres 
terminos, el termino intermedio se llama medio aritmetico del primero y 
del ultimo termino. Se pueden encontrar los medios aritmeticos entre 
dos numeros, usando primero (15.1) para determinar d. Con este valor 
se calculan los medios. Si la progresion consiste de tres terminos a, m 
y l, entonces, de acuerdo con la formula (15.) 

I = (X d - (3 — l)d = ci -j - 2 d 
Por tanto. 



y 

, l - O Oy l 

m - a +-^- 2 

Por tanto, el medio aritmetico de dos numeros es igual a la mitad de 
su suma. 

EJEMPLO 1 Colocar cinco medios aritmeticos entre 6 y —10. 

Solution: Puesto que se trata de colocar cinco medios entre 6 y —10, se tendran 
en total siete terminos. Por tanto, n = 7, a = 6 y l = —10. Asi, de acuerdo 
con (15.1), se tiene 

-10 - 6 + (7 - l)d 

6 d = —16 realizando las operaciones indicadas y transponiendo 

d = — = —-f resolviendo para d 

y de ese modo la progresion consiste de los terminos 6, 19 , ^, — JL, — ^L, 

— 22 _ 30 

3 ? 3 


regia para 
determinar 
el medio 
aritmetico 
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EJERCICIO 70. PROGRESIONES ARITMETICAS 


Escribanse los n primeros terminos de las progresiones aritmeticas que contienen 
los elementos dados en los problemas 1 a 12. 


1: a = 3, d =* 3, n = 5 

2: a = 6, d = —2, n = 6 

3: a — -4, d = 2, n = 7 

4: a = —1, d = 2, n = 5 

5: a = 7; segundo termino, 5; n = 3 

6: a = —6; tercer termino, —2; n = 5 

7: a = 8; segundo termino, 5; n = 7 

8: a = —5; tercer termino, —1, n = 6 


9: Segundo termino, 9; cuarto termino, 7; 7i = 9 
10: Tercer termino, 10; sexto termino, 4; n = 7 
11: Cuarto termino, 6; segundo termino, 12; n = 8 
12: Quinto termino, 2; segundo termino, 11; n =6 

Encuentrense los enesimos terminos de las progresiones aritmeticas descritas en 
los problemas 13 a 20. 


13: 

a 

II 

to 

a, 

II 

to 

3 

= 

5 


14: 

© 

II 

1 

Ol 

II 

to 

II 

15: 

a = — 1, d = 3, 

n 

= 

6 

16: 

a = 3, d = 1, n = 8 

17: 

a = 9, d = —2, 

n 

= 

7 

18: 

a = 12, d = —3, n = 5 

19: 

CL — 0, d — 

1, 

n 

= 8 

20: 

II 

S 

1 

II 

-e 

00 

II 

e 


Encuentrense las sumas de los terminos de las progresiones aritmeticas descritas 
en los problemas 21 a 28. 


21: 

a = 5, 

l = 

9, n 

= 

9 

22: 

a 

= i,i 

== 

7, 

n — 8 

23: 

a = 7, 

l = 

-3, 

n 

= 7 

24: 

a 

= -3, 

l 

= 

<D 

£ 

II 

<3 

25: 

o = 6, 

n = 

5, d 

= 

3 

26: 

a 

— 7, n 

= 

6 , 

d = -2 

27: 

a = — 

7, n 

= 7, 

d 

= -2 

28: 

a 

= -8, 

n 

= 

11, d = 3 


Encuentrense dos de las cinco cantidades Z, a, n, d y s que no aparecen en los datos 
de los problemas 29 a 48. 


29 

a 

= 

2, n 

= 

00 

a- 

II 

-1 

30 

a 

= 7, n = 6 , d = 

-2 

31 

l 

= 

15, a 

= 

3, n = 

7 

32 

l 

= 20, a = —4, « = 9 

33 

l 

= 

- 11 , 

n 

= 8 , s 

= -32 

34 

l 

= 5 , n = 10 , s = 

5 

35 

l 

= 

29, a 

= 

5, s = 

153 

36 

l 

= 9, a = — 7, s 

= 9 

37 

l 

= 

-14, 

a 

= 2 , d 

= -2 

38 

l 

= —7, a = 9, d 

= -2 

39 

a 

= 

4, n ■ 

= 

11 , s = 

-11 

40 

a 

= — 5, n = 9, s 

= 27 

41 

l 

= 

3, n = 

= 

8, d = 

-2 

42 

l 

= - 11 , n = 11 , 

d = -3 

43 

a 

— 

19, d 

= 

= —3, s 

= 63 

44 

a 

= 4, d = 2, s = 

88 

45 

l 

= 

1 , d = 

= 

— 1 , s = 

= 78 

46 

l 

= — 1 , d = 1 , s 

= -45 

47 

n 

= 

9, d 

= 

—2, s = 

= 45 

48 

: n 

= 9, d = 2, s = 

27 


49: Coloquense tres medios aritmeticos entre 2 y 14. 

50: Coloquense cuatro medios aritmeticos entre 1 y 21. 

51: Coloquense cinco medios aritmeticos entre 37 y 19. 

52: Coloquense cinco medios aritmeticos entre 21 y —3. 

53: Encuentrese la suma de todos los enteros pares comprendidos entre 9 y 35. 
54: Encuentrese la suma de todos los enteros impares comprendidos entre 6 y 32. 
55: Encuentrese la suma de todos los muitiplos de 3, de 9 a 27, ambos inclusive. 
56: Encuentrese la suma de todos los muitiplos de 6, comprendidos entre 11 y 58. 
57: Una persona gano $20.70 el primero de julio y luego recibio un aumento 
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diario de $1.90 por el resto del mes. Calculese cuanto gano durante ese mes. 

58: Un mensajero recibio $1.20 por el primer paquete entregado en cierto dia 
y luego recibio 30 centavos de aumento por cada paquete siguiente. Calculese 
cuanto gano en ese dia, si en total entrego 19 paquetes. 

59: Un herrero cobro 10 centavos por colocar el primer clavo para herrar un 
cab alio y luego cobro por cada clavo adicional 20 centavos mas que por el anterior. 
Calculese cuanto recibio, si en total empleo 24 clavos. 

60: Un cuerpo que cae desde el reposo recorre 490 centimetros en el primer 
segundo y en cada segundo siguiente recorre 980 centimetros mas que en el segundo 
inmediatamente anterior. Calculese cuanto recorrera el cuerpo en nueve segundos. 
61: La calificacion de un estudiante fue de 41 puntos en el primero de siete 
examenes de algebra y en cada examen siguiente obtuvo 8 puntos mas que 
en el examen inmediatamente anterior. Cual fue su calificacion en el ultimo 
examen? 

62: En una madereria hay un monton de postes con 31 postes en la hilera del 

suelo y con un poste menos en cada hilera que en la hilera inmediatamente 

anterior. Calculese cuantos postes hay en la hilera superior si el total de postes 
es 286. 

63: Una maquina cuesta $3 200.00 y se deprecia 25% el primer ano, 21% del 
valor original el segundo ano, 17% del valor original el tercer ano y asi sucesiva- 
mente. <;Cual sera su valor despues de seis anos? 

64: Los tres digitos de un numero, en su orden original, forman una progresion 

aritmetica cuya suma es 15. Encuentrese el numero si este decrece 198 unidades 
al invertir el orden de los digitos. 

65: Una familia compro un acondicionador de aire pagando una parte al con- 
tado y $100.00 mensuales, mas el interes correspondiente, durante ocho meses. 
Calculese el interes pagado si la tasa fue 6%. 

66: Un estudiante compro un radio en $163.90, para fin de rifarlo. Los valores 
de los boletos fueron los de los 12 primeros multiplos positivos de $2.50. Calculese 
cuanto gano en la operacion. 

67: Encuentrese el valor de x 9 si x + 1, 4>x + 1 y 8x — 1 son termines con- 
secutivos de una progresion aritmetica. 

68: Encuentrese el valor de x si x 1, 2x y 2x + 2 son terminos coroecutivos 
de una progresion aritmetica. 


15.7 PROGRESIONES GEOMETRICAS 

Una progresion geometrica es una secuencia de numeros relacionados 
de tal manera que cada uno, despues del primero, se puede obtener del 
que le precede multiplicando a este por una cantidad fija llamada razon 
comun. 

Las secuencias que se muestran a continuacion son progresiones 
geometricas, cuya razon se indica a la derecha 

2, 6, 18, 54, 162 razon 3 

3, —3, 3, —3, 3 razon —1 

96, 24, 6, f, f razon -i- 

Para obtener las formulas concernientes a progresiones geometricas 
se considerara que 
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a = primer termino 
l — ultimo termino 
r — razon 

rt = numero de terminos 

y 

5 = suma de los terminos 


15.8 ULTIMO TERMINO DE UNA PROGRESION GEOMETRICA 

De acuerdo con la notacion anterior, los seis primeros terminos de una 
progresion geometrica, en la que a es el primer termino y r es la razon, 
son 

a ar ar 2 ar 3 ar 4 ar 5 

y en donde se observa que el exponente de r en el segundo termino es 
uno y que dicho exponente se incrementa en uno al pasar de un termino 
al inmediatamente siguiente. Por tanto, el exponente de r en cualquier 
termino de la progresion es igual al numero de orden del termino menos 
uno. En consecuencia, el enesimo termino es ar”" 1 . De ese modo se 
tiene la formula: 

► l = ar «-» (15.7) 

EJEMPLO Encontrar el septimo termino de la progresion geometrica 36, —12, 4, . . . 

Solution: En esta progresion cada termino, despues del primero, se obtiene 
multiplicando el que le precede por —i.* Por tanto, r = —-1.. Evidentemente, 

a == 36, n = 7, y el septimo termino es 1. Por tanto, sustituyendo estos valores 
en (1), se tiene 

l - 36(-i) 7 " 1 
36 

(- 3) 6 

— 3 6 

— 729 


15.9 SUMA DE UNA PROGRESION GEOMETRICA 

Si se suman los terminos de una progresion geometrica a, ar , ar 2 , . , 
ar n ~ 2 , ar n ~ 1 9 se tiene 

s = a + ar + ar 2 + • * • + ar n ~ 2 + ar n_1 (15.8) 

Esta expresion se puede escribir en forma al>reviada empleando un 

* Dados dos terminos consecutivos de una progresion geometrica se calcula 
dividiendo el segundo termino por el primero: en este caso —12 36 = — 
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recurso matematico. Primero, se multiplica cada miembro de (15.8) por 
r, y se tiene 

rs = ar + ar 2 + ar 3 -+-•••+ ar n ~ x + ar n (15.9) 

Luego se observa que si se sustrae miembro a miembro (15.9) de (15.8) 
se anulan todos los terminos del miembro de la derecha, excepcion hecha 
del primer termino de (15.8) y del ultimo termino de (15.9). De ese 
modo, se tiene 

s — rs = a — ar n 


o 

s(l — r) = a — ar n 


resolviendo para s esta ultima ecuacion, se tiene 
a — ar n 


s = 


1 - r 


r 1 


(15.10) 


Si se multiplican los dos miembros de (15.7) por r, se obtiene 
rl = ar n . Luego, si en (15.10) se sustituye ar n por rl, se tiene 
a — rl 


► 8 


1 - r 


r ^ 1 


(15.11) 


EJEMPLO 1 Encontrar la suma de los seis primeros terminos de la progresion 2, —6, 18 . . . 
Solucion: 


En esta progresion, a = 2, r = —3, y n = 6. Por tanto, sustituyendo estos 
valores en (15.10), se tiene 

2 - 2(-3) 6 
8 1 - (-3) 

2 - 2(729) 

1 +.3 
= -364 

EJEMPLO 2 El primer termino de una progresion geometrica es 3 y el cuarto 24. Encontrar 
el decimo termino y la suma de los diez primeros terminos. 

Solucion: Tanto para encontrar la suma como para encontrar el decimo termino 
se requiere conocer el valor de r. Este valor se obtiene considerando la progresion 
que puede formarse con los cuatro primeros terminos que hay entre 3 y 24, ambos 
inclusive. De ese modo, se tiene a = 3, l = 24, y n = 4. Sustituyendo estos 
valores en (15.7) se tiene 

24 = 3r 4-1 

3r 3 = 24 realizando operaciones y transponiendo 

r z = 8 dividiendo ambos miembros por 3 

r = 2 resolviendo para r 

Luego, usando de nuevo (15.7), para n = 3, r = 2, y n = 10, se tiene 

l = 3(2 10_1 ) 

= 3(512) 

= 1536 
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Por tanto, el decimo termino es 1536. 

Para obtener 5 , se emplea (15.10) para a = 3, r = 2, n = 10, y se obtiene 
„ _ 3 - 3(2)“ 3 - 3(1024) 3 - 3072 

s - 1 - 2 “ =1- = —=T- 3069 

15.10 USO SIMULTANEO DE LAS FORMULAS DE l Y DE 5 


Si se dan tres de los cinco cantidades s, n, a, r y l, se pueden conocer 
las otras dos mediante el ejemplo de la formula (15.7), y de las formulas 
(15.10) 6 (15.11). Por ejemplo, si se dan a, l y s, se puede_encontrar 
r empleando (15.11) y despues se puede obtener n empleando (15.7). 

EJEMPLO 1 Si a = 3, l = 192 y s = 129, encontrar n 

Solution: Si a = 3, / = 192 y s = 129, se tiene de acuerdo con (15.11). 

129 = 3 - r( 192 ) 

1 — r 

129 — 129r = 3 — 192r se han eliminado las jracciones 

— 129r + 192r = 3 — 129 se han transpuesto 

63 r = -126 
r = -2 

Sustituyendo luego los valores de a, l y r en (15.7), se tiene 

192 = 3(— 2) n_1 
(—2 )” _1 = 64 

= ( — 2 )® 
n — 1=6 
n = 7 

Si se dan s, l y n no es posihle encontrar a y r empleando una sola 
de estas tres formulas. Por tanto, se sustituyen los valores conocidos en 
dos de ellas y se resuelven simultaneamente, para a y para r, las eeua- 
ciones obtenidas. 

EJEMPLO 2 Si s = 61, l = 81 y n — 5 encontrar a y r. 

Solution: Si s = 61, / - 81 y 11 --= 5, se pueden encontrar a y r empleando dos 

de las tres formulas, cualesquiera que sean. Sin embargo, el trabajo se facilita 
si se emplean precisamente (15.7) y (15.11). Sustituyendo valores, se tiene 


81 = ar 4 


61 


a — 81r 
1 - r 


( 1 ) 

( 2 ) 


Estas ecuaciones se pueden resolver simultaneamente resolviendo primero (2) 
para a en terminos de r, y sustituyendo luego en (1). 
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61 — 61r — a — 81r 
a = 61 + 20 r 


81 = (61 + 20r)r 4 
2 Or 5 + 61r 4 -81-0 


se han eliminado las fracciones (3) 

se ha resuelto para a 
se ha sustituido a en (1) 
se han efectuado las operaciones indicadas 


Despues se encuentran las raices racionales empleando el metodo del Pr. (12.11) 
y resultan ser —3 y 1. La solucion r = 1 se tiene que descartar en virtud de que 
para este valor (2) carece de significado. Sin embargo, si r = —3, entonces, 

sustituyendo en (3), a = 1. Por tanto, la solucion es a = 1, r = —3. 


15.11 MEDIOS GEOMETRICOS 


Los terminos de una progresion geometrica, situados entre el primero 
y el ultimo, se llaman medios geometricos. Si la progresion contiene 
solamente tres terminos, el termino intermedio se llama medio geome - 
trico de los otros dos. Para obtener los medios geometricos entre a y l 
se emplea la formula (15.7) para encontrar el valor de r. Con este valor 
se calculan los medios. Si en la progresion hay unicamente tres terminos, 
entonces, segun (15.7) 


l = ar 2 


Por tanto. 



regia para 
determinar 
el medio 
geometrico 

EJEMPLO 


De ese modo el segundo termino o medio geometrico entre a y l, es 

“ (=*= n/O - * n/t = ± ' /al 

Por tanto, el medio geometrico entre dos cantidades es igual a mas o 
menos la raiz cuadrada de su producto . 

Encontrar cinco medios geometricos entre 3 y 192. 

Solucion: Se considera que la progresion tiene 7 terminos, puesto que se inter- 
calan 5 entre el primero y el ultimo. Por tanto, n = 7,a = 3yl = 192. Enton¬ 
ces, segun, (15.7), 


192 = 3 (t*-i) 

r 6 — 19 2 

T “ 3 

= 64 

r = ±'V // 64 = ±2 


resolviendo para r 


En consecuencia, los dos eonjuntos de cinco medios geometricos entre 3 y 192 son 
6 , 12, 24, 48, 96 y —6, 12, —24, 48, —96. 


EJEMPLO 2 Encontrar el medio geometrico de -L y i. 

Solucion: De acuerdo con la pro])Osicion da da inm ediatame nte antes del ejem- 
plo 1, el medio geometrico de I y i es ± V(^) (i) = ± = ±|-. 
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EJERCICIO 71. PROGRESIONES GEOMETRICAS 


Escribanse los primeros n terminos de las progresiones geometricas que contienen 
los elementos dados en los problemas 1 a 12. 


1: 

a 

— 3, r = 2, n = 5 

2: 

a = 

i> r — 

1 

K> 

3 

II 

<X> 

3: 

a 

II 

S 

CO 

II 

1 

II 

4: 

a = 

-hr 

H 

I 

05 

3 

II 

5: 

a 

— 8; segundo termino, 4 ; n = 

= 6 




6: 

a 

= —%; cuarto termino, 2; n 

= 7. 




7: 

a 

— —16; tercer termino, —4; 

n = 

6 



8: 

a 

= 27; cuarto termino, 1; n = 

8 





9: Segundo termino, 8; tercer termino, 4; n — 7 
10: Segundo termino, 1; quinto termino, 125; n = 6 
11: Sexto termino, 162; tereer termino, 6; n = 7 
12: Septimo termino, ^4; quinto termino, 1; n = 7 

Encuentrese el enesimo termino de las progresiones geometricas descritas en los 
problemas 13 a 20. 

13: a = 2, r = 2, n — 5 14: a = 32, r = n — 6 

15: a = r = 3, n = 6 16: a = 81, r = n = 7 

17: a = 625, r = .2, n — 6 18: a — 343, r = n = 5 

19: a = 2 T> r 553 3, n = 7 20: a = 64, r = ^ n = 6 

Encuentrese la suma de los terminos de las progresiones geometricas, descritas en 
los problemas 21 a 28. 


21 : 

a = 1 , r 

= 

to 

3 

II 

22 : 

a = 81, r = -y, n — 6 

23: 

a = 625, 

r 

= . 2 , n = 6 

24: 

a = r = 2, n = 7 

25: 

a = 125, 

r 

= .2, l = .2 

26: 

a — ib r = 3, l = 81 

27: 

a = 128, 

r 

= i, l = -5 

28: 

d = ■gTp r = 5, l — 125 


Encuentrense dos de las cinco cantidades s, a, n, r y l que no aparecen en los 


datos de los problemas 29 a 44. 
29: a = 2, r = 3, l = 162 
31: n = 6 , r = 3, l = 27 

33: ti = 7, a = Z = 8 

35: s = 511, r = l = 1 

37: s = 242, a = 2, r = 3 

39: s = Af, n = 4, Z = 3 
41: s = n - 7 , r = 2 
43: s = 448, n = 3, a = 256 


30: a = 64, r = 4?, I = 2 
32: n = 5, r = .2, l = 1 
34: n = 4, a = 343, Z = 1 


36: 

S 

_ 3906 *. _ 

— 125 >' ' 

= 5, l = 

= 25 

38: 

s 

= 126, a = 

64, r = 

. i 

• 

40: 

s 

= -f> n = 

4, Z = 

-1 

42: 

s 

== 400, n = 

4, r = 

i 

T 

44.: 

s 

_ 1 O 4 « 
“ 125> W 

= 4, a 

= X 


En los problemas 45 a 52 coloquese entre los dos numeros dados el numero de 
medios geometricos indicado. 


45: 

Dos entre 3 y 24 

49: 

Tres entre 2 y 32 

46: 

Dos entre 1 y 125 

50: 

Uno entre 8 y 128 

47: 

Cuatro entre % y 8 

51: 

Cinco entre % y 8 

48: 

Cuatro entre Y 9 

52: 

Tres entre 3 y 243 


53: ^.Cuantos ancestros tienen un par de gemelos en las siete generaciones in- 
mediatas que les preceden? 

54: El conductor de un camion carguero cobra ordinariamente $3.90 por milla. 
A1 hacer un viaje de 800 millas, de Houston a El Paso, se le da a escoger entre su 
paga ordinaria y $12.50 por las primeras 100 millas, $25.00 por las segundas 100 
millas, $50.00 por las terceras 100 millas y asi sucesivamente. i Que plan debera 
escoger y cuanto ganara con esa mejor seleecion? 
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55: Once hombres pescan desde un muelle. El primero posee un capital de $2 000, 
el segundo de $4 000, el tercero de $8 000 y asi sucesivamente. Calculese el numero 
de millonarios que hay en el grupo. 

56: Un herrero cobra 10 centavos por colocar el primer clavo al herrar una 
cebra y por cada clavo siguiente cobra el doble que por el inmediatamente an¬ 
terior. Calculese cuanto cobra en total por los 24 clavos empleados en el trabajo. 
57: Una persona deposita $2 000 cada primero del ano en un banco que paga 
4% anual de interes compuesto. Calculese el saldo a su favor al final del sexto 
ano. 

58: Un automovil se deprecia 30% de su valor cada ano. <?Cual sera el valor de 
un automovil que originalmente costo $30 000 al final del quinto ano? 

59: Una persona lego la tercera parte de su herencia al mayor de sus hijos, la 
tercera parte del resto al siguiente y asi sucesivamente hasta el cuarto hijo, y los 
$16 000 restantes a su universidad. Encuentrese el monto total de la herencia. 

60: Si los numeros 1, 4 y 19 se suman al primero, segundo y tercer terminos, 
respectivamente, de una progresion aritmetica con d = 3, se obtiene una progre¬ 
sion geometrica. Encuentrese la progresion aritmetica y tambien la razon comun 
de la progresion geometrica. 

61: Demuestrese que el producto de los terminos segundo y quinto de una pro¬ 
gresion geometrica es igual al producto de los terminos tercero y cuarto. 

62: Demuestrese que los productos de los terminos que se corresponden en 
dos progresiones geometricas son terminos de una nueva progresion geometrica. 


63: Si ^ — ' " x > y y ~z ^ orman una progresion aritmetica demuestrese que 

x, y y z form an una progresion geometrica. 

64: Si p y q son dos numeros positivos diferentes, demuestrese que su medio 
geometrico es menor que su medio aritmetico. 


15.12 PROGRESIONES GEOMETRICAS INFINITAS 

Si en una progresion geometrica la razon esta comprendida entre —1 
y 1, los valores numericos de los terminos decrecen conforme se in- 
crementa. 

Por tanto, si el numero de terminos de la progresion es suficiente- 
mente grande se puede esperar que la adicion de mas terminos no in- 
fluya perceptiblemente en el valor de la suma de ellos. Se demostrara 
que si —1 <r <1, la suma de los terminos de una progresion geome¬ 
trica se va aproximando a un numero fijo, a medida que n se incrementa. 
La formula (15.10) se puede expresar en la forma 

S = j-zn (1 - r ") (15.12) 

Si —1 O <1, entonces el valor numerico de r n disminuye cuando 
n se incrementa y se puede haeer arbitrariamente pequeno escogiendo 
a n suficientemente grande. Por tanto, al incrementarse el valor de n 
la cantidad dentro del parentesis en (15.12) se aproxima cada vez mas 
a uno. De ese modo s se aproxima a a/( 1 — r). En otras palabras: 
cuanto mayor sea el valor de n mas proximo esta el valor de s al valor 
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de a/(l — r). En consecuencia, cuando en una progresion geometrica 
la razon esta ('litre —1 y 1 y el numero de terminos es ilimitado, se 
puede escribir 

► 8 = yir; (15 - 1S) 


EJEMPLO 1 Encontrar la sum a de 1 + JL + -L + . 
progresion no tiene fin. 

Solution: En esta progresion, a — 1, r 



en donde los puntos indican que la 
Por tanto, segun (15.13) 


Una fraccion decimal cuyos digitos se repiten indefinidamente es 
ejemplo de una progresion geometrica infinita en la cual —1 <1. 

Por ejemplo, 

.232323 ■ • ■ = .23 + .0023 + ,000023 + * * * 

La secuencia de los terminos de la derecha es una progresion geometrica 
en la cual a = 0.23 y r = jjL. 

Mediante el uso de (15.13) se puede expresar cualquier fraccion de¬ 
cimal con digitos repetidos, como fraccion comun, de acuerdo con el 
metodo que se ilustra en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 2 Demostrar que 0.333 . . . = JL. 

3 

Solucion: La fraccion decimal 0.333 . . . se puede expresar como la progresion 
.3 + .03 + .003 + - • • 

en la cual a = 0.3, r = 0.1. Por tanto, de acuerdo con (15.13) la suma s es 

.3 .3 3 1 

S 1 — .1 .9 9 3 


EJEMPLO 3 Expresar 3.2181818 


como fraccion comun. 


Solution. El numero dado puede expresarse como 3.2 mas una progresion geo¬ 
metrica infinita con a 0.018 y r = 0.01. Por tanto, segun (15.13) 

3.2181818 • • • = 3.2 + .018 + .00018 + .0000018 + • • ■ 


.018 

- d - 2 + 

= 3.2 + ^ 5 - 

_ q 1 2 
— rf 5 5 


= 3.2 + 


.018 

.99 


EJERCICIO 72. PROGRESIONES GEOMETRICAS INFINITAS 

Considerando que el numero de terminos es ilimitado, encuentrense las sumas de 
las progresiones geometricas cuyos elementos estan dados en los problemas 1 a 12. 

1: a = 5, r = £ 2 : a = 3, r = ^ 

3: a = 2, r = f 4: a = 15, r = ± 
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5: Primer termino, 4; segundo termino, 2.4. 

6: Primer termino, 30; segundo termino, 6. 

7: Primer termino, 19; segundo termino, .95. 

8: Primer termino, 9; segundo termino, .9 
9: Primer termino, 4; cuarto termino, —i-. 

10: Primer termino, 2; cuarto termino, JL. 

11: Segundo termino, 64; cuarto termino, 4. 

12: Tercer termino, 9; quinto termino, 1. 

Expresense las siguientes fracciones decimales de digitos repetidos como fraccio- 
nes comunes. 


13: 

.333 • • • 

14: 

.555 • • • 

15: 

7.77 • • • 

16: 

.444 • • • 

17: 

.606060 • • - 

18: 

.424242 • • 

19: 

7.57575 • • • 

20: 

2.12121 • • • 

21: 

4.7181818 • 

22: 

4.5939393 • • • 

23: 

.5261261 • • • 

24: 

1.5582582 • 


Encuentrense las sumas de todos los numeros de la forma indieada en los proble- 
mas 25 a 28, siendo n Un entero positivo. 

25: (f)» 26: (f)» 27: S~ n 28: 5“» 

29: Si una pelota rebota tres cuartos de la distancia recorrida en su caida cal¬ 

culese que distancia total recorrera antes de alcanzar un estado de reposo si se ha 
dejado caer de una altura de 2.6 metros. 

30: El extremo inferior de un pendulo recorre un arco de 6 centimetros y en las 
siguientes oscilaciones cada arco es igual a los dos tercios del arco inmediata- 

mente anterior. Calculese cuanto recorre en total el extremo del pendulo hasta 

llegar al reposo. 

31: Una bicieleta baja una pendiente frenando de tal modo que en cada segun¬ 
do recorre tres cuartos de la distancia recorrida en el segundo anterior. Calculese 
cuanto recorre hasta pararse si avanzo 5 metros en el primer segundo. 

32: 400 kilogramos de papas almacenadas pierden peso hasta llegar a 380 

kilogramos en la primera semana. En cada semana siguiente la perdida de peso 
es la mi tad del peso perdido en la semana anterior. Calculese si el propietario 
del lote podra compensar la perdida vendiendo a $2.40 el kilogramo de papa 
cuyo precio original fue de $ 2.00 por kilogramo. 

33: Un niho recibe $5 000 durante el primer ano de su vida de un fondo que 
le asegura un ingreso anual igual a la mitad del valor recibido el ano anterior. 
Calculese el valor aproximado que llegara a recibir hasta que su primer nieto 
este en segundo ano de primaria. 

34: Una universidad recibe un lote de acciones como donativo para su fondo, 

las cuales le producen $7 100 como dividendo el. primer ano. Cada ano el dividen- 

do se reduce a los 9 del valor que tuvo en el ano anterior. <?Cual sera la 
10 

cantidad maxima total que la universidad pueda recibir por este concepto? 

35: Se tiene un cuadrado cuya area es 36 centimetros cuadrados. Se traza luego 
un segundo cuadrado uniendo los puntos medios de los lados del primero; des¬ 
pues, se traza otro uniendo los puntos medios de los lados del segundo y asi 
sucesivamente. Encuentrese la suma aproximada de las areas. 

36: Encuentrese el valor aproximado de la suma de los perimetros de los cua¬ 
drados descritos en el problema 35. 

37: Si i > o ^ < 1 encuentrese el valor de la siguiente suma 
2x — 3 ' (2x — 3) 2 ^ (2* - 3) 3 ^ 

Digase por que es necesario limitar el intervalo (le x en la forma indieada. 
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Encuentrese el intervalo de valores de x para los euales esta definida la suma 
indicada en los problemas 38 a 40. Ademas, encuentrese cada una de las sumas. 

38: 2x + 1 + (2* + l) 2 + (2* + l) 3 ■* 

1 2 4 

d9: 3x + 1 + (3* + l) 2 + (Sx + l) 3 H 

2 . 6 . 18 l 

40: 3a; + 2 + (3* + 2 ) 2 + (3a; + 2) 3 ^ 


15.13 PROGRESIONES ARMONICAS 


regia para 
determinar 
el termino 
n de una 
progresion 


armonica 

medio 

armonico 


Toda serie formada por los reciprocos de los terminos de una progre¬ 
sion aritmetica se llama progresion armonica .* Por ejemplo, puesto 
que dos cantidades son reciprocas, unicamente si su producto es igual a 
la unidad, y puesto que —5, —3, —1, 1, 3, 5, 7 es una serie aritmetica 
se concluye que-1-,-1 — 1, 1,-|- 4 y, es una progresion armoni¬ 

ca; para determinar el enesimo termino de una progresion armonica, se 
transforma esta en una progresion aritmetica, se calcula el termino ene¬ 
simo y se toma su reciproco. 

Los terminos de una progresion armonica colocados entre cualesquiera 
otros dos se llaman medios armonicos. 


EJEMPLO i Cual es el decimo termino de una progresion armonica cuyo primer y tercer 
termino son Ay A. respectivamente? 

Solution. El primero y el tercer termino de la correspondiente progresion arit¬ 
metica son 2 y 6. Por tanto, l = a + (3 — 1 )d, se convierte en 6 = 2 + 2d y, 
en consecuencia, d = 2. Entonces, cuando n = 10, 1 = 2 + (10 — 1)2 = 20. 

Tomando el reciproco de 20 resulta que el decimo termino de la progresion ar¬ 
monica es A.. 

20 


EJERCICIO 73. PROGRESIONES ARMONICAS 

Clasifiquense las progresiones de los problemas 1 a 16 y obtenganse dos terminos 
mas de cada una de ellas. 

1* "S'* T 2: 

4* 3" 5: 

H. 9 1 1 1 Q. 

« • ^>59793 O. 

10: 3, -1, -5, -9 11: 

13: ~k> 1 14: 

x + 1 x x 2 

1&: x ’ ’ x + 1’ x 2 + 2x + 1 

x — 1 x + 2 (x + 2) 2 

lb: * + 2 ’ x - l’ (x - 1)2 

* Vale la pena hacer notar que si cuerdas de igual peso se sujetan a igua- 
les tensiones, produciran un sonido armonioso si sus longitudes forman una pro¬ 
gresion armonica. 


_1 X X _L_ 

29 59 89 11 
_3 12 _ 6. 12 _ 

29 ID 7 9 17 
C 1 5 15 5. 

°9 8 * TH9 6 

1 X 2 5. 

1*9 29 1}9 6 

f, 1, 1.5, 2.25 


Q. 1 _1 _ X _ X 

o* ± 9 ± 9 39 5 

a. 4 JJ2 XX A 

13> 17» 7 

9: 2, 5, 8, 11 

10. X XL. XL 5. 

XZ. 4> 12> 12> 4 
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17: El segundo termino de una progresion armonica es iy el cuarto termino 
esJL. Encuentrese el quinto termino. 

18: El tercer termino de una progresion armonica es 3 y el quinto termino es 4. 
Encuentrense el octavo termino. 

19: El segudo termino de una progresion armonica es 1.5 y el quinto termino 
es —6. Encuentrese el sexto termino. 

20: El cuarto termino de una progresion armonica esly el septimo termino es 


1.2 Encuentrese el tercer termino. 

21 : Coloquense dos medios armonicos entre 3 y 4|-. 

22 : Coloquense dos medios armonicos entre 2.5 y A. 

7 

23: Coloquense cuatro medios armonicos entre 6 y JL. 
24: Coloquense cuatro medios armonicos entre .8 y 4. 
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16 


INDUCCION MATEMATICA 


todas las ciencias, incluyendo las matematicas, se desarrollan por 
medio del establecimiento de generalizaciones o leyes. La utilidad de 
la generalizacion radica en la posibilidad de liberarse de los casos par¬ 
ticulares. Es posible manejar cada nuevo problema identificandolo sim- 
plemente como perteneeiente al tipo de problemas cubiertos por la gene¬ 
ralizacion. 

Una manera de llegar a una generalizacion consiste en considerar, 
desde el principio, el caso general mismo. Eso fue lo que se hizo con 
respecto a la formula de la ecuacion de segundo grado (8.2) en el Pr. 
8.5. Para aplicar dicha formula solamente es necesario reconocer que 
la ecuacion concuerda con la forma general de la ecuacion de segundo 
grado. Es decir, se trabaja de lo general a lo particular, lo que constituye 
el metodo de la logica llamado deduccion . 

Otra manera de llegar a una generalizacion consiste en examinar 
un cierto numero de casos particulares para descubrir la forma en que 
estan relacionados. Una vez que se encuentra la mencionada relaeion 
se le constituye en generalizacion o ley. Es deeir, se trabaja de lo par¬ 
ticular a lo general, lo cual forma el metodo de la logica llamado in - 
duccion. 

El peligro de la induccion reside en que los casos particulares, sin 
importar cuan grande sea su numero, pueden tener caracteristicas es- 
peciales que hagan que una generalizacion basada en ellos pueda resultar 
erronea.* Frecuentemente la ciencia debe conformarse a trabajar dentro 

* El uso erroneo de la induccion es de frecuente ocurrencia en la vida diaria; 
por ejemplo, en los razonamientos de los meeanicos incompetentes, y es, ademas? 
Lino de los factores que favorecen la adquisicion de fobias y prejuicios. 
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de esta limitacion, lo cual se llama induccion incompleta. En matema- 
ticas es posible evitar este peligro mediante un metodo de demostracion 
llamado induccion matematica o induccion completa. 


16.1 METODO DE INDUCCION MATEMATICA 

El metodo de induccion matematica se utilizara en el capxtulo 17 
para demostrar el teorema del binomio; en el presente capitulo se dis- 
cutira el metodo en si. Por ejemplo, si en q(n ) = n 2 — n + 41, se 
considera que n = 0,1, 2, 3, se encuentra que q{n) toma los valores 
41, 41, 43 y 47, respectivamente. Estos numeros son primos, esto es, 
no son divisibles entre ningun numero, excepto el numero mismo o la 
unidad. Si se ealcula el valor de q{n) para cada valor entero de n hasta 
llegar a 40, se observa que q(n) rep resen ta siempre numeros primos y 
esto sugiere, por tanto, que q{n) representa un numero primo por cada 
valor entero de n. Sin embargo, si n = 41, q{n) = 41 2 — 41 + 41 
= 41 2 que no es numero primo. 

En otro caso, 1 + 3=4= 2 2 , 1 + 3 4* 5=9= 3 2 , 1 + 3 + 5+7 
= 16 = 4 2 . 

Este resultado sugiere que la suma de los n primeros enteros impares 
es n 2 , esto es 

1 + 3 + 5 + • • • + (2 n — 1) — n 2 (16.1) 

Puesto que la repetida verificacion de la validez de (16.1) para va¬ 
lores particulares de n es una demostracion de dicba validez, se deben 
emplear otros metodos para demostrarla en general. Frecuentemente 
se puede usar un metodo conocido como induccion matematica para 
probar que ciertas proposiciones en las que aparece n son validas para 
todos los valores enteros positivos de n. El tipo de razonamiento impli- 
cado en la induccion matematica se puede ilustrar mediante el siguiente 
ejemplo hipotetico. Supongase que se puede alcanzar cierta meta me¬ 
diante una sucesion de un cierto numero de pasos no conocidos. Supon¬ 
gase igualmente que a una persona puesta en el proceso de alcanzar 
dicha meta se le asegura que siempre le sera posible dar el siguiente paso. 
Entonces, independientemente de cualquier otra circunstancia, la per¬ 
sona sabe que en ultima instancia puede llegar a la meta. 

Para aplicar este razonamiento a la demostracion de la proposicion 
(16.1) se considera que la proposicion es verdadera para algun valor 
entero, positive, definido, pero no conocido de n, esto es, para n = k. 
Despues se demostrara que con ello se concluye necesariamente que la 
proposicion es valida para el siguiente entero positivo k + 1. Por tanto, 
si se puede comprobar que es valida para otro numero, por ejemplo, 
k = 3, se sabe entonces que es valida para el siguiente entero k = 4 y 
asi sucesivamente para todos los enteros positivos siguientes. En el ejem¬ 
plo 1 se mostrara como puede efectuarse lo dicho anteriormente. 
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EJEMPLO 1 


pasos en la 
demostracion 
de la 
induccion 
matemdtica 


EJEMPLO 2 


Demostrar, por induccion matematica, la formula (16.1) 

Solucion: Se considera primero que (16.1) es valida para n — k, y se obtiene 

1 + 3 + 5 + • • • + (2k - 1) = k 2 (2) 

Se escribe luego la formula (16.1) con n = k + 1, y se tiene 

1 + 3 + 5 + • ■ • + (2k + 1) = (k + 1)2 (3) 

Se demostrara ahora que la validez de (3) se concluye necesariamente. El ultimo 

termino en el miembro de la izquierda de (3) es el termino (k + 1) de (16.1); por 
tanto, el inmediatamente anterior al ultimo es el termino k y, en consecuencia, es 
(2k — 1). De ese modo se puede escribir (3) en la forma siguiente. 

1 + 3 + 5 + • • • + (2k — 1) + (2k + 1) = (k + l) 2 (4) 

Para demostrar que (4) es valida y con tal de que se suponga que (2) es vali¬ 
da, se observa que el miembro de la izquierda de (4) es el correspondiente 
miembro de (2), incrementando en (2k + 1), esto es, en el termino (k + D de 
(16.1). Por tanto, se suma 2k + 1 a cada miembro de (2), y se obtiene 

1 -f- 3 -f~ 5 “j- • • * -f~ (2k -f- 1) = k 2 -f- 2k -f- 1 — (k -f- l) 2 

que es igual a (4). Por tanto, si (2) es valida, (4) tambien lo es. Esto es, la 

formula (16.1) es valida para n = k + 1, si lo es para n — k 
Evidentemente, (16.1) es valida para n = 1. 

Ya que (4) ha sido probada si (16.1) es valida, (16.1) se satisface para n= 1, 
2,3, 4, 5 y asi sucesivmente 

El proceso general de una demostracion por induccion matematica 
consiste de los cinco pasos siguientes: 

1. Se considera que la proposicion o teorema por demostrar, es valida 
para n igual a un valor particular entero, positivo pero no especificado, 
k y se expresa esta consideraeion en forma simbolica. 

2. Se obtiene una expresion simbolica del teorema para n = k + 1. 

3. Se demuestra que si la eeuacion en la proposicion del paso l es va¬ 
lida, entonces tambien lo es la eeuacion en la proposicion del paso 2. 

4. Se comprueba el teorema para el menor valor entero positivo de 
n, q , para el cual el teorema tenga significado. 

5. Empleando la conclusion del paso 3, se demuestra en pasos sucesi- 

vos que el teorema es valido para n~ q + 1, puesto que es valida para el 
entero q del paso 4; en seguida, que es valida para n = q + 2, puesto 
que lo es para n = q + 1; . . ., por ultimo, que es valida para n = q + 

TYi) puesto que lo es para n = q + (m — 1), independientemente del 

valor entero positivo de m . 

Para efectuar el trabajo comprendido en el paso 3, no es posible dar 
indicaciones generales. Sin embargo, los siguientes ejemplos ilustran 
un procedimiento que frecuentemente se puede seguir. 

Demostrar el teorema de De Moivre. 

[r (cos 0 + i sen 6 ) ] n = r n (cos n 6 + i sen n 6 ). (1) 

Solucion: De acuerdo con el paso 1, se considera que (1) es valida para n =: k, 

y se obtiene 
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(2) 


EJEMPLO 


[r(cos 0 + i sen 6)] k = r*(cos kd + i sen kd) 
escribimos (1) con n = k + 1 y obtenemos: 

[r(cos 0 + i sen 0)]* +1 = r k+1 [cos ( k + 1)0 + i sen (k + 1)0] (3) 

Para demostrar que la validez de (3) se concluye de (2), se multiplica cada 
miembro de (2) por r(cos 6 + i sen 0), puesto que esto dara una nueva igualdad, 
cuyo miembro de la izquierda sera el mismo que el de (3). Se tiene asi 

[r(cos 0 + i sen 0)p+ x = [r(cos 0 + i sen 0)][r-(eos kd + i sen kd)] 

= r fc+1 [cos {k + 1)0 + i sen (k + 1)0] por (11.8) 

Por tanto, (1) es valida para n = k + 1 si lo es para n = k. 

Se verifica (2) para k = 2, y se obtiene 

[r(cos 0 + i sen 0)] 2 = r 2 (cos 6 + i sen 0) 2 

= r 2 [(eos 2 0 — sen 2 0) + i(2 sen 0 cos 0)] 

= r 2 (cos 20 + i sen 20) 

Por tanto, de acuerdo con (3), (1) es valida para n = 3, 4, 5 y asi sucesivamente. 


\ Demostrar que x 11 — y n es divisible entre x — y. 

Solution: Se considera primero que x k — y k es divisible por x — y 9 y se tiene 
x k — y k 


x-y - q( ~ x - y) 

en donde 

q{x,y) = x + x^y + 


+ xy k ~ 2 + y‘ 


)tk~ 1 


( 1 ) 


( 2 ) 


Cuando n k + 1, el cociente de x 11 — y n entre x — y, se puede expresar en 
la forma 


X k+1 — yk+l 

x — y 


x k+l — xy k + xy k — y k+ x 
x — y 

x(x k — y k ) + y k (x — y) 
x — y 


ya que.xy h ~ %y k — 0 


= x[q{x,y)} + y k 

= x k + x k ~ x y + • * • + x 2 y k ~ 2 + xy k ~ x + y k 

sustituyendo el valor que q(x , y) tiene en (2). 

Cuando k = 2, (1) se eonvierte en 

x 2 — y* 

- = x + y 

x — y 


Por tanto, x 11 — y n es divisible entre x — y cuando n = 3, 4, 5, etc 

En la mayor parte de los problemas del ejereieio 74, el trahajo del 
paso 3 se puede efectuar sumando el termino (k + 1) de la formula 
en eonsideracion a qada miembro de la ecuacion obtenida en el paso 1. 


EJERCICIO 74. INDUCCION MATEMAT1CA 

Demuestrense las siguientes proposiciones por medio de induccion matematica: 

n(n + 1) 


1: 1 +2 + 3 + 
2: 2 + 4 + 6 + 


+ n = 

• + 2 n = n(n + 1) 
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+ (2 n + 1) = n(n + 2) 


1 + 4 + 7 + • • • + (3» - 2) = g(3» - 1) 
4 + 7 +.10 + • • • + (3» + 1) - 5(3n + 5) 

2 + 5+ 8 +•• •+ (3w — 1) = 1) 

Q /yl 

3 + 6 + 9 + • • • + 3n = ^ (n + 1) 


2 + 2 2 + 2 3 + 
3 + 3 2 + 3 3 + 

A +1+1 + 

2 2 2 2 3 


+ (4w — 3) = w(2« — 1) 
• + 2" = 2(2 n - 1) 

• + 2 ( 3 "-!) = 3 " - 1 

• + 3* - f(3" - 1) 

+ — = 1 -— 

' 2 n 2 n 


(1) (2) + (2) (3) + (3)(4) +...+»<« + !)- n(w + ^ ( ” +2) 


(2) (4) + (4) (6) + (6X8) + • • • + 2n(2n + 2) = 


4rt(?i + !)(»+ 2) 


(1) (3) + (2) (4) + (3) (5) +-..+»(» + 2) = 


n(n + l)(2w + 7) 


—A- 1 -1- 1 ---- - - = ——— 

(1) (2) ^ (2) (3) ^ (3) (4) ^ ^ n(n + 1) n + 1 


1 + 3 + 6 + • • • + 1«(« + 1) = 


n(n + l){n + 2) 


1 + 4 + io -4_ w (” + l)(n + 2) = (»)(w + l)(n + 2)(« + 3) 

6 24 

1 — r n 

1 + r + r 2 H-+ r"- 1 = ^- 

1 — r 


ct + (<x + d) + (ct + 2d) + 


+ [a + (n — l)d] = !n[2a + (n — l)d] 


21: Demostrar que x '~"' 1 + y 2n+1 es divisible entre x !■ y. 
22: Demostrar que +'" ’ 1 — y 2 "- 1 es divisible entre x — y. 
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en el capitulo 2 se analizo la expresion general para obtener el cua- 
drado de un binomio y posteriormente se empleo dicha expresion para 
resolver ecuaciones. Es obvio que un binomio no solo puede ser elevado 
a la segunda potencia, sino tambien a cualquier otra potencia, para 
cuyo desarrollo habra sin duda aplicaciones. El proposito del presente 
capitulo sera construir una formula general para obtener potencias de 
un binomio. 


17.1 LA FORMULA DEL BINOMIO 

En este parrafo se desarrollara una formula que permite expresar co- 
mo un polinomio cualquier potencia positiva entera de un binomio. 
Este polinomio recibe frecuentemente el nombre de desarrollo de la 
potencia de un binomio. 

Por simple multiplicacion se pueden obtener los siguientes desarro- 
Jlos de la primera, segunda, cuarta y quinta potencias de x + y: 

(x + yY = x + y 

(x + yY = x 2 + 2 xy + y 2 

(:x + yY = x 3 + 3 x 2 y + 3a :y 2 + y 3 

(x + yY = x 4 + 4x 3 y + 6X 2 ?/ 2 + 4 xy 3 + y 4 

(x yY — x b + 5 xHj + lOa^j/ 2 + 10 x 2 y 3 + 5 xy* + y 5 

Considerando las expresiones anteriores se puede comprobar facil- 
propiedades roente que existen las siguientes propidades de (x + y) n , cuando n = 1, 
del desarrollo 2, 3, 4, y 5. 

(x + y) n l. El primer termino del desarrollo es x n . 
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2. El segundo termino es rtx n ~ 1 y. 

3. El exponente de x disminuye en uno y el exponente de y se incre- 
mente en uno, cuando se pasa de un termino a otro. 

4. En el desarrollo hay n + 1 terminos. 

5. El termino (n + 1), o ultimo termino, es y n . 

6. El enesimo termino, o penultimo termino, es nxy n ~ x . 

7. Si se multiplica el coeficiente de cualquier termino por el expo¬ 
nente de x en ese termino, y el resultado se divide entre el numero de 
orden del termino en el desarrollo, se obtiene el coeficiente del termino 
que le sigue. 

8. La suma de los exponentes de x y de y en cualquier termino es n. 
Si se considera que estas propiedades se satisfacen para cualquier 

potencia entera positiva de n, se pueden escribir los cinco primeros ter¬ 
minos del desarrollo de (x + y) n , como sigue: 


Primer termino = x n 
Segundo termino = nx n ~ 1 y 


Tercer termino = 



x n ~ 2 y 2 


por propiedad 1 
por propiedad 2 

por propiedades 7 y 3 


Cuarto termino = 
Quinto termino = 


n(w - l)(n - 2) 

(3)(2) X V 

n(n — 1 )(n — 2)(n — 3) 
(4)(3)(2) 


por propiedades 7 y 3 
x n ~ A y 4 por propiedades 7 y 3 


factorial de 
n o n! 


Este proceso se puede continuar hasta llegar al enesimo termino, que 
es el penultimo 

nxy n ~ 1 por propiedad 6 

Y, por ultimo, se alcanza el ultimo termino, o termino (n + 1) 
y n por propiedad 5 

A partir de lo anterior se puede formar la suma de esos terminos y 
se puede obtener la formula del binomio. Sin embargo, introduciendo 
en este punto una nueva notacion, se puede escribir el desarrollo de 
modo mas abreviado. 

El producto de cualquier entero positivo n por todos los enteros me- 
nores que n se llama factorial de n y se designa mediante el simbolo n ! ; 
por ejemplo, 

3! = 3 X2 Xl = 6 and 51=5X4X3X2X1 = 120. 

y que 2 = 2x1 = 21, se puede escribir el desarrollo de(^ + y) n co 
mo sigue 


► (x + y) n 

formula del 
binomio 


x n + nx n ~ l y + 


n (n - 1) 2 


2 ! 


x B- y 


+ w( " ~ 2) - x-~V 


3! 
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n(n - l)(n - 2)(n - 3) 

-h 4 , x 2/ 

+ • • • + nxy n ~ l + y n (17.1) 

La formula (17.1) se llama formula del binomio y la proposicion estable- 
cida, teorema del binomio . 

EJEMPLO 1 Emplear la formula del binomio para desarrollar (2a + b) 6 . 

Solucion: Se aplica primero (17.1) para x — 2a, y=b y n = 6. Despues se sim- 
plifica cada termino del desarrollo 

(2 a + b) 6 = (2a) 6 + 6(2a)®6 + (2a) 4 6 2 + ( 6 >(5)( 4 ) (2a) 3 6 3 

+ <^K4K3) (2a ; 2fe4 + (6)(5)(4)(3K2) (2a) , 6 

(6)(5)(4)(3)(2)(1) 

-r 6! 

Se efectuan las operaciones numericas de los coeficientes, se eleva 2a a las po- 
tencias indicadas y se obtiene 

(2a + by = 64a 6 + 6(32a®)6 + 16(16a 4 )&* + 20(8a 3 )6 3 

+ 15(4a 2 )6 4 + 6 (2a) 6® + 6 6 

Por ultimo, se efectuan las multiplicaciones indicadas, y se tiene 

(2a + by = 64a 6 + 192a®6 + 240a 4 6 2 + 160a 3 6 3 + 60a 2 6 4 + 12a6« + 6 6 

En muchos casos se pueden efectuar mentalmente las operaciones 
numericas de los coeficientes aplicando la propiedad 7. De ese modo 
se puede evitar el tener que escribir el primer paso del desarrollo del 
ejemplo anterior. 

EJEMPLO 2 Desarrollar (a — 3b) 5 . 

Solucion: El primer termino del desarrollo es a 5 y el segundo es 5a 4 ( — 36). Pa¬ 
ra obtener el coeficiente del tercero se multiplica 5 por 4 y se divide el producto 
entre 2, obteniendose 10. Por tanto, el tercer termino es 10a 3 ( — 3b) 2 . De analoga 
manera, el cuarto termino es 

-^>a 2 (-36) 3 = 10a 2 ( —36) 3 

Continuando este proceso se obtiene la expresion siguiente 

(a - 36) s = a 5 + 5a 4 (-36) + 10a 3 (-36) 2 + 10a 2 (-36) 3 + 5a(-36) 4 + (-36) 5 
= a® - 15a 4 6 + 90a 3 6 2 - 270a 2 6 3 + 405a6 4 - 2436® 

EJEMPLO 3 Desarrollar (2 x — 5 y) 4 . 

Solucion: El desarrollo se obtiene considerando 2 x como primer termino y —5y 
como segundo. Se obtiene 

(2* - 5 yy = (2a:) 4 + 4(2x) 3 (-5i/) + 6(2x) 2 (-5t/) 2 + 4(2x)(-5 y) 3 + (-5 yY 
= 16a: 4 + 4(8x 3 )(-5 y) + 6(4x 2 )(25y 2 ) + 4(2*) (-126 y 3 ) + 625y 4 
= 16a: 4 — 160 x 3 y + 600 x 2 y 2 — lOOOxy 3 + 625 y* 

17.2 EL TERMINO r DE LA FORMULA DEL BINOMIO 

En los ejemplos anteriores se explico el metodo para obtener, a partir 
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propiedades 
del quinto 
termino 


propiedades 
del termino 


EJEMPLO 


del que le precede, cualquier termino del desarrollo de un binomio. Sin 
embargo, de acuerdo con ese metodo es imposible obtener un termino 
dado sin calcular previamente todos los terminos que le preceden. En 
lo que sigue se obtendra una formula que permita encontrar el termino 
general r sin hacer refereneia a los otros terminos. Este trabajo es un 
ejemplo del metodo de razonamiento inductivo, (Cap. 16) metodo im- 
portante en toda investigacion cientifica. 

Si se considera el quinto termino de (17.1), en el parrafo anterior, 
se notan las propiedades siguientes: 

1. El exponente de y en el quinto termino es una unidad menor que 
el numero de orden, 5, del termino en el desarrollo. 

2. El exponente de x es n menos el exponente de y. 

3. El denominador del coefieiente es el exponente de y seguido de un 
signo de admiracion o factorial del exponente de y. 

4. El primer factor del numerador es n y el ultimo factor es n me¬ 
nos un numero, que es igual al numero de orden del termino dos, o sea, 
n — (5 — 2); y los factores intermedios son los enteros consecutivos 
entre el primero y el ultimo factor. 

Igualmente se puede comprobar que las propiedades anteriores son 
ciertas para los otros terminos del desarrollo. 

En consecuencia, se considera que dichas propiedades se satisfacen 
para cualquier termino del desarrollo y, por tanto, para el termino r, se 
tiene: 

1. El exponente de y es r — 1 

2. El exponente de x es n —- (r — 1) — n — r+1. 

3. El denominador del coefieiente es (r — 1) !. 

4. El ultimo factor del numerador es 


n — (r — 2) = n — r + 2, 

y, por tanto, el numerador es 

n(n - 1 )(n - 2) • • • (» - r + 2). 

De ese modo se tiene la formula: 

El termino r en el desarrollo de (x + y ) n es 

. n(n - l)(n - 2) • • • (n - r + 2) , 

► (r— 1)1 * 


(17.2) 


Debe observarse que esta formula se basa en la suposicion de que 
las euatro propiedades mencionadas son ciertas para todos los ter¬ 
minos del desarrollo. La demostracion de tal hecho es posible median- 
te el ejemplo de induccion matematica y se presentara en el parrafo 
siguiente 


Encontrar el sexto termino en el desarrollo de (2 a — 6) 9 . 

Solution: En este problema, x — 2a , y = — 6, n = 9, r = 6. Por tanto, 
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t — 1 = 5, n — r + 1 = 9 — 6 + 1 — 4, y n — r + 2 = 5 Por tanto, 
sustituyendo estos valores en (1), se obtiene 


Sexto termino 


_ (9) (8) (7) (6) (5) 
(5)(4)(3)(2)(1) 
= 126(16a 4 )( —6 5 ) 
= — 2016a 4 6 5 


(2a) 4 ( —fe) 5 


EJERCICIO 75. USO DE LA FORMULA DEL BINOMIO 

Usese la formula del binomio para obtener los terminos de los desarrollo de las 


potencias indicadas en 

los problemas 1 a 28. 


1: (a + b) 6 

2: (b + d) 1 

3: (u + v) 6 

4: (a + w) s 

5: (p - q) 6 

6: (a — yy 

7: (p — x ) 7 

8: (6 - ty 

9: (x + 2 by 

10: (p + 3 q) 6 

11: (2a + b) s 

12: (46 +c) 5 

13: (2a - ty 

14: (3c - d) 5 

15: (x — 5 w)* 

16 : (6 - 4 hy 

17: (a 3 - by 

18: (26 - x 2 ) 6 

19: (a 2 - y 3 y 

20: (x 2 - 3 y) s 

21: (a - 1/a) 7 

22: (2x - 1/xy 

23: (4/x 2 - x/2) 5 

24: (2/a 3 — a 2 /3) 6 

25: (2a 2 - 36 3 ) 4 

28: (4c + id 1/2 ) 7 

26: (2x + y 2 /2) 6 

27: (a 1/2 /3 — 66) 8 

Encuentrense los cuatro primeros terminos de los 
los binomios de los problema 29 a 36. 

desarrollos de las potencias 

29: (a 2&) i4 

30: (x — 3 y) 23 

31: (y — 3c) 19 

32: (6 + 4d) 15 

35: (x 2 + 2a) 12 

33: (a 2 - b) 23 

36: (6 4 — y) 1 * 

34: (x 3 + y) 11 


Usese la formula del binomio para obtener el valor de las potencias pedidas en 
los problemas 37 a 40. 

37: 99 3 = (100 - 1)* 38: 102 4 39: 1.01 6 

40: .98 3 

Encuentrense los terminos pedidos en los desarrollos de los siguientes problemas. 

41: Sexto termino de (x — 2y) 9 
42: Quinto termino de (2a + b) 8 
43: Decimo termino de (h + y) 13 
44: Septimo termino de ( h — 2y) ri 
45: Octavo termino de (x 2 — 2) 14 
46: Cuarto termino de (x 3 + 3) 9 
47: Noveno termino de (x 2 / 3 + 3) 17 
48: Sexto termino de ( a V 2 — 2) 10 
49: Termino central de (2a + l/2a) s 

50: Termino central de (3X 2 + l/6x) 10 

51: Termino central de (2x — x2/8) 6 

52: Termino central de (3X -1 — x/3) 12 

53: Termino que contiene y 3 en el desarrollo de (3x — y) 6 

54: Termino que contiene x 4 en el desarrollo de (2a + x 2 ) 5 

55: Termino que contiene d 5 en el desarrollo de (2b — a) 9 

56: Termino que contiene c 2 en el desarrollo de (x + 2c 1 / 2 ) 7 
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17.3 


DEMOSTRACION DE LA FORMULA DEL BINOMIO 


Se ha visto que la formula del binomio es cierta para n — 1, 2, 3, 4 
y 5 y por induccion matematica se demostrara que es cierta para todo 
valor entero positvo de n. Para ello se considerara que es cierta para 
n = k y se demostrara que tambien lo es para n — k + 1; por tanto, 
para todo valor entero positivo de n. En el supuesto de que es cierta 
para n = k, se tiene 


(x + y) k = x k + kx k ~ l y + 
k(k - 1) 


+ 


k(k 


+ 

1 ) 


(k - r + 3)x k 


r+2. 


■y r 


(/■ - 2 )! 

(k — r + 2 )x k ~ r+1 y r ~ 1 


(r - 1)! 


+ 


+ y k 


(17.3) 


Desarrollo que muestra el primero, el segundo, el r — 1, el r y el ulti¬ 
mo termino. 

Multiplicand© por x + y los dos miembros de esta ecuacion y omi- 
tiendo el primero y el ultimo termino, asi como todos los que contienen 
y r ~ x (estos se obtienen multiplicando el termino de la segunda linea de 
(17.3) por y y el termino de la linea que sigue por x,) se tiene 


(x + y) k+1 = x k+1 + • • • 
k{k - 1) 


+ 


4- 


(k — r + 3 )x k ~ r+2 y r ~ 1 


(r - 2)! 

k(k — 1) • • • (k — r + 2 )x k ~ r+2 y r ~ 1 


+ 


(r - 1)! 

Sumando los coeficientes de x k ~ r+2 y r ~ 1 , se tiene 
*(*-!)••• (k - r + 3) k(k - 1) • • • (fc - r + 2) 


+ v 


*+1 


(r - 2)! 


(r - 1)! 

k(k - 1) • • • (k - r + 3)(r - 1) 


+ 


(r - 2)!(r - 1) 

k(k — 1) ■ ■ ■ (k — r + 3 )(k -r+2) 


Dividiendo entre el factor 
observa que el coeficiente es 

k(k - 1) • • 


k(k - 1) 


(r - 1)! 
{k - r + 3) 


(r - 1)! 

(k - r + 3)[(r - 1) + (k - r + 2)] 


comun se 


(r - 1)! 


k(k - 1) 


(k — r + 3 )(k + 1) 


(r - 1)! 


Por tanto, el termino del producto de x + y por (x + y) k que con- 
tiene y r ~ x es 

(fc + l)k(k — 1) • • • (k — r + 3 )x k ~ r+2 y r ~ 1 
(r - 1)! 
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Empleando esta expresion como una formula para todos los termi- 
nos, despues del primero, se observa que el producto es 

(x + y) k+1 — x k+1 + (k + 1 )x k y + • • • 

(fc + l)k(k - 1) • • • (k - r + 3 )x k ~ r+2 y T ~ k 

+ (r - 1)! 

+ • • - + y k+1 (17.4) 

Facilmente se observa que esta ecuaeion es igual a la que se obtiene al 
sustituir k por k + 1 en (17.3). Por tanto, se ha demostrado que (17.3) 
es cierta para n = k + 1 si lo es para n = k. Este hecho, junto con el 
ya establecido de que tambien lo es para n = 1, 2, 3, 4 y 5, permite 
afirmar que tambien es cierta para n — 5 + 1 = 6; por tanto, para 
re = 6 + l = 7, •••y, en consecuencia, para todo entero positivo. 


17.4 EL TEOREMA DEL BINOMIO PARA EXPONENTES NEGATIVOS 
Y FRACCIONARIOS 


La demostracion de la formula del binomio para exponentes fraccio- 
narios y negativos esta mas alia del proposito de este libro; sin em¬ 
bargo, se indicaran algunas aplicaciones elementales de ella. Debe no- 
tarse que el desarrollo de (x + y) n cuando n es fraccion o es negativo 
no tiene ultimo termino, puesto que el coeficiente nunca es igual a cero; 
por tanto, es imposible completar la serie y solo se puede obtener un 
numero indicado o deseado de terminos. Se dara sin demostracion el 
siguiente hecho. 

El desarrollo del binomio x + y para exponentes fraccionarios o ne¬ 
gativos , es valido unicamente si el valor de y esta entre el de x y el 
de — x. 


EJEMPLO 1 i Cuales son los cuatro primeros terminos del desarrollo de (S-f-rxOVa? 
<?En que intervalo es valido el desarrollo? 


Solution: 

(2 + x)* = ** + (i)2-^x + + 1(-D(-1)2-^ + 


3! 


= V2 + 


x 


x 2 


+ 


X 3 


-Vz( 


2V2 16V2 64a/2 


1 _ 1 _ ± _|_ 
x ' 4 32 ^ 128 


-•) 


El desarrollo es valido unicamente si 2 x^> — 2. 

EJEMPLO 2 Determinar una aproximacion a la raiz cuadrada de 10. 
Solution: 


Vio = lb 1 ' 2 = (9 + l) 1 ' 2 (3 2 + i y> 2 

= (3 2 ) 1/2 + | (3 2 ) -1/2 (l) + (^(~^^ 3/2 ( 1 ^ >2 

/ 
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- 3 + £(3-*) - £(3-») + X V(3- 6 ) 

_ = o , 1 _ 1 | 1 

^6 216 ‘ 3888 

= 3 + .16667 - .00463 + .00026 
= 3.16230 

Comparando los cuatro terminos del desarrollo anterior, se observa que sus valo- 
res decrecen rapidamente. La rapidez de esta disminueion se incrementa a medida 
que se amplia el desarrollo. De heeho, el quinto termino es — 0.0000178 y al su- 
marlo con los otros^ cuatro terminos se obtiene V 10 m 3.1622822 o redondeando 
a cuatro cifras decimal es 3.1623. Se concluye, por tanto, que este es el valor 
corecto de V 10 a cinco cifras. Evidentemente, el desarrollo se puede continuar 
hasta^llegar al grado de exactitud que se desee. 

EJERCICIO 76. USO DE LA FORMULA DEL BINOMIO PARA 

EXPONENTES NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 

Encuentrense los cuatro primeros terminos de los desarrollos de los problemas 1 a 20. 


1 

(x 

+ v)~ 2 

2: 

(a 

- 6)-i 

3: 

(a 

— I/) -3 

4 

(x 

+ 6)" 4 

5: 

(x 

- 3 y)- 1 

6: 

(2.x + a)“ 2 

7 

(Sx + 6)~ 2 

8: 

(a 

- 26)-3 

9: 

(a 

- X ) 1 ' 2 

10 

(6 

+ y) 213 

11: 

(c 

+ w ) 3/4 

12: 

(a 

— 2/) 1/3 

13 

(1 

+ x)- 2 ' 3 

14: 

(1 

— I/) -1/3 

15: 

(1 

— 0 _1/s 

16 

(1 

+ s) — 2/B 

17: 

(x 

— 1/x)- 1 

18: 

(y 

+ l/y 2 )- 

19 

(a: 3 

— 1/x) 113 

20: 

(y 2 

+ l/y)~ 112 





Encuentrense valores aproximados para las operaciones indicadas en los proble¬ 
mas 21 a 28 empleando tres terminos del desarrollo binomial. Compruebese cada 
resultado mediante el uso de logaritmos. 

21: V122 = (ll 2 + l) 1 ' 2 22: \/l26 

23: 24: 25: 1.06"* 

26: 1.04- 3 27: 1.01" 7 28: 1.02- 6 
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-JQ INTERES COMPUESTO Y 
IO RENTAS 


UNA DE LAS aplicaciones practicas mas frecuentes de las progresiones 
geometricas es su uso con relacion a inversiones. Sin embargo, antes 
de estudiar esta aplicaeion se requieren algunas definiciones. 


18.1 DEFINICIONES 

Lo que se pag^ por usar un capital se llama interes. Si el interes pro- 
ducido en una inversion se agrega al capital se dice que el interes es 
compuesto. La cantidad que se obtiene al sumar el interes y el capital 
se llama monto y se emplea como nuevo capital. El intervalo al final del 
cual se capitaliza el interes (esto es, se anade al capital) recibe el nom- 
bre de periodo de capitalizacion. Si el periodo de capitalizacion es dife- 
rente de un ano la tasa anual establecida se llama tasa nominal. 

Si se invierten $100.00 al 5 por ciento anual, y el interes es capita¬ 
lizable semestralmente, la tasa nominal es 5 por ciento, el periodo de 
capitalizacion es 6 meses, la tasa de interes por periodo de capitali¬ 
zacion es (5 por ciento) = 2-L por ciento, el interes por 6 meses 
es 2.50 y el monto al final de los primeros seis meses es $102.50. Por 
tanto, el interes para el segundo periodo de 6 meses es $102.50(0.025) 
= $2.56. 

18.2 MONTO Y VALOR ACTUAL 

Se considerara ahora que P pesos se invierten a una tasa, r, por periodo 
y que se desea determinar el monto al final de n periodos de capitali- 


interes 

interes 

compuesto 

periodo de 
capitaliza¬ 
cion 

monto 

tasa nominal 
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zacion. El monto al final de cualquiera de esos periodos se obtiene mul- 
tiplicando el capital invertido durante ese periodo por r y sumando este 
resultado al propio capital. Este valor se puede obtener facilmente mul- 
tiplicando por 1 + r el capital invertido durante ese periodo. Puesto que 
esta operacion debe repetirse para cada periodo de capitalizacion, el 
monto 5 al final de n periodos es * 

► S = P(1 + r) n (18.1) 

Esta formula es una ecuacion que contiene 4 cantidades y puede re¬ 
sol verse para cualquiera de ellas si se conocen los valores de las otras 
tres. El trabajo requerido se puede reducir considerablemente median- 
te el uso de los valores de (1 + r) n y (1 + r)~ n que se dan en las ta- 
blas IV y V del Apendice. 

EJEMPLO 1 <?Cual sera el monto de $150.00 despues de siete anos, eapitalizando anualmente 
al 4 por ciento? 

Solution: Soistituyendo P = $150.00, r = 0.04, y n — 7 (en 18.1), se obtiene 
S = $150(1.04) 7 

Si en la tabla IV, que proporciona los valores de (1 + r) n , se observa para n = 7 
la columna encabezada por 4 por ciento, se encuentra que (1.04) 7 = 1.3159. Por 
tanto, 

S = $150(1.3159) 

= $197.39 

EJEMPLO 2 i Cuanto tiempo sera necesario para que $250.00 se convierta en $820.00 si se in- 
vierten al 5 por ciento, nominal anual, eapitalizando semestralmente ? 

Solution: La tasa de interes por periodo de capitalizacion es la mitad del 5 por 
ciento. Por tanto, utilizando la formula para el monto se tiene 

820 = 250(1.025)" 

1.025-,= = 3.2800 

Puesto que 3.2800 no se halla en la columna encabezada por 2\ por ciento, se 
debe interpolar. Los numeros que pueden usarse en la interpolacion son 3.2715 y 
3.3533. Puesto que el primero corresponde a n = 48 el tiempo es 


formula 
del monto 


48 + 


f.0085\ 

V.0818/ 


periodos de 


capitalizacion 


como 

puede verse de 

n 

(1 + r) n 

48 

3.2715\ ] 


3.2800/.0085 [.0818 

49 

3.3533 J 


* La ecuacion (18.1) puede establecerse escribiendo la secuencia P', P", P //r , 
. . . de los capitales sucesivos, cualquiera de los cuales puede ser el monto si se le 
considera como ultimo termino de la secuencia. De este modo se obtienen las ecua- 
ciones P' = P(l + r), P" = P' (1 + r), y asi sucesivamente. Esto permite justi- 
ficar la validez de (18.1) mediante sustitucion. 
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valor actual 


EJEMPLO 3 


18.3 TASA 


relacion 
entre tasa 
nominal y 
tasa efectiva 


EJEMPLO 1 


Simplificando este resultado y dividiendolo entre dos, puesto que cada periodo de 
interes es de seis meses, se encuentra que el tiempo requerido es 24.052 anos. 

La cantidad que debe ser invertida en un momento dado con el fin 
de producir un monto deseado a una tasa y en un tiempo especificados, 
se llama valor actual .* La formula (18.1) es una relacion entre el 
monto S, el valor actual P, la tasa r por periodo y el numero de perio- 
dos n. Si se resuelve la formula para P. se obtiene 

► P=S(l+r)-» (18.2) 

l Cual es el valor actual de $1 000.00 con vencimie nto a nueve anos, si la tasa de 
interes es 6 por ciento y la capitalizacion es anual? 

Solution: Sustituyendo en la formula (18.2) las cantidades conoeidas, se obtiene 
P = $1000 (1.06) ~ 9 

De donde, utilizando la Tabla V se encuentra 
(1.06) “9 = .59190. 

Por tanto, 

P = ($1000) (.59190) 

= $591.90 


EFECTIVA DE INTERES 


La tasa anual a la cual el capital se incrementa cuando la tasa nomi¬ 
nal es j y la capitalizacion se hace m veces por ano, se llama tasa efec¬ 
tiva. 

Asi, la relacion entre la tasa nominal y la tasa efectiva es 




(18.3) 


puesto que, $1.00 formara un monto de $(1 + i) en un ano a la tasa 


efectiva i, y se acumulara a 


( 1+ m) 


en un ano a la tasa no¬ 


minal j, capitalizable m veces por ano. 


El valor de 


( 1 + -) 


se puede obtener en la tabla de montos del 


Apendice y despues restarle 1 para obtener el valor de la tasa efectiva i. 

Encontrar la tasa efectivA anual, si la tasa nominal es 8 por ciento, capitalizable 
trimestralmente. 


Solucion: Sustituyendo en la relacion dada para tasas nominales y tasas efectivas, 
se obtiene 

* En la formula (18.1) esta cantidad reeibio el nombre de capital. La misma 
cantidad representa ahora al concepto de valor actual , el cual se introduce aqui 
debido a su utilidad en el estudio de las rentas, que constituyen una aplicacion 
importante del interes compuesto. 
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1 +e= ( 1+ f)‘ 

= (1.02)4 
= 1.0824 


Por tanto, la tasa efectiva es 

e = 1.0824 — 1 = .0824 = 8.24 por ciento 

Para encontrar ya sea el monto ya sea el valor actual correspondien- 
tes a una tasa nominal solo es necesario emplear la formula que se ob- 
tiene de (18.1) remplazando la tasa r por la tasa j/m y el numero de 
periodos en t anos si hay m periodos por ano. Haciendo estas sustitu- 
eiones en (18.1), se obtiene 


► « 



(18.4) 


y resolviendo para P 9 se obtiene 

► p = s ( i+ £T"‘ 


(18.5) 


Observese que los valores entre parentesis en las expresiones (18.4) 
y (18.5) tambien pueden obtenerse mediante las Tablas IV y V, del 
Apendice, respectivamente. 

EJEMPLO 2 iQue valor representan en la fecha actual $720 pagaderos en 4 aiios empleando 
una tasa de 5% con capitalizacion semestral? 

Solucion: En este problema S = $720, t = 4, / = 5%, y m = 2. Sustituyendo en 
(18.5), se obtiene 


P 


72°(l + f) 

720(.82075) 

$590.94 


-( 2 ) ( 4 ) 

- 720(1 + .025)-* 

segun la Tabla V del Apendice, columna 
del 2J% y renglon con n = 8 


EJERCICIO 77. INTERES COMPUESTO 

Encuentrese el valor de S, P, j, m o t que no aparece entre los datos de los proble- 
mas 1 a 24. 

1: P = $400, j = 6 por ciento m = 1, t = 13 anos 
2: P == $500, j = 5por ciento m = 1, t = 8 anos 
3: P = $240, j = l.Spor ciento m = 1, t = 6 anos 
4: P = $735, j = 3 por ciento m = 1, t = 4 anos 
5 : S = $3600, j — 4por ciento m = 1, t = 37 anos 
6: S — $5500, j = 2 por ciento m = 1, t = 26 anos 
7: S = $460, j = 2.5por ciento m = 1, t = 44 anos 
8: S = $1270, j = 3 por cientowi = 1, t == 11 anos 
9: P = $560, j = 6 por cientom = 2, t = 17 aiios 
10: P = $2350, j = 5por cientom = 2, £ = 20 aiios 
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11: P = $4600, j = 6 por ciento, m = 4, t = 12 anos, 

12: P = $7500, j = 8 por ciento, m = 4, £ = 9 anos, 

13: S = $5200, j = 5 por ciento, m = 2, £ = 8 anos, 

14: S = $2100, j = 8 por ciento, m = 2, £ = 23 anos, 

15: S = $1120, j = 6 por ciento, m = 4, f = 11 anos, 

16: S = $480, j = 8 por ciento, m — 4, £ — 7 anos, 

17: P = $1000, S = $1194.10, j = 6 por ciento, m = 2 

18: P = $1800, S - $2771.10, j = 8 por ciento, m = 2 

19: P = $540, S = $2836.78, j = 10 por ciento, m = 2 

20: P = $770, S = $1768.84, j = 4 por ciento, m = 2 

21: P == $500, S = $700, m = 1, t = 10 anos, 

22: P = $300, S = $461, ra = 2, £ = 9 anos, 

23: P = $750, S = $1010, m = 1, t = 7 anos, 

24: P = $470, S = $920, m = 2, £ = 12 anos. 


Encuentrense las tasas efectivas equivalentes a las tasas nominales dadas en los 
problem as 25 a 32. 


25: j = 6porciento,m = 2 
27: j = 5por ciento,m = 2 
29: j = 8porciento,m = 4 
31 :' j = lOpor ciento,m = 4 


26: j = 4por ciento,m — 2 
28: j = 3por ciento,m = 2 
30: i = 6por ciento,m = 4 
32: j = 9por ciento ,m = 3 


33: Un padre deposito $1 000 a nombre de su hijo, el dia de su nacimiento, en un 
Banco que paga el 4% con capitalizacion semestral. Calculese la cantidad que ha- 
bra a favor del hijo cuando entre a la universidad a la edad de dieciocho anos. 

34: Una persona le paga a un contratista dandole a escoger entre S13 000 al con- 
tado y $17 454 pagaderos en cinco anos. iQue seleccion debe hacer el contratista 
con base en una tasa de 6% con capitalizacion semestral y cuanto habra ganado 
a los cinco anos de la operacion como resultado de esa mejor seleccion? 

35: Una tienda ofrece un refrigerador por $6 000 al contado o por S6 380 a pagar 
en un ano. ^Que plan debe escoger un comprador con base en una tasa de 69c con 
capitalizacion semestral y cuanto habra ganado al final de un ano como resultado 
de esa seleccion? 

36: La familia A renta una casa propiedad de la familia B, pudiendo pagar 
$1 080 al principio del ano o bien $1 169 al final del ano. <? Que seleccion debe hacer 
la familia A si el valor del dinero es 8% capitalizable trimestralmente y que utili- 
dad se obtendra al final del ano como resultado de esa seleccion? 

37: Un hacendado vendio su propiedad por $8 000 de contado, $7 000 pagaderos 
en cinco anos y $9 000 pagaderos en diez anos. Calculese el valor equivalente de 
contado de la venta si el dinero vale 5%. 

38: Para comprar un lote una persona deposita $1 200 en un Banco de ahorro el 
primero de junio durante tres anos consecutivos. Calculese de cuanto dispondra un 
ano despues del ultimo deposito si el Banco paga el 4%. 

39: Una persona compro una propiedad pagando $7 000 de contado y $3 000 anua- 
les por cuatro anos consecutivos. Calculese el valor de contado de la propiedad si 
el dinero vale 49& capitalizable semestralmente. 

40: Una granja se paga con $8 000 de contado y $5 000 anuales durante tres 
anos. Calculese el pago total equivalente, al final de los tres anos, si el valor del 
dinero es 6% capitalizable trimestralmente. 

41: l Cuanto tiempo necesitara un capital para duplicarse con una tasa efectiva 
de 5%. 

42: i Cuanto tiempo necesitara un capital para duplicarse al 4 % capitalizable 
semestralmente ? 

43: i Cuanto tiempo mas necesitara un capital para duplicarse con una tasa efec- 
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tiva de 6% que al 6% con m — 4? 

44: ^Cuanto tiempo mas necesitara un capital para triplicarse al 5% que al 5% 
con m = 2? 

45: i Que tasa efectiva se requiere para que $1000 den un monto de $1670 en 
trece anos? 

46: l Que tasa con capitalizacion semestral se requiere para que $1 400 den un 
monto de $1 750 en cinco anos? 

47: Una persona invirtio $8 000 a nueve anos, obteniendo un monto de $11700. 
Calculese la tasa efectiva empleada en la operacion. 

48: l Que tasa con capitalizacion semestral debe emplearse para que $1 600 den 
un monto de $2 880 en once anos? 


18.4 RENTAS 


renta 


renta 

vencida 

renta 

anticipada 
periodo de 
la renta 
pago, 
periodico 


Una inversion puede hacerse estipulando que el interes, o el in teres 
mas una parte del capital, se pague a intervalos regulares empezando 
en una fecha especificada. Originalmente dichos pagos se hacian anual- 
mente, por lo cual se designaba al proceso con el nombre de anualidad; 
sin embargo, ahora resulta frecuente emplear cualquier intervalo regu¬ 
lar, por lo que se refiere el nombre de renta para designar a la serie 
de pagos iguales. Por otra parte, las instituciones financieras facilitan, 
desde hace tiempo, que una persona establezca su propio fondo efec- 
tuando depositos regulares, los que a su vez garantizan el pago pos¬ 
terior de una renta. Por tanto, ya sea con el proposito de establecer un 
fondo o bien de obtener pago de un fondo, se llamara renta a una 
serie de pagos iguales hechos a intervalos iguales. 

Existen varios planes de pagos de uso comun que son rentas, como, 
por ejemplo, las compras en abonos y la amortizacion de hipotecas. 
Cualquiera que sea el proposito de los pagos la base matematica del 
sistema la constituye el interes compuesto. Uno de los problemas de 
rentas es el calculo del pago que debe hacerse al final de cada inter¬ 
valo durante un determinado numero de anos y con una tasa de interes 
conocida para que se produzca un monto fijado de antemano. Otro 
problema podria ser el de una persona que compra en abonos y desea 
conocer cuanto interes se le cargara en su serie de pagos. Como una 
aplicacion mas se tiene el caso de la persona que paga una hipoteca y 
desea conocer que parte de uno de sus pagos se aplica al capital y 
que parte del capital se ha pagado ya. 

Como se hizo notar, los pagos que forman una renta se hacen a in¬ 
tervalos regulares, pudiendo hacerse ya sea al principio o al final del 
intervalo; si se hacen al principio la renta se llama renta anticipada , 
y si se hacen al final, la renta se denomina renta vencida. El tiempo 
que transcurre entre cada pago se llama periodo de la renta. La can- 
tidad invertida al final o al principio de cada periodo se llama pago 
periodico. El tiempo entre dos sumas sucesivas de intereses al capital 
se llama periodo de capitalizacion. El termino de una renta se obtiene 
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multiplicand© el numero de pagos por el tiempo que transcurre entre 
dos pagos consecutivos. El monto de una renta es la suma de los montos 
de los diversos pagos, todos calculados hasta el final del termino. Por 
ejemplo, si un inversionista obtiene un monto de $ 853.30 depositando 
$ 100.00 al final de cada trimestre, durante ocho trimestres, en un fondo 
que produce el 8% capitalizable trimestralmente, entonces el monto 
es $ 853.30, el pago periodico es $ 100.00, el periodo de la renta es tres 
meses, el termino es (8) (tres meses) = dos anos, el periodo de capi¬ 
talizacion es tres meses y la tasa de interes por periodo es (%) 
( 8 %) = 2 %. 

Se discutiran unicamente problemas de renta en los que el periodo 
de capitalizacion y el periodo de la renta coincidan, aunque en la prac- 
tica no es obligatorio que esto suceda. 


18.5 MONTO DE UNA RENTA 


Se determinara el monto para $ 1.00, invertido al final de cada perio¬ 
do de pago, durante un termino de n periodos y suponiendo que el di- 
nero vale i por cada periodo. El primer pago periodico se invierte du¬ 
rante ( n —1) periodos, el segundo durante in — 2) periodos, el ter- 
cero durante ( n — 3) periodos, . . . , el ultimo durante cero periodos. 

De donde, empleando la formula para el monto a interes compuesto, 
resulta evidente que estos pagos se acumularan en (1 + £)” -1 , (1 4- i) n ~ z , 
. . . y 1, respectivamente, al final del termino. Estas potencias de 1 + i 
forman una progresion geometrica de n terminos. Invirtiendo su orden, 
se tiene a = 1, r, — 1 + i, y n = n. Por tanto, el monto de una renta 
vencida puede obtenerse mediante la suma de esta progresion geometri¬ 
ca. En consecuencia, si se designa el monto de una renta por el sim- 
bolo s^ii se tiene, (*) 


S^li 


1 - 1(1 + »> 
1 - (1 + i) 


1 - (1 + 


—i 


pues to que s — 


(i — ar n 

1 - r 


(18.6) 


De donde, multiplicando el numerador y el denominador por — 1, se 
observa que 


► 


s^li = 


(1 +- 1 
i 


(18.7) 


valor actual 
de una renta 
vencida 


es el monto de una renta vencida de $ 1.00 por periodo, durante un 
termino de n periodos, siempre que el dinero valga i por periodo y 
siempre que coincidan el periodo de capitalizacion y el periodo de la 
renta. 

Si el pago es R pesos por periodo, y si el monto se representa por 
S se tiene 


* Est©* simbolo se lee s angulo n a i y significa el valor aeumulado de 1 al final 
de cada periodo para n periodos y a un interes i por periodo. 
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^ S RSn 1 % 


( 18 . 8 ) 


Existen tablas en las cuales se pueden obtener los valores de sjli pa¬ 
ra cualesquiera valores de n y de i que generalmente ocurren en las 
operaciones comerciales. La tabla VI en el apendice es una tabla de 
esta clase abreviada y puede usarse para resolver los problemas de es- 
te libro. 

EJEMPLO 1 £Cual es el monto de una renta vencida, si el pago semestral es de $100.00 durante 
un termino de seis aiios y si el dinero vale 5 por ciento capitalizable semestralmente ? 

Solution: Puesto que el dinero vale 5 por ciento capitalizable semestralmente, la 
tasa por periodo es 2^ por ciento; ademas, hay 12 periodos semestrales en los seis 
aiios. De donde, sustituyendo en la formula del monto de la venta ordinaria, se 
tiene 

S = -RSlij.025 

Si en la tabla VI, se busca en la columna encabezada por 2£ por ciento, y en la 
linea que corresponde a n = 12, se encuentra 13.7956. Este es el monto de una 
renta vencida de $1.00, por periodo, durante 12 periodos al 2-J por ciento. De ahi que 

S = $100(13.7956) = $1379.56 

Si esta hubiera sido una renta anticipada en lugar de una renta ven- 
eida, se hubiera encontrado el monto efectuando exactamente los mismos 
calculos anteriores multiplicand© el miembro de la derecha de (18.8) 
por 1 + i; de aqui que el valor actual de una renta anticipada con ven- 
cimientos periodicos de, R por periodo, durante n periodos, a un interes 
de i por periodo, sea. 

S(anticipada) = (1 + i) . (18.9) 

EJEMPLO 2 Si se aplica al caso del ejemplo 1 una renta anticipada el resultado alii obtenido 
habra que multiplicarlos por 1 + i = 1.025. 

S (anticipada) = ($1379.56) (1.025) 

= $1 414.05 

18.6 VALOR ACTUAL DE UNA RENTA 

El valor actual de una renta es el valor de contacto equivalente a la 
serie de pagos. 

De donde, si el valor actual se acumula a la tasa dada por el termino 
de la renta, se obtiene una cantidad igual al valor del montp, En con- 
secuencia, si A y S representan, respectivamente, el valor actual y el 
valor del monto de una renta, entonces mediante el uso de la formula 
del monto compuesto, se tiene 

S — A(1 -j- i) n 

Si esta ecuacion se resuelve para A, se obtiene 
A = S(1 + t)“» 
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valor actual 
de una renta 


EJEMPLO 1 


valor actual 
de una renta 
anticipada 


EJEMPLO 2 


EJEMPLO 3 


Reemplazando S por su valor dado en ( 18 . 8 ), parrafo anterior, se tiene 

A = R ^ -- + ^ ~ 1 j (1 + i)~n 

Y, por tanto, 

y A = R — ( \- + - - ] = ito (18.10) 

es el valor actual de una renta veneida de R pesos por periodo durante 
un termino de n periodos, siempre que el dinero valga i por periodo y 
siempre que coincidan el periodo de capitalizacion y el periodo de la 
renta. 

Los valores de a^\i desde n = 1 hasta n = 50, y para i igual a 1 L 
2, 2-E, 3, 4, 5, y 6 por ciento, se pueden obtener en la tabla VII del 
apendice. 

La formula del valor actual de una renta anticipada se puede dedu- 
cir de (18.10), multiplicando 1 + i 9 puesto que cada pago es anterior 
en un periodo al correspondiente pago de una renta veneida. 

<?Cual es el valor actual de una renta veneida de $50.00 trimestrales durante diez 
anos si el dinero vale 8 por ciento capitalizable trimestralmente ? 

Solucion: Puesto que el numero de periodos es (10) 4 = 40, y la tasa es 2 por 
ciento por periodo, se tiene 

A = $50a^[.o2. 

Si se busca en la Tabla VII en la columna encabezada por 2 por ciento, y para 
n = 40, se encuentra 27.3555. Por tanto, 

A = $50(27.3555) 

= $1367.78 

Si esta hubiera sido una renta anticipada, se hubiera obtenido el va¬ 
lor actual efectuando las mismas operaciones anteriores y despues mul¬ 
tiplicando el resultado por 1 + i 9 puesto que cada pago de una renta 
anticipada es anterior en un periodo al correspondiente pago de una 
renta veneida. Asi, 

^ A anticipada = RA^( 1 + i) (18.11) 

<?Cual es el valor actual de una renta anticipada de $50,000 trimestrales durante 
10 anos si el dinero vale 8 por ciento capitalizable trimestralmente? 

Solucion: Este caso difiere del expuesto en ejemplo 1 solamente multiplicar el 
valor alii obtenido por 1.02. 

A anticipada = $1367.78(1.02) 

= $1395.14 

Encontrar el pago que debe hacerse al final de cada seis meses, durante nueve anos, 
para formar un monto de $5 000.00 si el dinero vale 4 por ciento capitalizable se- 
mestralmente. 

Solucion: Puesto que cada pago se hace al final del intervalo, se trata de una renta 
veneida. Ademas, la tasa por periodo es ^ (4 por ciento = 2 por ciento y hay 
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9(2) = 18 pagos. El valor acumulado S es $5 000.00. Si se sustituyen estos valores 
en la formula (18.8), se obtiene 


$5000 = Bsl 5 ]. 02 
= 21.412312 
__ $5000 
” 21.4123 
= $233.51 


de la Tabla VI, bajo 2 por ciento parte a 18 
resolviendo para R 


nota. Si esta hubiera sido una renta anticipada, la formula para resolver R hubiera 
si do 


$5000 = 22s5l.o2(1.02) 
_ $5000 

siil. 02 (1.02) 

= $228.93 


EJERCICIO 78. RENTAS 

En los problemas 1 a. 24,12 representa el pago periodico; t, el termino en anos, y j, 
la tasa nominal de interes capitalizable m veces por ano; ademas, el periodo de la 
renta y el periodo de capitalizacion coinciden. 

Encuentrense el monto y el valor actual de las rentas vencidas descritas en los 
problemas 1 a 12 . 

1: R = $500, t = 7 anos j — 4 por ciento, ra = 1 

2 : R = $600, t = 5 anos j — 5 por ciento, m — 1 

3 : 12 = $300, t = 17 anos, j = 6 por ciento, m = 1 

4: 1? — $700, £ = 25 anos, j = 4 por ciento, m = 1 

5: = $200, t = 19 anos, j = 6 por ciento, m — 2 

6 : jR = $720, t — 23 anos, i = 5 por ciento, w = 2 

7: R = $1250, i = 24 aiios, j = 8 por ciento, w = 2 
8 : = $540, t = 16 anos, i = 4 por ciento m = 2 

9: 12 = $860, t = 12 aiios, j = 6 por-ciento m = 4 

10: 12 = $1130, t = 9 aiios, i = 8 por ciento m = 4 

11 : 12 = $214, i ~ 8 aiios, j = 6 por ciento m = 4 
12: 12 = $570, £ = 11 aiios . j = 10 por ciento,^ — 4 

Encuentrese el monto y el valor actual de las rentas anticipadas descritas en los 
problemas 13 a 24. 

13: R = $800, t = 42 aiios, j = 6 por ciento, m = 1 

14: = $500, £ = 29 aiios, j = 5 por ciento, m = 1 

15: 12 = $400, t = 38 aiios, j = 3 por ciento, m = 1 

16: R = $1250, t = 28 aiios, j = 4 por ciento, m = 1 
17: 12 = $350, £ = 23 aiios, j = 6 por ciento, m = 2 

18: R = $590, £ = 17 aiios, j = 5 por ciento, m = 2 

19: R — $280, £ = 9 aiios, j — 4 por ciento, m = 2 
20: 12 = $920, £ = 18 aiios, j = 8 por ciento, m = 2 

21: 12 = $270, £ = 11 aiios, j = 8 por ciento, m = 4 

22: 12 = $460, £ = 7 aiios, i == 10 por ciento, m = 4 

23: 12 = $950, £ = 12 aiios, J — 0 por ciento, m = 4 

24: 12 = $180, £ = 5 aiios, j = 8 por ciento, w = 4 

25: Una familia compra una casa mediante un pago inicial de $30 000 y pagos 
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anuales de $15 000 durante nueve anos. Calculese el precio de contado equivalente 
si el valor del dinero es 6%. 

26: Una persona hace un pago inicial de $5 000 por un automovil y luego paga 
$2 500 por trimestre durante 2.5 anos. Calculese el precio de contado del automo¬ 
vil si el valor del dinero es 8% con capitalizacion trimestral. 

27: El beneficiario de una poliza de seguro recibe un pago inicial de $2 000 y 
luego recibe $1 000 cada seis meses durante diez anos. Calculese el valor de con¬ 
tado de la poliza si el valor del dinero es 5% capitalizable semestralmente. 

28: El comprador de una poliza de seguro debera recibir $5 200 en su sexagesimo 
quinto cumpleanos y $800 cada tres meses hasta que cumpla setenta anos, inclusive. 
Calculese el valor de contado de esta poliza en el dia en que la persona cumple 
sesenta y cinco anos si el valor del dinero es 6% capitalizable trimestralmente. 
29: Un matrimonio decide invertir $10 000 por semestre para comprar una casa 
en cinco anos. Si les es posible mantener esta inversion y lo hacen en una com- 
pania que les paga el 6% capitalizable semestralmente, <?de cuanto podran disponer 
para la casa? 

30: Un negocio se puede comprar pagando $1000 al final de cada trimestre du¬ 
rante ocho anos o bien mediante un pago unico de $44 000 al final de los ocho 
anos; <?que plan debe preferir el comprador si el valor del dinero es 8% capitali¬ 
zable trimestralmente? 

31: La maquinaria de una planta puede reemplazarse en diez anos depositando 
$13 000 al final de cada semestre en un fondo que produce el 6% capitalizable 
semestralmente. <?Cual es el costo del reemplazo? 

32: Un padre deposita $600 al final de cada semestre, durante catorce anos, en 
un fondo a nombre de su hijo. Calculese el monto total de este fondo si la inver¬ 
sion se hizo al 5% capitalizable semestralmente. 


18.7 PAGO PERIODICO, TERMINO Y TASA 

Frecuentemente se desea eneontrar el pago periodico que debe hacerse 
durante cierto tiempo y eon una tasa dada, para cubrir una deuda o 
para amortizar una cantidad deseada. En otras ocasiones lo que se desea 
caleular es la tasa por periodo o bien el termino. Problemas de estos 
tipos pueden resolverse por medio de la formula del monto (18.8) y 
de la formula del valor actual (18.10), como se ilustra en los tres ejem- 
plos siguientes. 

EJEMPLO 1 Cuanto se debera pagar al final de cada seis meses para obtener un monto de 
$8 000 en diez anos si el valor del dinero es 6% capitalizable semestralmente ? 

Solution: Debe emplearse la formula del monto (18.8), ya que $8 000 es el valor 
al final del termino. Sustituyendq i = i (6%) = 3%, n = 10(2) = 20 y 5 = 


se ha resuelto para R, 

segun la Tab la VI, columna 3 renglon 20, 


$8000, se obtiene 

$8000 — -RS2o].03 

D $8000 

K = ——- 

§201.03 

$8000 
26.8704 
= $297.73 
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EJEMPLO 2 Una deuda de $7300 puede liquidarse con pagos trimestrales de $220, al final 
de cada periodo, durante doce anos. Calculese la tasa de interes con capitalizacion 
trimestral que se ha empleado. 

Solution: Ya que $7300 es el valor al principio del termino, debe usarse la 
formula del valor actual (18.10). Sustituyendo en ella los valores dados se obtiene 


7300 = 220 aial* 
_ 7300 

22() 

- 33.1818 


se ha resuelto para alTjz 


La Tabla septima del Apendice contiene valores de an\u Para n = 48 resulta 
que 33.1818 no aparece en la Tabla. Sin embargo, es posible interpolar entre 
34.0426, para el 1^4%, y 30.6731, para el 2%. Mediante el arreglo usual para la 
interpolacion se obtiene 

flSil.ois = 34.0426/ _) 

ajili = 33.1818/•°°° [3.3695 
G 48 I .02 “ 30.6731 J 

Por tanto, i esta a 0.608, 3,3695 = 0.255 de la distancia de 0.015 a 0.02; en conse- 
cuencia, £ = 0.015-^-0.255(0.005) = 0.0163 

y la tasa nominal capitalizable trimestralmente es j zz 4(.0163) zz .0652 zz 6.52%. 


EJEMPLO 3 ^Cuantos pagos de $70.67 se requieren para obtener un monto de $4 268.61 
si la tasa de interes es 2% por periodo? 


Solution: En este caso se conoce el monto y el pago y se utilizara la formula 
del monto (18.8) para eneontrar el numero de pagos. Sustituyendo R zz $70.67, 
S zz $4 268.61 e i zz 2% en la formula (78.8), se obtiene 

4268.61 - 70.67sni.o2 
4268.61 

^si.02 70 67 ^ ha TGsudto para Sjj].o2 

= 60.4020 

En la Tabla VI del Apendice se encuentra 60.4020 bajo el 2% y en el renglon 
40; por tanto, se requieren 40 pagos. 


EJERCICIO 79. PAGO PERIODICO, TASA Y TERMINO 

Encuentrese el pago periodico correspondiente a cada una de las anualidades 
vencidas descritas en los problemas 1 a 8. 

1 : A — $7750, t - z: 13 anos, / =-6 por ciento, m zz 1 

2: A —~ $3960, t — 5 anos, j = 5 por ciento, m — 2 

3: A -zz $16 400, t zz 14 anos, y zz 8 por ciento, m zz 2 

4: A zz $6738, t = 9 anos, j zz 6 por ciento, m =. 4 

5: S - z $19 800, t zz 17 anos, y z= 5 por ciento, m zz 1 

6: S zz $6200, t — 1 anos, y zz 6 por ciento, m zz 2 

7: S — $9600, t z 10 anos, y zz 8 por ciento, m = 4 

8: S = $29 860, t zz 12 anos, / zz 6 por ciento, m z 4 

Encuentrese la tasa nominal, con aproximaeion de .01%, en cada uno de los pro¬ 
blemas 9 a 16. 

9: R zz $200, A = $2600, t — 23 anos, m zz 1 
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10: R — $400, A — $7000, t — 33 anos, m = 1 

11: R — $250, A — $6300, t = 19 anos, m — 2 

12: R — $380, A = $11 500, t — 11 anos, m — 4 

13: R — $630, S = $75 600, t — 31 anos, m = 1 

14: /? = $420, S $50 000, t — 21 anos, m — 2 

15: z= $130, S = $4040, t — 12 anos, m ~ 2 

16: /\ = $680, S = $44 444, t — 1.1 anos, m = 4 

Encuentrese el termino en anos para cada uno de los problem as 17 a 24. 

17: A — $2989.87, R — $220, j — 4 por ciento, m = 1 

18: A — $1596.91, R = $170, j — 5 por ciento, m — 1 

19: A = $6078.11, R — $340, j — 6 por ciento, m — 2 

20: A — $8588.47, R ' — $280, j = 8 por ciento, m = 4 

21: S = $1846.88, R = $130, j — 5 por ciento, m — 1 

22: 5 = $3948.32, R = $82, / — 5 por ciento, m — 2 

23: S — $5217.39, R — $75, j — 6 por ciento, m = 4 

24: S = $7483.60, R — $308, / z= 8 por ciento, m = 4 

25: Una persona compra una propiedad de $37 SCO haciendo un pago de $7 500 
al contado. <?Cuanto debe pagar cada seis meses, durante tres anos, para liquidar 
el valor de la propiedad si se le carga el 6% capitalizable semestralmente? 

26: Una familia considera que necesitara reemplazar su estufa, refrigerador y 
calentador de agua dentro de seis anos, con un costo total de $11 000. Calculese 
cuanto deben ahorrar al final de cada trimestre, durante los proximos seis anos, 
para estar en condiciones de pagar al contado los articulos mencionados si sus 
ahorros ganan 6% con capitalizacion trimestral. 

27: El senor Gomez desea poder pagar al contado un automovil de $32 000 
dentro de tres anos. Calculese cuanto debera invertir al final de cada trimestre 
en una compania que le paga el 8% capitalizable trimestralmente. 

28: Una persona compra un terreno de $58 000 haciendo un pago inicial de 
$13 000. Calculese cuanto debera pagar al final de cada semestre para terminar 
de liquidar la deuda en treinta meses si el valor del dinero es 6% con m = 2. 
29: El senor Campos paga una deuda de $39 000 en siete anos mediante abonos 
de $6 500 al final de cada ano; que tasa efectiva se ha empleado? 

30: El senor Martinez obtiene un monto de $93 000 en ocho anos invirtiendo 
$10 350 al final de cada ano. Calculese la tasa efectiva. 

31: Los Perez pagan una deuda de $7 200 mediante abonos de $720 al final de 
cada semestre durante seis anos. Calculese la tasa nominal capitalizable semestral¬ 
mente que fue empleada. 

32: Una familia obtiene un monto de $6 750 en cuatro anos, depositando $750 
al final de cada semestre en un Banco de ahorro. Calculese la tasa nominal 
capitalizable semestralmente pagada por el Banco. 
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PERMUT ACIONES 
Y COM BIN ACIONES 


son de ocurrencia frecuente en la industria y en la administracion 
gubernamental los problemas que requieren el calculo del numero de 
todos los subeonjuntos que pueden formarse con un conjunto dado de 
simbolos, objetos o sucesos. Por ejemplo, una compania telefonica debe 
proporcionar a cada suscriptor un numero unico y que, preferentemente, 
sea facil de manejar; un gobierno estatal confronta un problema seme- 
jante al asignar placas de identificacion para los vehiculos. El sistema 
que se selecciona debe tener suficiente amplitud para cubrir el numero 
de elementos que se haya previsto; el problema es, entonces, calcular 
cuantos subeonjuntos distintos se pueden formar con un conjunto dado 
de simbolos. 


19.1 DEFINICIONES 


elemento, 

combination, 

permutation 


En este capitulo estudiaremos colecciones y ordenaciones de simbolos, 
objetos o sucesos. Cada simbolo, objeto o suceso se llama elemento; ade- 
mas, cada coleccion o grupo de elementos se llama combination y a cada 
ordenacion unica de elementos dentro de la combinacion le llamaremos 
permutation. Notese que una permutacion se caracteriza por el or den 
de los elementos que la forman. Una combinacion es un conjunto de 
elementos diferentes en cualquier or den. Generalmente estos elementos 
son de la misma especie, pero no es absolutamente necesario. Todos los 
elementos pueden ser empleados en cualquier permutacion o combina¬ 
cion, pero no es necesario utilizarlos todos. 
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19.2 PRINCIPIO FUNDAMENTAL 


Se establecera primero el principio fundamental y luego se ilustrara 
resolviendo los dos problemas siguientes: 

Si un primer suceso puede verificarse de hi modos diferentes, y si 
despues de haber ocurrido este puede verificarse un segundo suceso de 
h% modos diferentes, entonces, los dos sucesos, pueden verificarse en el 
orden mencionado de hi h% modos diferentes. 

EJEMPLO 1 i De cuantas maneras diferentes pueden seleccionarse parejas de un grupo de 5 
muchachos y 6 muchachas? 

Solucion: Cada muchacho puede ser seleccionado de cinco modos diferentes, lue¬ 
go, cada muchacha puede ser seleccionada de seis modos; de aqui que cada pa¬ 
re j a puede ser escogida de (5) (6) =30 modos diferentes. 

Si el problema comprende mas de dos sucesos, se puede ampliar el 
principio fundamental del modo siguiente: Si despues de haber ocurri¬ 
do los dos primeros sucesos, puede ocurrir un tercero de hg modos dife¬ 
rentes, un cuarto de h 4 modos diferentes, y, por ultimo, un enesimo de 
h n modos diferentes, entonces, los n sucesos pueden ocurrir en el orden 
indicado de hi h 2 h 3 h 4 • • • h n modos. 

EJEMPLO 2 £ Cuantas placas de identificacion de automoviles pueden fabricarse usando en 
cada placa dos letras y cuatro digitos? 

Solucion: En este problema, se pueden usar eualquier letra o cualquier digito 
mas de una vez en cada placa. Por ejemplo, AAllll es un numero permitido. Se 
considerara que el digito que sigue de la segunda letra puede ser cero. En este 
caso, el primer suceso es la eleccion de la letra que ocupe el primer lugar en la 
placa. Puesto que bay 28 letras para escoger, hi — 28. De manera analoga h 2 z= 28. 
Puesto que cualquiera de los numeros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 6 9, se pueden 
usar en cualquiera de los otros cuatro lugares de la placa, entonces hz — 10, hi 10, 
hs z= 10 y he, — 10. Por tanto, el numero total de placas posibles es 

28 x 28 X 10 X 10 X 10 x 10 = 7 840 000. 

En este ejemplo se determinara el numero de placas posibles si una letra o un 
digito no aparecen repetidos en la placa. En este caso, hi — 28, h 2 = 27 (puesto 
que para el segundo lugar solo, quedan 27 letras disponibles), hz = 10, h± = 9, h 5 
= 8 y h$ = 7. Por tanto, el numero total de placas posibles de acuerdo con la 
condicion impuesta es 28 X 27 X 10 X 9 X 8 X 7 = 3 810 240. 


EJERCICIO 80: PERMUTACIONES DE n ELEMENTOS 

l Cuantas licencias de vehiculos pueden hacerse si cada una de ellas consta 
de tres letras seguidas por un numero de dos digitos, sin repetir ni las letras ni 
los numeros? 

Resuelvase el problema 1, si las letras y los numeros pueden repetirse. 

<?Cuantos comites formados por un estudiante de segundo ano, uno de ter¬ 
cero y dos de cuarto pueden seleccionarse entre siete estudiantes de segundo ano, 
nueve de tercero y cinco de cuatro? 
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4: <?En cuantas formas se pueden seleccionar un aleman, un escoces y dos bin- 

dues entre un grupo de ocho personas de cada nacionalidad? 

5: <?En cuantas formas puede poner su mesa una ama de casa si dispone de 

cinco man teles, de cuatro vajillas y de ties juegos de cucliilleria? 

6: En cuantas formas se pueden designar los jardineros en un juego de beis- 

bol si se dispone de cuatro jardineros izquierdos, cinco centrales y seis derechos? 

7: <?Un cuantas formas puede un campesino ir al pueblo si tiene tres guayines 

y ocho caballos y se necesitan dos caballos para tirar de un guayin? 

8: £ Cuantos menus, formados ]>or una sopa, una carne, dos vegetales y un pos- 

Ire pueden servirse si se escoge entre cuatro sopas. seis vegetales, tres carnes y 
cinco postres? 

9: Si dos dados se tiran simultaneamente, ^,en cuantas formas pueden caer? 

10: Si cinco monedas se tiran simultaneamente, <;en cuantas formas pueden caer? 

11: Un hombre posee once corbatas, seis camisas, cuatro trajes, ocho pares de 

ealeetines, cero sombreros y tres pares de zapatos. ^En cuantas formas puede 
vestirse para salir a cenar? 

12: £En cuantas formas puede vestirse una mujer que posee cuatro sombreros, 

nueve vestidos, trece pares de aretes y siete pares de zapatos? 

13: En una lista aparecen cinco lil)ros de trigonometria, seis de historia y tres 

de quimica. i En cuantas formas pueden escoger tres libros, siendo uno de cada 
materia? 

14: Cuantas sehales de tres banderas cada una pueden hacerse con nueve ban- 

deras de diferentes colores? 

15: ^En cuantas formas pueden sentarse alternadamente cinco hombres y cuatro 

mujeres en una banra para nueve personas? 

16: ^En cuantas formas pueden sentarse las personas del problema 15 si los 

hombres deben quedar juntos? 

17: Cuantos numeros impares de cuatro digitos pueden formarse con los di- 

gitos L 2, 4 y 6, si no se permite la repeticion? 

18: £ Cuantos numeros pares de cuatro digitos pueden formarse con los digitos 

1, 2, 4 y 6, si no se permite la repeticion? 

19: i Cuantos numeros de cuatro cifras y mayores que 6 000 pueden formarse 
con 8, 7, 5 y 1, sin repetir digitos? 

20: i Cuantos numeros de tres cifras y menores que 500 pueden formarse con 
Z, 3, 7 y 9, si no se permite la repeticion? 

21: El alcalde, cuatro banqueros, dos directores universitarios y un orador van 
a sentarse en un lado de una mesa, debiendo ocupar los asientos centrales 6l al¬ 
calde y el orador y debiendo estar el orador a la derecha del alcalde. £ Cuantos 
ordenamientos son posibles? 

22: Se van a seleccionar tres monedas entre cuatro monedas de 25 centavos, cin¬ 
co de 10 centavos y seis de 5 centavos. <?En cuantas formas puede hacerse la se- 
leccion de manera de que sus valores sumen 40 centavos? 

23: £ Cuantas combinaciones de las tres monedas del problema 22 pueden for¬ 

marse si la suma de valores debe ser mayor de 30 centavos? 

24: <?En cuantas formas pueden seleccionarse las monedas del problema 22 pa¬ 

ra obtener una suma de exactamente 30 centavos? 

19.3 PERMUTACIONES DE ft ELEMENTOS DIFERENTES EN GRUPOS 
DE r ELEMENTOS 

En el parrafo anterior fue definida la permutacion, pero la repetimos 
aqui comb referencia. Toda ordenacion de un conjunto de n elementos, 
se llama permutacion del conjunto. 
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Las ordenaciones abc, acb, bac, bca, cab y cba constituyen las seis 
permutaeiones de las letras a, b y c. Ademas, ab, ba, ac, ca, be y cb son 
las seis permutaeiones de las mismas letras, pero consideradas en gru- 
pos de dos. 

Se considerara que P{n,r) representa el numero de permutaeiones de 
n objetos considerados en grupos de r objetos y se obtendra una formula 
para valuar ese simbolo.* Se puede llenar el primer lugar de la ordena- 
eion de n modos. Despues de que se ha llenado esta primera posicion, 
se tienen n — 1 modos de llenar la segunda, luego n — 2 para la tercera, 

P(n,r ) = n{n — l)(n — 2) ■ ■ • (n — r — 1) 


permutacio- 
nes de n 

objetos 
tornados en 
grupos de r 


y por ultimo, n — (r — 1) = n — r + 1 modos de llenar la posicion r. 

(n — r) ! 

Si se multiplica el miembro de la derecha de esta igualdad por- 

(w —r)! 


se obtiene 


n(n — l)(n — 2) • • • (n — r + l)(n — r)! _ n\ 

(n — r) l (n — r)\ 

En consecuencia. 


^ P(n,r) 


n\ 

{n — r)! 


(19.1) 


permutacio- 
nes de n 
objetos 
tornados en 
grupos de n 


Para obtener el numero de permutaeiones de n objetos considerados 
en grupos de n objetos se hace r — n en. (19.1). De este modo se obtiene 

► P(n,w) = w! (19.2) 

puesto que por definicion 0! = 1. 


EJEMPLO 


Encontrar los numeros que pueden formarse con los cuatro digitos 1, 2, 3 y 4 sin 
repetir ningun digito. 


Solution: El numero de numeros de cuatro digitos que se puede formar con las 
cifras 1, 2, 3 y 4 es, de acuerdo con (19.2), 41=4x3x2x2x1 = 24. 

EJEMPLO 2 Seis personas entran a un cuarto en el que hay 10 sillas. De cuantos modos pue¬ 
den ocupar las sillas? 


Solution: Puesto que unicamente se ocupan 6 de las sillas, el numero de diferen- 
tes modos de ocupar las sillas es igual al numero de permutaeiones de 10 objetos 
considerados en grupos de 6. Esto es 


P(10,6) 


10 ! 

(10 - 6 )! 


(10) (9) (8) (7) (6) (5) (41) 
(4!) 


= (10)(9)(8)(7)(6)(5) 


151,200 


19.4 PERMUTACIONES DE n ELEMENTOS, NO TODOS DIFERENTES ENTRE SI 

Si los elementos de un conjunto n objetos no son todos diferentes entre 
si, el problema de determinar el numero de permutaeiones del conjunto 

* Se usan tambien los simbolos P y P n . 
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permutacio¬ 
nes de objetos 
semejantes 


EJEMPLO 1 


presenta un nuevo aspecto. Por ejemplo, en las dos permutaciones de las 
letras a y b solo hay una permutacion de la letra a con a, ya que una 
letra no puede distinguirse de otra y las dos solo pueden, por ello, colo- 
carse en una sola y unica ordenacion. Se supondra que s miembros del 
conjunto son iguales entre si y los n — 5 elementos diferentes se desig- 
naran por t\, t^ . . . t n - s . Se pueden obtener todas las permutaciones de 
los n elementos distribuyendo los tx, t% . . . t n - 8 en las n posiciones de to- 
dos los modos posibles y llenando luego los espacios vacios con los s ele¬ 
mentos identicos. Esto equivale a separar las posiciones 1, 2, 3 ... , 
/i en re — s grupos de tantos modos como sea posible, esto es, a encontrar 
el numero de permutaciones de n objetos considerados en grupos de 
n — s objetos.* De acuerdo con (19.1), en el parrafo anterior, se tiene 


P(n, n — s) 


nl _ nl 

[n — (n — s)]! si 


Por tanto, si s miembros de un conjunto de n elementos son iguales, el 
numero de permutaciones de los n elementos considerados en grupos 
de n es igual al numero de permutaciones de n objetos tornados en gru¬ 
pos de n , dividido por el numero de permutaciones de s objetos conside¬ 
rados en grupos de s. Mediante la repetida aplicacion de este principio 
se puede obtener el teorema siguiente: Si en un conjunto de n objetos 
hay g grupos, el primero de los cuales contiene nx miembros iguales 
entre si; el segundo contiene n% miembros iguales entre si; el tercero ns 
miembros tambien iguales entre si y asi sucesivamente hasta el grupo g 
que tiene n 0 miembros iguales entre si; entonces, el numero de permu¬ 
taciones de los n objetos considerados en grupos de n, es 

nl 

Wi!n 2 ! • • • n g \ 


i De cuantos modos se pueden ordenar las letras de la palabra Monterrey? 


Solution: La solucion de este problema implica el numero de permutaciones de 9 
letras consideradas en grupos de 9; las letras e y r aparecen repetidas dos veces. 
Por tanto, el numero de ordenaciones posibles es 


11! 

212 ! 


(9X8K7X6)(5)(4)(8)ff)(l) 

( 21 ( 1 ) ( 2 }( 1 ) 


90,720 


EJERCICIO 81: PERMUTACIONES DE n ELEMENTOS EN GRUPOS DE r 
ELEMENTOS; PERMUTACIONES CON ELEMENTOS 
REPETIDOS 

* Este razonamiento es el mismo que se utiliza al encontrar el numero de mane- 
ras en que dos personas pueden sentarse en una fila de cinco sillas, ya que cuan- 
do una de las personas se ha sentado en cualquiera de las cinco sillas la otra pue¬ 
de sentarse en cualquiera de las cuatro restantes, siendo el numero de permu¬ 
taciones (5) (4) = 20. En este problema no importa cuales sillas quedan vacias , 
es decir, no importa donde quedan colocados los elementos particulares que eons- 
tituyen los 5 elementos iguales entre si. 
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Dense el significado y el valor de los simbolos de los problemas 1 a 4. 

1: P( 7,5) 2: P(4,2) 3: P(10,7) 4: P(9,4) 

5: Demuestrese que 2 P ( n 9 n — 2) — P{nji — 1) 

6: Demuestrese que 2 P(n,n — 2) — P(n,n) 

7: Demuestrese que P(n,n — r) P(r ? r — 1) =P(n,n) 

8: Demuestrese que P(n,n — r) P(r, 1) — P{n 9 n — r + 1) 

£ Cuantas permutaciones pueden hacerse con las letras de cada una de las pa- 
labras siguientes, empleando todas las letras en cada permutacion? 

9: Matematicas. 11: Cocodrilo. (Ver resultado, es diferente) 

10: Chihuahua. 12: California. Ver soluciones 

13: Una universidad consta de diez edificios. ^En cuantas maneras puede ha- 
eerse una visita que los comprenda a todos 

14: Cuantos ordenes de bateo son posibles para los nueve jugadores de un 

equipo de beisbol? 

15: Cuantos equipos de futbol americano pueden formarse eon once jugadores, 

si cada uno puede jugar cualquier posicion? 

16: Un vendedor debe visitar a ocho clientes. <?En cuantos ordenes diferentes 
puede hacer las visitas? 

17: Un equipo de basquetbol tiene once miembros y cada uno de ellos puede ju¬ 
gar cualquier posicion, <? cuantas quintas pueden formarse? 

18: <?En cuantas formas pueden sentarse cinco personas en una fila de ocho 
sillas? 

19: <?De cuantas maneras pueden ser los resultados de unas elecciones si hay 
tres candidatos para presidente, cuatro para vicepresidente y cinco para tesorero? 
20: Hay cinco funciones de cine para el martes, otras cuatro para el miercoles 
y seis para el jueves; <?en cuantas formas puede una persona seleccionar una 
funcion para cada una de las tres noches? 

21 : <?En cuantas formas pueden sentarse en fila siete ninos que ineluyen unos 

triates si estos deben quedar juntos? 

22: ^En cuantas formas puede seleccionarse un comite de tres estudiantes entre 

cinco estudiantes de segundo aho, cuatro de tercer aho y seis de cuarto aho, si el 
comite debe comprender un miembro de cada grupo? 

23: i Cuantos equipos de basquetbol pueden formarse con cinco delanteros, tres 
centros y seis defensas? 

24: Hay cinco catolicos, seis protestantes y cuatro judios elegibles para un co¬ 
mite que comprende a una persona de cada grupo; <?en cuantas formas puede 
seleccionarse el comite? 

25: i De cuantas maneras pueden^ arreglarse en un estante siete libros distintos 
de matematicas, cinco libros distintos de fisica y dos libros distintos de quimica 
de manera de que los libros de una misma materia queden juntos? 

26_; <?En cuantas formas pueden sentarse en una fila cuatro africanos, tres eu- 
ropeos y cinco asiaticos de manera de que las personas de un mismo continente 
queden juntas? 

27: l En cuantas formas pueden acomodarse seis ninos huerfanos en diez casas, 
si entre ellos hay unos gemelos y unos triates, los cuales no deben ser separados 
de sus hermanos, y si cada casa puede acomodar, cuando mas, ya sea a un nino 
o a un grupo de hermanos? 

28: <?En cuantas formas distinguibles pueden arreglarse en un estante cinco ejem- 
plares de un libro de algebra, cuatro de uno de geometria y seis de uno de trigo- 
nometrfa? 
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19.5 


COMBINACIONES 


combinacio¬ 
nes n elemen¬ 
tos tornados 
en grupos 
de r 


EJEMPLO 1 


EJEMPLO 2 


19.6 SUMA 


La definieion de combinacion se dio en el capitulo 19.1, pero se repe- 
tira aqui. 

Un conjunto de elementos en el que se prescinde del orden en el que 
los elementos estan dispuestos, se llama combinacion. De acuerdo con 
la definieion anterior, las seis permutaciones xyz , xzy, yxz, yzx, zxy y 
zyx son la misma combinacion. 

Evidentemente, existe solo una combinacion de n elementos conside- 
rados en grupos de n elementos. Sin embargo, el problema de determinar 
el numero de combinaciones de n objetos considerados en grupos de r 
es no solo interesante sino tambien de importancia. Este numero se de- 
signara por C(n,r ) .* El numero de permutaciones de cualquier combi¬ 
nacion de r elementos es r! Por tanto. 


P(n,r ) = rl C(n,r) 

De aqui el numero de combinaciones de n elementos tornados 
pos 1 


C(n,r ) 


PM 

rl 


en gru- 


► cm 


n\ 

(n — r) \ rl 


(19.3) 


Sustituyendo P(n,r ) por su valor dado en (19.1) 

,;Cuantos comites de 7 personas se pueden formar rfin un conjunto de 25 personas? 


Solution: El numero de comites es igual al numero de combinaciones de 25 ele¬ 
mentos tornados en grupos de 7, esto es. 


C( 25,7) = 


25! 
18 !7! 


5 11 

(-2S) (24) (23) ( 22 ) (21) (20) (19) (18!) 
(48t)(T)(6)(5)(4)(3)(2)(l) 


Una negociacion desea emplear 6 hombres y 3 muchachas. i De cuantos modos 
puede hacer la seleccion el gerente si los solicitantes son 9 hombres y 5 muchachos? 

Solution: Los hombres pueden ser seleccionados de C(9,6) modos y los mucha¬ 
chos de C(5,3) modos. Entonces, el numero total de modos en que puede hacerse 

C(9,6)C(5,3) = ( 9 _ 6)!6 ; (5 _ 3)13! 

_ A<8)(7)(6!) (5)(4)(3!) 

(3)(2)(6!) (2) (3!) 

= 840 


DE NUMEROS DE COMBINACIONES 

Si se multiplica y divide la expresion (17.2) por (n — r + 1)! se ob- 
tiene 

* Se emplean tambien los simbolos »C r y C” 
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n(n — 1) 


(» - r + 2)[(n - r + 1)!] _ 


(r - l)!(n - r + 1)! 


—r -blyr —1 


nl 

F-l)i[ W -(r-l)]l - C(»,r - 


Por tanto, el desarrollo de (x + y) n se puede expresar en la forma 

^ (x + 2/) n = x n + C(n, 1) z n_1 ?/ + C(w,2)z n_2 ?/ 2 + * • ♦ 

+ C(n,n — 1) xy n ~ x + C(n,n)y n (19.4) 

La ecuacion (19.4) puede ser empleada par obtener una expresion del 
total del numero de combinaciones de n elementos tornados uno a uno 
dos a dos, yuan. Haciendo x = y — 1 en (19.4) 

(1 + 1)» = 1 + C(», 1) + C(n, 2) + C(»,3) + • ■ ■ + C{n,n - 1) 

+ C(n,n) 

De ese modo, el numero total de combinaciones que se obtienen al con- 
siderar n elementos en grupos de 1, grupos de 2, grupos de 3, etc., hasta 
grupos de n elementos, es igual a 2 n — 1. 

Por ejemplo, el numero total de combinaciones de ocho elementos en 
grupos de uno, grupos de dos y en grupos de ocho es 2 8 — 1 = 255. 


EJERCICIO 82: COMBINACIONES 

1: Encuentrese el valor de C( 8,5), C(13,3). 

2: Encuentrese el valor de C(ll,4), C(19,2). 

3: Demuestrese que C(16,7) =zC(16,9). 

4: Demuestrese que 3C( 16,10) zz 8C( 15,5). 

5: <?Cuantas combinaciones de cuatro letras distintas pueden formarse con die- 
ciseis letras distintas? 

6: <?En cuantas formas puede seleccionarse un destacamento de seis elementos 
entre veinte soldados? 

7: i De cuantas maneras puede escogerse un comite de tres miembros entre 
nueve mujeres? 

8: Una casa de estudiantes consta de veinticinco miembros. ^De cuantas ma¬ 
neras pueden seleccionarse cuatro de ellos para servir como lavaplatos? 

9: Un nino tiene en su alcancia $3.50 en monedas de veinticinco centavos; 
£en cuantas formas puede pagar una deuda de $0.75? 

10: Ocho equipos participan en una competencia atletica. Sin tomar en cuenta 
las loealidades en que se efectuan los juegos, calculese cuantos juegos deben 
efectuarse para que cada equipo juegue con todos los demas. 

11: Once edifieios estan localizados alrededor de un circulo. Calculese cuantas 
banquetas deben construirse para que cada edificio quede conectado a cada uno 
de los demas por una banqueta en linea recta. 

12: £ Cuantas manos de poker de cinco cartas pueden obtenerse con una baraja 

de 52 cartas? 

13: Cuantas diagonales pueden trazarse en un poligono convexo de 17 lados? 

14: <?En cuantas formas pueden seleccionarse cinco listones del mismo color en¬ 
tre siete listones azules y ocho blancos? 

15: <?De cuantas maneras pueden seleccionarse dos listones verdes y tres mora- 
dos entre once listones verdes y siete morados? 
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16: ^En cuantas formas pueden distribuirse 59 canastillas con almuerzos entre 
62 familias si ninguna familia debe recibir mas de una canastilla? 

17: Una asociacion civica tiene 47 miembros, incluyendo cuatro doctores, cinco 
profesores y seis comerciantes. <?De cuantas maneras puede seleccionarse un co¬ 
mite formado por un doctor, un profesor, dos comerciantes y cuatro miembros mas 
si estos ultimos miembros no deben ser doc tores, profesores o comerciantes? 

18: <?De cuantas maneras puede formarse un grupo de accion social integrado 
por dos Sembradores de Amistad, dos Rotarios y dos Leones, que se seleccionan 
entre 25 Sembradores de Amistad, 30 Rotarios y 25 Leones? 

19: Una persona tiene $ 1 en monedas de cinco centavos y $ 1.50 en monedas 
de diez centavos: £de cuantos modos puede hacer un pago de $0.15? 

20: <?De cuantas maneras se pueden formar 20 centavos con 17 monedas de cin¬ 
co centavos y 13 monedas de diez centavos? 

21: ^En cuantas maneras pueden distribuirse cinco personas en cuatro hoteles 
si ninguno de los hoteles tiene lugar para mas de dos personas? 

22: ^En cuantas formas puede dividirse un grupo de ocho personas en un cuar- 
teto para jugar bridge y dos parejas para jugar dam as? 

23: Un grupo esta formado por tres propietarios de carnicenas y siete abarrote- 
ros. Calculese cuantos comites de cuatro miembros pueden formarse si cada comite 
debe comprender, cuando mas, a dos propietarios de carnicerias. 

24: <?En cuantas formas puede dividirse un grupo de ocho hombres y Ocho mu- 
jeres en grupos de cuatro personas formados por dos hombres y dos mujeres? 

25: Cuantas sumas de dinero diferentes pueden formarse con una moneda de 

un centavo, una de cinco, una de diez, una de veinticinco, una de cincuenta y 
un peso? 

26: <? Cuantas de las sumas de dinero del problema 25 tienen un valor superior 

a un peso? 

27: i Cuantos grupos de mas de siete personas pueden formarse con diez per¬ 
sonas? 

28: Cuantos grupos de menos de cuatro personas pueden formarse con diez 

personas? 
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PROBABILIDAD 


t.a medicion de la oportunidad que hay para que algo ocurra o no ocu- 
rra, hajo circunstancias especiales, tiene aplicacion en diversas activi- 
dades humanas. Un apostador experto al estimar su oportunidad de ga- 
nar y un estadistico al construir una tabla de mortalidad tratan de poner 
el azar en una base matematica. Tambien los ingenieros tienen muchos 
problemas en los que es preciso caleular la oportunidad que hay para 
que algo suceda o no suceda. Tanto el apostador como el estadistico y 
el ingeniero utilizan una rama especializada de las malematicas llamada 
calculo de probabilidades. 


20 .1 PROBABILIDAD MATEMATICA 

Si un grupo o una secuencia de circunstancias que motivan que un 
suceso ocurra o deje de ocurrir estan sometidas a una cierta ley conoci- 
da. el resultado puede predecirse con certeza. Si. en cambio, tales cir¬ 
cunstancias no estan gobernadas por ninguna ley, el resultado es cues- 
tion de azar. Por ejemplo, si se arrojan al aire tres monedas de un cen¬ 
tavo. se sabe que caeran a causa de estar sujetas a la ley de gravedad. 
Sin embargo, no se puede asegurar que las tres caeran mostrando las 
caras de igual diseho. De hecho, ya que las tres al caer mostrando caras 
de igual diseho. pueden haeerlo de un solo modo. y pueden en cambio 
dejar de caer mostrando las caras de igual diseho. de tantos modos como 
2 3 — 1 = 7. la probabilidad o casualidad esta en contra de que caigan 
todas de igual manera. En el lenguaje de los apostadores profesionales 
se di ria que las apuestas estan 7 a 1 en contra de que las tres monedas 
caigan mostrando caras de igual diseno. 
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probabilidad 
de ocurrencia 


probabilidad 
de no 
ocurrencia 


EJEMPLO 1 


La probabilidad matematica de que un suceso llegue a ocurrir, es una 
razon que expresa la valuacion numerica de las oportunidades en favor 
de la ocurrencia del suceso. Esta razon se define como sigue: Si un su¬ 
ceso puede ocurrir de h modos y dejar de ocurrir de / modos, la proba¬ 
bilidad, />, de que ocurra es 

M = FT7 (20 - x) 

y la probabilidad q de que no ocurra es 

► « “ h’+l (20.2) 

De (20.1) y de (20.2) se observa que 

V + q = 1 

Entonces, si no es posible que el suceso no ocurra. / = 0, p — 1, y q = 0. 
Reciprocamente, si p = 1, se tiene a partir de (20.1) 

i 

h +f 

En consecuencia. / — 0, y el suceso no puede dejar de ocurrir. Por tan- 
to, la probabilidad igual a uno implica certeza y viceversa. 

En el anterior ejemplo acerca de las tres monedas de un centavo, el suceso de la 
caida de las tres monedas mostrando caras de igual diseno puede ocurrir solo de 
un modo. Ademas, puesto que cada una puede caer de dos modos, las tres pueden 
caer de 2 X 2 X 2. Por tanto, pueden dejar de caer mostrando caras de igual 
diseno de siete modos. Por tanto. la probabilidad de que caigan mostrando caras 
de igual diseno es 

1 1 

V ~ 1 + 7 8 


Debe insistirse en que la probabilidad matematica de que un suceso 
llegue a ocurrir de determinada manera es simplemente la razon entre 
el numero de maneras en que puede ocurrir del modo deseado y el nu- 
mero total de posibilidades. Es evidente que no existe ninguna seguridad 

de que — de veces de las que se arrojan las tres monedas, estas caigan 

mostrando caras de igual diseno. Incluso, durante una experiencia, se 
arrojaron al aire 100 veces tres monedas de un centavo y en 15 veces 

3 

cayeron mostrando caras iguales, esto es, — del numero de veces que 


3 1 

se arrojaron. Notese que — es algo mayor que —, si se compara con la 

20 7 


probabilidad calculada —. 
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EJEMPLO 2 Se escriben en tarjetas diferentes todos los numeros de tres digitos que pueden 
formarse con las cifras de 1 a 9, sin repetir ninguna cifra. Despues se mezclan las 
tar jetas y se dejan hacinadas. Encontrar la probabilidad de que al sacar una 
tarjeta del monton la suma de los digitos del numero que aparece en ella sea 10. 
Solucion: Los grupos de tres enteros diferentes seleccionados entre los numeros 1 
a 9 y cuya suma sea 10, son 7, 2, 1; 6, 3, 1, y 5, 4, 1. Con cada uno de estos 
grupos se pueden formar tantos como P(3,3) = 3! = 6 numeros de tres digitos. 
Por tanto, en el monton hay 24 tar j etas en las que estan escritos los numeros de- 
seados. En consecuencia, h = 24. Ademas, en el monton hay P(9,3) = 504 tar- 
jetas. De ese modo / = 504 — 24 = 480. Por tanto, 

24 24 1 

V 24 + 480 504 ‘ 21 

EJEMPLO 3 Cual es la probabilidad de sacar de una bolsa 3 bolas blancas y 4 negras, si la 
bolsa contiene 5 bolas blancas y 6 bolas negras y si simultanea y arbitrariamente 
se sacan de ella 7 bolas? 


Solucion: Primero se debe determinar el numero de modos, C (5,3) en que 3 bo¬ 
las blancas se pueden sacar de un conjunto de 5 bolas blancas y el numero de 
modos, C(6,4), en que se pueden sacar 4 bolas bolas negras de un conjunto de 6 
bolas negras. Luego, se debe determinar el numero de modos, C (11,7), en que 7 
bolas se pueden sacar de 11. De ese modo, se observa que la combinacion de 
bolas deseada se puede obtener de C(5,3), C(6,4) modos; en consecuencia, la 
probabilidad de sacar esta combinacion es 


C(5,3)C(6,4) 

C(ll,7) 



20.2 PROBABILIDAD EMPIRICA 


frecuencia 

relativa 


Tanto al interpretar los resultados de ciertos experimentos como en el 
analisis de datos estadisticos se emplea freeuentemente la razon que se 
define a continuacion. Si al efectuar n pruebas un suceso ocurre h veces, 
la frecuencia relativa con que ocurre es h/n. 

El experimento de arrojar tres monedas, mencionado en el parrafo 
anterior, se repitio hasta haberlo efectuado 350 veces y la frecuencia 
relativa se calculo cada vez que se completaron 50 acciones de arrojar 
las monedas. Los resultados se muestran en la tabla siguiente, en donde 
n es el numero de veces que se arrojaron las monedas, h es el numero de 
veces que cayeron mostrando caras iguales y F.R . es la frecuencia rela- 


tiva. 

n 

h 

RF 

50 

8 

.16 

100 

15 

.150 

150 

19 

.127 

200 

25 

.125 

250 

31 

.124 

300 

37 

.123 

350 

45 

.129 
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tabla de 
mortalidad 


En la tabla se puede observar que la frecuencia relativa fluctua alre- 

dedor de la probabilidad matematica — = 0.125 a medida que n se in- 

crementa. Se puede suponer, y la experieneia justifica esta suposicion, 
que a medida que n se hace mayor la frecuencia relativa se aproxima 
mas a la probabilidad matematica. Esta suposicion se emplea para defi- 
nir una razon, conocida como probabilidad empirica, muy usada en la 
interpretacion de datos estadisticos y de seguros. 

Si al efctuar n pruebas, siendo n un numero grande, ocurre un suceso 
h veces, entonces la probabilidad de que llegue a ocurrir al celebrar otra 
prueba es h/n. 

Las companias de seguros de vida emplean la razon anterior para 
calcular los indices de mortalidad aplicandola a la informacion tabulada 
con el nombre de tabla de mortalidad. Una de estas tablas es la que apa- 
rece en el Apendice con el nombre de “American Experience Mortality 
Table” y que fue formada a partir de datos proporcionados por varias 
grandes companias de seguros de vida. Partiendo de 100 000 personas 
de diez anos de edad, muestra el numero de las que sobreviven a las 
edades de once, doce y trece anos y asi sucesivamente hasta la de 99 
anos. 


EJEMPLO 1 Un censo de transito muestra que de cada 1000 vehiculos que pasan por un cruce 
en una carretera 600 voltean a la derecha. I Cual es la probabilidad de que un 
automovil de vuelta a la derecha en ese cruce? 

Solution: En este caso, n= 1000; h — 600. Por tanto, la probabilidad deseada es 
600 _ 3 

1000 “ T 

EJEMPLO 2 De acuerdo con la tabla VIII, i, dial es la probabilidad de que una persona de 
20 anos de edad pueda sobrevivir hasta que tenga 30 anos? 

Solution: La tabla VIII, muestra que de cada 92637 personas de 20 anos de edad 
85411 llegan a la de 30 anos. Por tan to, h = 85441; n — 92637 y la probabilidad 
85441 

deseada es -= 0.9223. 

92637 


De acuerdo con su definicion, la probabilidad empirica depende de 
n y de h, y en cualquier caso probablemente variara cuando tl varie. Si 
n es suficientemente grande, el cambio en la probabilidad empirica de- 
bido al cambio en n debe ser pequeno. Por tanto, en cualquier caso, el 
numero de pruebas realizadas debe ser tan grande como las condiciones 
de observacion lo permitan. 


20.3 EXPECTACION MATEMATICA 


Si la probabilidad de que un suceso llegue a ocurrir en una prueba 
es p, entonces el numero esperado de la ocurrencia del suceso en n prue- 
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bas es np. El produeto np se llama expeetacion matematica del suceso. 

Si una persona espera reeibir D pesos euando oeurra un suceso, y la 
probabilidad de que este oeurra es p, entonces el valor de su expeetacion 
es Dp pesos. 

EJEMPLO Si la probabilidad de que una persona viva hasta los 65 anos para reeibir $ 1 000.00 
es de JL, el valor de su expeetacion es de $ 600.00. 

EJERCICIO 83: PROBABILIDAD EMPIRICA Y EXPECTACION 

1 : Se saca una carta al azar de una baraja de 52 cartas; encuentrese la pro- 
balidad de que la carta sea: (a), de bastos; (6), de uno de los palos rojos; (c), 
un cuatro negro. 

2 : Encuentrese la probabilidad de que Ja carta sacada en el problema 1 sea: 

(a) , as, rey, reina o sota; (b), un numero entre 4 y 10. 

3: Se tiran simultaneamente una moneda de diez centavos y una de veinticinco 
centavos. Encuentrese la probabilidad de: (a), que saiga aguila en la de veinticin¬ 
co y sello en la de diez; (b), que en ambas monedas salgan aguilas o que en ambas 
salgan sellos. 

4: Si se hacen dos tiros con las monedas del problema anterior, <?cual es la 
probabilidad de que, en ambos tiros, en una moneda saiga aguila y en la otra saiga 
sello ? 

5: Cada uno de los numeros de dos cifras, que no tienen cifras repetidas, se 
anota en una tarjeta. Las tarj etas se revuelven y se saca una al azar. Encuentrese 
la probabilidad de que el segundo digito del numero obtenido sea un 1. 

6 : ^Cual es la probabilidad de que el numero sacado en el problema 5 sea divi¬ 
sible entre dos? 

7: i Cual es la probabilidad de que la suma de los digitos del numero sacado en 

el problema 5 sea igual a 9? 

8 : i Cual es la probabilidad de que el numero sacado en el problema 5 sea 
divisible entre tres? 

9: Encuentrese la probabilidad de obtener en un tiro de un dado: (a), un 5; 

(b) , un numero impar; (c), un numero primo. 

10 : Encuentrese la probabilidad de obtener en un tiro de un par de dados: (a), 
una suma de 12 puntos; (b), una suma de 6 puntos; (c), una suma de 7 puntos. 
11 : Tres muchachas y dos muchachos se sientan al azar en una banca para pre- 
senciar una pelfcula de la familia. Caleulese la probabilidad de que las tres mucha¬ 
chas queden juntas. 

12 : En el problema 11 caleulese la probabilidad de que las muchachas y los 
muchachos queden alternados. 

13: Una bolsa contiene cuatro bolas verdes, seis amarillas y ocho rojas. Se saca 
una bola al azar de la bolsa; encuentrese la probabilidad de que sea: (a), verde; 
(b), verde o amarilla; (c), que no sea verde. 

14: Una caja contiene 20 monedas de 5 centavos, 15 de 10 centavos y 10 de 25 
centavos. Si se sacan dos monedas simultaneamente y al azar, encuentrese la pro¬ 
babilidad de que: (a), ambas sean de 25 centavos; (b), las dos monedas se&n de 
igual denominacion; (c), las monedas sacadas sumen mas de 30 centavos. 

15: Un club consta de 30 miembros, entre los cuales hay tres Gomez y dos Perez. 
Si se designa un comite formado por dos miembros, encuentrese la probabilidad 
de que: (a), ambos se llamen Gomez (b), ambos se llamen Perez. 

16: Si en el club del problema 15 se designa un comite de tres miembros, encuen¬ 
trese la probabilidad de que en el comite figure por lo menos un Perez y por lo 
menos un Gomez. 
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17: Si en el club del problema 15 se designa un comite de tres miembros, encuen- 
trese la probabilidad de que figure en el exactamente uno de los Gomez. 

18: Supongase que una persona recibe $5 si en el primer intento saca rey, reina 
o sota, ya sea de corazones o de diamantes, de una baraja de 52 cartas. Calculese 
su expectacion. 

19: Durante un recuento de tres horas del trafico en cierta interseccion pasaron 
320 automoviles, 120 camionetas y 80 camiones. Encuentrese la probabilidad de 
que el siguiente vehiculo sea: (a), una camioneta; (b), una camioneta o un 
camion. 

20: Durante los primeros diez juegos de la temporada un equipo de futbol intento 
100 avances, habiendo logrado efectuar 40 de ellos. <?Cual es la probabilidad de 
que pueda llevarse a cabo el primer avance intentado por el equipo en el unde- 
cimo encuentro? 

21: En cierto ano, 60 de los 3 200 automoviles registrados en una municipalidad 
fueron robados y 45 de ellos fueron recobrados. ^Cual es la probabilidad de que 
un carro determinado sea robado en el ano siguiente? <?Cual es la probabilidad de 
que sea recobrado? 

22: Cuatro matrimonios echan suertes para decidir quienes seran companeros en 
un juego entre los ocho. Calculese la probabilidad de que los miembros de cada 
pareja de companeros sean del mismo sexo. 

23: Si las parejas de companeros del problema 22 se establecen haciendo que los 
hombres y las mujeres saquen separadamente tarjetas que han sido numeradas del 
1 al 4, encuentrese la probabilidad de que: (a), cada hombre tenga como compa- 
nera a su esposa; (b), ninguno de los hombres tenga como companera a su esposa. 
24: Durante la prim era mitad de una temporada de beisbol, a un bateador le toco 
cierto Ianzador 45 veces; habiendo logrado cinco jits sencillos, cuatro dobles, dos 
triples, un jonron y habiendose embasado cuatro voces por bolas malas, tres veces 
por algun error y una vez al ser golpeado por la pelota. Encuentrese la probabili¬ 
dad de que la proxima ocasion que le toque este Ianzador: (a), logre un jit doble; 
(b), logre un jit; (c), se embase en la primera. 

25: Encuentrese la probabilidad de que siete cartas del mismo palo aparezcan en 
una misma mano de bridge. Expresese la respuesta en terminos de factoriales. 

26: La escuela dominical de una iglesia consta de doce miembros. Cinco de ellos 
iran a un dia de campo en un sedan, mientras que los otros lo haran en una camio¬ 
neta. Encuentrese la probabilidad de: (a), que seis de los miembros, que tienen 
una misma edad, viajen en la camioneta; (a), que cinco de los seis viajen en el 
automoyil. 

27: Mediante el uso de la tabla VIII, encuentrese la probabilidad de que una 
persona de 30 anos pueda vivir: (a), 3p anos mas; (b), 40 anos mas. 

28: Mediante el uso de la tabla VIII, encuentrese la probabilidad de que una 
persona de 45 anos pueda morir antes de: (a), 15 anos; (b), 30 anos. 

29: Encuentrese la probabilidad de que una persona de 50 anos: (a), pueda 
llegar a los 70 anos; (b), muera antes de llegar a los 80 anos. 

30: Una poliza de seguro estipula que un joven de 18 anos debera recibir $4 000 
dentro de 10 anos. Calculese el valor de su expectacion. 

31: Segun un testamento leido en 1960, un joven de 16 anos debera recibir $5 000 
en cuatro anos mas, si es que aun vive; en caso contrario, el dinero se entregara 
al fondo de una universidad. Calculese el valor de la expectacion de la universidad. 

32: Un testamento estipula que el senor Campos, quien tiene 40 anos, debera 
heredar cierta propiedad dentro de 10 anos, a menos que el bijo del testador aun 
viva en ese entonces. Si la probabilidad de que el hi jo viva es % y si el valor que 
la propiedad llegara a alcanzar es $60 000, encuentrese el valor de la expectacion 
del senor Campos. 
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20.4 


SUCESOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES 


Se dice que dos o mas sucesos son excluyentes, si la oeurrencia de 
uno de ellos excluye la posibilidad de la oeurrencia de cualquiera de los 
otros en el mismo experimento. Por ejemplo, si una bolsa contiene sola- 
mente bolas blancas, rojas y negras, los sucesos de sacar en una prueba 
sea una bola blanca sea una bola roja son mutuamente excluyentes, 
ya que el haber sacado una bola de color excluye la posibilidad de sa¬ 
car otra de otro color. 

Con objeto de hacer mas explicito el ejemplo anterior, se supondra que 
la bolsa contiene 3 bolas rojas, 5 negras y 4 blancas y que se desea co- 
nocer la probabilidad de sacar, en una prueba, sea una bola blanca sea 
una bola roja. Puesto que las bolas rojas se pueden sacar de 3 modos y 
las blancas se pueden sacar de 4 modos, el sacar una y otra puede ocurrir 
de 7 modos diferentes. Por tanto, h = 7. Ademas, el dejar de sacar algu- 
no de los colores desea dos puede ocurrir de 5 modos diferentes. Enton- 
ces, f = 5. Por tanto, la probabilidad es 

3+4 3+4 = 3_,± = T_ 

3 + 4+5 12 12 ' 12 12 


sucesos 

mutuamente 

excluyentes 


Notese que las probabilidades de sacar una bola roja y una bola ne 
gra en una prueba son y AE , respectivamente, y que la probabilidad 
de sacar una o la otra es la suma de esas dos. Lo anterior ilustra el teo- 
rema siguiente. La probabilidad de que un miembro cualquiera de un 
conjunto de sucesos que se excluyen mutuamente pueda ocurrir, en una 
sola prueba, es la suma de las probabilidades de los sucesos separados. 

Supongase que los sucesos son Ei. Es ... E r ; que £1 puede ocurrir 
de hi modos diferentes, Es. puede ocurrir de hs modos diferentes y E r 
puede ocurrir de h r modos diferentes en una sola prueba, y que una 
prueba--pueda suceder de n modos diferentes. Entonces, si p\, ps , . . . p r 

son las probabilidades de que E\, Es ... E r puedan ocurrir, pi = 


n 


hs 

P2 = —? 


h r 


. p r = —. La suma de los modos en que los sucesos separa- 
n n 

dos pueden ocurrir es hi + hs + . . . + h r , y si p es la probabilidad de 
que pueda ocurrir alguno de los r sucesos, se tiene 

h\ + hi + • • • + h r 


V = 


n 


— Pi + P2 + • • • +Pr 
puesto que la prueba puede suceder n modos. 


( 20 . 3 ) 


EJEMPLO Si la probabilidad de que un caballo A gane una carrera es -L y la probabilidad 

5 

de que la gane otro caballo B esJ:, <?cual es la probabilidad de que uno u otro de 

4 

de los caballos gane la carrera? 
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Solution: Puesto que los sucesos son mutuamente excluyentes, la probabilidad de- 
seada es la suma de las probabilidades separadas. En consecuencia, es 

1 I 1 _ 9 

3 + T “ - 2*0 * 


20.5 SUCESOS INDEPENDIENTES 


Se dice que dos o mas sucesos son independientes si la ocurrencia de 
uno no afecta la probabilidad de ocurrencia de otro. 

Si volviendo a los datos mencionados en el parrafo anterior, se efec- 
tua tres veces la accion de sacar de la bolsa una bola, pero de tal manera 
que cada bola que haya sido sacada vuelva a ser puesta en la bolsa 
antes de volver a sacar otra bola, entonces ninguno de los resultados de 
las tres acciones afecta el resultado de las otras dos. Por tanto, los suce¬ 
sos son independientes. La probabilidad de que los 3 colores salgan en 
las 3 pruebas se puede calcular como sigue. Los 3 colores se pueden 
sacar de 3x5x4 modos. Ademas, las 3 bolas, independientemente 
de su color, se pueden sacar de 12 3 modos. Por tanto, la probabilidad 
deseada es 


3X4X5 

123 


3 4 5 

— v — v_ 

1212 12 


144 


Notese que la probabilidad deseada es el producto de las probabili¬ 
dades de que cada color llegue a salir en una prueba. A continuacion se 

, , ... , , da el teorema que trata de este tipo de situaciones. La probabilidad de 
probabilidad 7 7 , . 7 7 . , . 7 

de sucesos ^ ue P uec ^ an ocurnr todos los sucesos independientes de una serie es el 

independien■ producto de sus probabilidades separadas. 

tes Si hay dos sucesos Ex y £ 2 , y si Ex puede ocurrir de hx modos y dejar 

de ocurrir de fx modos; £2 puede ocurrir de h 2 modos y dejar de ocurrir 
de /2 modos; entonces, los dos sucesos pueden ocurrir o dejar de ocurrir 
de (hi + fx) (I 12 + fz) modos en una misma prueba, y el par de suce¬ 
sos puede ocurrir de hx h% modos. Por tanto, la probabilidad pi 2 de que 
ambos ocurran es 


P12 = 


hih 2 


(hi + f{) (h 2 + f 2 ) 


Despues, esto se puede considerar como un solo suceso, tomar en cuen- 
ta otro suceso mas y calcular la probabilidad de que los tres ocurran. Si 
el tercer suceso puede ocurrir de modos y no ocurre de / 3 modos, la 
probabilidad; P 12 &, de que los tres ocurran es 


Pl2Z — 


h\h‘2 


ha 


(hi + fi) (hi + fi ) h s + fz 


De hecho, se puede continuar este procedimiento hasta tener r sucesos 
independientes y la probabilidad px 23 ---r de que todos ellos ocurran es 
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Pl23...r 


hih 2 h z • • • h r 

(hi + /l) (ho + f 2 ) * * • (hr + fr) 

= ViPi • • • Vr (20.4) 

EJEMPLO Si las probabilidades de que cada uno de dos hermanos pueda llegar a la edad de 
60 anos son 0.61 y 0.67. respectivamente; entonces la probabilidad de que ambos 
lleguen a esa edad es 0.61 X 0.67 = 0.41. 

20.6 SUCESOS DEPENDIENTES 

Si la ocurrencia de un snceso que pertenece a un con junto de sucesos 
afecta la probal)ilidad de ocurrencia de otro suceso del conjunto, se 
dice que los sucesos son dependientes. 

Se considerara nuevamente la bolsa de bolas discutida en los dos ul- 
timos parrafos. Si se saca una bola de la bolsa y no se reemplaza. la 
accion de haberla sacado afecta con seguridad el modo de sacar la se- 
gunda. Por ejemplo, la probabilidad de sacar primero una bola negra es 
dL pero si primero se saca una bola roja. la probabilidad de que la se- 

gunda sea negra es -JL . La probabilidad de sacar primero una bola roja 
e inmediatamente despues una bola negra se caleula como sigue. Las 
bolas se pueden sacar en el orden rojo. negro de 3 X 5 modos. Ademas. 
las dos bolas, independientemente de su color, se pueden sacar de 
12 X 11 modos. Por tanto, la probabilidad deseada es 

3 X 5 = _3 j>_ 

12 X 11 12 11 

Se observa que la probabilidad deseada es el producto de las proba¬ 
bilidades de los sucesos dependientes por separado. Lo anterior ilus- 
tra el teorema siguiente: Si la probabilidad de que ocurra un suceso Ei 
es y si despues de que este haya ocurrido . la probabilidad de que 
probabilidad ocurra un segundo suceso Eo es entonces la probabilidad de que am - 

dependientes bos ocurran en el orden F^E 2 es Pl p 2 . 

Si puede ocurrir de h± modos y dejar de ocurrir de /1 modos. y si 
despues de la prueba anterior. Eo puede ocurrir de h 2 modos y dejar de 
ocurrir de f 2 modos, entonces los sucesos pueden ocurrir en el orden 
E\E 2 de h\h 2 modos, y pueden ocurrir o dejar de ocurrir de (hi + /i) 

( h 2 + f 2 ) modos. Por tanto, la probabilidad de que ocurran en el 
orden EiE 2 es 

2)12 = Wi +/ i )( a * +/ 2 ) = VlV 2 

Se considerara luego que pi es la probabilidad de que E\ pueda ocu¬ 
rrir despues de que EiE 2 Es • ■ ■ E-,- 1 , i = 1, 2, 3 . . . r, sucesos hayan 
ocurrido y que pi 2 s ... v es la probabilidad de qde E\E->E ?I . . . Er pue- 
dan ocurrir en el orden indicado. Mediante repetidas aplicaciones del 
teorema anterior se obtiene pm = PuVz = P 1 P 2 P 3 , 
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EJEMPLO 


Pi 234 — Pl23P4 — P1P2P3P4, 

y asi sucesivamente hasta obtener. 

Pl23 ...r = PlP2P3 * * * Pr - (20.5) 

Si la probabilidad de que una persona de 35 anos llegue a la, edad de 65 anos es 
0.6, y si en caso de alcanzar esa edad la probabilidad de que se retire es 0.5, en- 
tonces la probabilidad de que se retire a los 65 anos de edad es 0.6 X 0.5 = 0.3. 


EJERCICIO 84: PROBABILIDAD DE SUCESOS DEPENDIENTES 
E INDEPENDIENTES 

1: Los equipos A y B participan en eoncursos separados. Sus probabilidades de 
ganar son 0.5 y 0.3, respectivamente. Encuentrese la probabilidad de que: (a), am- 
bos ganen; (b), ninguno gane. 

2: Juan, Tomas y Guillermo compiten separadamente en carreras de pista. Las 
probabilidades de que cada uno gane el primer lugar son|,ly|, respectivamente. 

Encuentrese la probabilidad de que los tres ganen los primeros lugares. 

3: En el problema 2 encuentrense las probabilidades de que cada participante 
sea el unico en obtener el primer lugar. 

4: En el problema 2 encuentrese la probabilidad de que solo uno de los partici- 
pantes obtenga el primer lugar. 

5: Si las probabilidades de que el seiior Garcia y el seiior Martinez sean desig- 
nados para el mismo comite son_|. y A, respectivamente, encuentrese la probabilidad 

de que: (a), ambos sean designados; (b), solo uno sea designado. 

6: Las probabilidades de que Alicia gane las pruebas preliminares. semifinales y 
finales de un concurso de ortograffa son_|,_L_y -JL, respectivamente. Si falla en al- 

guna de las pruebas queda eliminada para participar en la siguiente. Encuentrese 
la probabilidad de que: (a), llegue a participar en las pruebas finales; (b), 
gane las pruebas finales. 

7: Juana concursa en las tres pruebas del problema 6 y sus probabilidades de 
ganar son A y _L, respectivamente. Encuentrese la probabilidad de que Alicia 

o Juana ganen las pruebas finales. 

8: La probabilidad de que cierto candidato sea nombrado por su partido es 0.3 y, 
si es nombrado, la probabilidad de que gane las elecciones es 0.2, encuentrese la 
probabilidad de que: (a), gane las elecciones; (b), sea nombrado, pero pierda las 
elecciones. 

9: Un agricultor considera que si caen 1.5 centimetros de lluvia en julio, su 
probabilidad de obtener una cosecha de 200 pacas de algodon es-|, la de obtener 

10 toneladas de maiz es y la de obtener 800 quintales de maiz es-|. Si las estadis- 

ticas muestran que la probabilidad de la mencionada precipitacion pluvial en el 
mes de julio es 0.3, encuentrese la probabilidad de que: (a), obtenga las tres cose- 
chas en las cantidades senaladas; (b), obtenga la cantidad senalada de algodon, 
pero no de los otros dos productos. 

10: Las probabilidades de que Tomas, Ricardo y Enrique terminen la secundaria 
son 2*, y_|, respectivamente. Si terminan la secundaria, las probabilidades de que 

se graduen en la universidad son JL,JL y A, respectivamente. Encuentrese la proba- 

2 3 5 

bilidad de: (a), que los tres se graduen en la universidad (6), que Tomas y Ri¬ 
cardo se graduen en la universidad y que Enrique solamente termine la secundaria. 
11: Tomas y Juan envian por correo solicitudes para un empleo, siendo ellos los 
unicos solicitantes. Si la solicitud de Tomas es estudiada, la probabilidad de que 
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obtenga el empleo es f. Sd la de Juan es estudiada, la probabilidad de que obtenga 
el empleo es J. La solicitud que es estudiada primero es la que llega primero. 
Encuentrese la probabilidad de que Tomas obtenga el empleo. 

12 : Una ruleta vertical tiene marcados los numeros del 1 al 10 en espacios iguales 
y hay un indicador fijo encima de ella. Se hace girar la ruleta dos veces sucesivas; 
encuentrese la probabilidad de que el numero 5 saiga; (a), ambas veces; (6), por 
lo menos una vez. 

13: En el problema 12 encuentrese la probabilidad de (a), que la primera vez 

saiga el 3 y que la segunda saiga el 5; (6), que salgan el 3 y el 5. 

14: Cierto estado requiere que los candidatos para obtener una licencia profe- 

sional pasen un examen preliminar y luego un examen final. Si en 1959, 400 entre 

600 candidatos* pasaron el examen preliminar y 200 entre 400 candidatos pasaron 
el examen final, encuentrese la probabilidad de que un candidato pase ambos 
examenes. 

15: En una caja hay 20 fichas numeradas del 1 al 20. Se sacan tres fichas sucesi- 
vamente, reemplazando cada vez la ficha sacada y revolviendo las fichas antes de 
la siguiente extraccion. Encuentrese la probabilidad de que se obtengan los si- 
guientes resultados, en el orden mencionado: un numero par, un numero divisible 
entre cinco, un numero que comprenda el digito 2. 

16: Si en el problema 15 se sacan tres fichas sin reposicion, encuentrese la proba¬ 
bilidad de que sea sacada la ficha numero 3. 

17: Si en el problema 1 se sacan tres fichas con reposicion, encuentrese la proba¬ 
bilidad de que el numero 3 saiga solo una vez. 

18: En un estante hay tres libros rojos, cinco libros negros y dos libros azules. 
Una persona selecciona al azar dos de los libros, tomandolos del estante uno tras 
otro. Encuentrese la probabilidad de que el primer libro sea rojo y el segundo 
azul. 

19: En el problema 18 encuentrese la probabilidad de que los libros se saquen 
en los siguientes ordenes: (a), negro, azul o bien, (6), rojo, negro. 

20: Encuentrese la probabilidad de no obtener ni 5 ni 7 en el primer tiro de un 
par de dados y de obtener 5 en el segundo tiro. 

21 : Encuentrese la probabilidad de obtener 5 en el primer tiro de un par de dados, 
de no obtener ni 5 ni 7 en el segundo tiro y de obtener 5 en el tercero. 

22 : Encuentrese la probabilidad de obtener 5 en el primer tiro de un par de dados 
y 7 en el segundo tiro. 

23: Una caja contiene 7 bolas rojas, 6 bolas blancas y 2 bolas verdes. Si se saca 
una bola, se repone, y luego se saca otra; encuentrese la probabilidad de: (a), 
que ambas bolas sean rojas; (6), que ninguna de las bolas sea roja. 

24: Una caja contiene 100 cuentas rojas, 80 azules y 20 verdes. Otra caja contiene 
40 cuentas rojas, 20 azules y 90 verdes. Un nino saca una cuenta de cada caja; 
encuentrese la probabilidad de: (a), que ambas cuentas sean rojas; (6), que ambas 
cuentas sean del mismo color. 

25: Si en el problema 24 se selecciona al azar una de las cajas y luego se saca 
de ella una cuenta, encuentrese la probabilidad de que la cuenta sea azul. 

26: Juan, Francisco y tres personas mas estan en una sala de recepcion esperando 
ser entrevistados como candidatos a un empleo y siendo que en ese dia solo habra 
tiempo para dos entrevistas. La probabilidad de que la primera persona entrevistada 
obtenga el empleo es f. Sin embargo, si la primera persona es rechazada, la pro¬ 
babilidad de que la segunda sea aceptada es JL El orden de las entrevistas se decide 

sacando de un sombrero papeletas que han sido numeradas del 1 al 5. Encuentrese 
la probabilidad de: (a), que Juan sea entrevistado primero y Francisco en segundo 
lugar; (6), que Francisco obtenga el trabajo si Juan es entrevistado primero y 
Francisco en segundo lugar. 

27: En una fiesta los muchachos sacan nombres de las muchachas de un som- 
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brero para determinar quienes seran sus companeras en un juego. Los primeros en 
sacar nombres son dos hermanos, cuando estan en el sombrero los nombres de sus 
tres hermanas y de sus cuatro primas, junto con los nombres de otras siete mu- 
chachas. Encuentrese la probabilidad de: (a), que uno de los hermanos obtenga 
como companera a una de sus hermanas y el otro a una de sus primas; ( b ), que 
solo uno de los hermanos obtenga como companera a una de sus primas; (c), que 
por lo menos uno de los hermanos obtenga como companera a alguien de su familia. 
28: Tres hermanos y dos de sus amigos suben a un autobus en el que hay dos 
lugares vacios en la parte delantera y un asiento para tres, vacio en la parte trasera. 
Si los pasajeros toman sus asientos al azar, encuentrese la probabilidad de que, 
por lo menos, dos hermanos ocupen el asiento de la parte trasera. 

29: Juan y su abuelo tienen 15 y 65 anos, respectivamente. Sus cumpleanos 
coinciden y acostumbran celebrarlos juntos. Encuentrese la probabilidad de que 
celebren el octagesimo cumpleanos del abuelo. 

30: Un testamento leido el 4 de enero de 1960 estipula que cada uno de dos 
hermanos debera heredar un fideicomiso al llegar a los 21 anos. SI al hacerse dicha 
lectura los hermanos tenian 16 y 21 anos, respectivamente, encuentrese la probabi¬ 
lidad de que ambos reciban sus herencias. 

31: El testamento del problema 30 estipula, ademas, que si alguno de los hermanos 
muere antes de los 21 anos, entonces el otro debera recibir ambos fondos al cumplir 
los 21 anos. 

Encuentrese la probabilidad de que el hermano mayor herede ambos fondos. 

32: Bajo las condiciones del problema 31 ecuentrese la probabilidad de que el 
hermano menor herede ambos fondos. 


20.7 PRUEBAS REPETIDAS DE UN SUCESO 


teorema so- 
bre pruebas 
repetidas 


Si se conoce la probabilidad de que un suceso ocurra en una prueba, 
entonces la probabilidad de que ocurra un numero determinado de ve- 
ces en n pruebas esta dada por el teorema siguiente: 

Si p es la probabilidad de que un suceso ocurra en una prueba , en - 
tonces la probabilidad de que ocurra exactamente r veces en n pruebas 
es igual a 

► C(n,r)p r (l — p) n ~ r 


Las r pruebas se pueden seleccionar entre n pruebas de C(n,r ) mo- 
dos, de acuerdo con el Sec. 19.5. La probabilidad de que el suceso 
pueda ocurrir r veces y que no ocurra las restantes n — r veces, es 
p r { 1 — p) n ~ r 5 segun el Sec. 20.5, ya que las pruebas son in depen dientes 
corolario al y que 1 — p es la probabilidad de que el suceso no ocurra en ninguna 
teorema so- prueba. De acuerdo con el teorema de Sec. 20.4, la probabilidad desea- 
bre pruebas es? p or tanto, C(n,r)p r ( 1 — p) n ~ r • 

repetidas n• i 77 *7*7 j j j • 

1 bi p es La probabilidad de que un suceso pueda ocurrir en una prue- 

ba, entonces la probabilidad de que ocurra por lo menos r veces en n 

pruebas es 


p n + C(n,n — l)p n-1 (l — p) + C(n,n — 2)p n-2 (l — p) 2 +••• 

+ C(n, r + l)p r+1 (l — p ) n ~ T ~ 1 + C(n,r)p r ( 1 — p) n ~ T (20.6) 


Los terminos de esta suma son las probabilidades de que el suceso 
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pueda ocurrir exactamente n veces, exactamente n — 1 veces., . . . , exac- 
tamente r + 1 veces y exactamente r veces en n pruebas., siendo los 
sucesos mutuamente excluyentes. 

El lector debe notar que los terminos que aparecen en este corolario 
son los primeros n — r + 1 terminos del desarrollo del binomio (p + 
q) n r> en donde q = 1 — p . 

EJEMPLO Una bolsa contiene 3 bolas blancas y 4 rojas. Las bolas se sacan de una en una 
de la bolsa y eada una se vuelve a eolocar en la bolsa antes de sacar la siguiente. 

(a) <?Cual es la probabilidad de sacar exactamente 3 bolas rojas en 5 pruebas? 

( b ) ^Cual es la probabilidad de sacar por lo menos 3 bolas rojas en 5 pruebas? 

Solucion: (a) La probabilidad de sacar una bola roja en una prueba es -L. Por 

consiguiente, la probabilidad deseada es 

C(n,r)p r (l - V ) n ~ r = C(5,3)(+) 3 (l - f) 5 ~ 3 

- G&XsX?) 

5760 

16807 

EJERCICIO 85: PROBABILIDAD DE PRUEBAS REPETIDAS 

1 : Si la probabilidad de que un arquero de en el centro del bianco en un intento 

es_L, encuentrese la probabilidad de que de en el centro del bianco: (a), exacta- 
6 

mente tres veces en cinco intentos; ( b ), por los menos tres veces. 

2 : En una caja hay fichas marcadas del 1 al 10. Se sacan 7 fichas, reponiendo 
cada ficha despues de cada extraecion y revolviendo las fichas antes de la siguiente 
extraccion. Encuentrese la probabilidad de: (a), que el 3 sea sacado exactamente 

5 veces; (b), por lo menos 5 veces. 

3: Si la probabilidad de que un bateador logre un jit en una vez al bate es 0.2, 
encuentrese la probabilidad de que logre: (a), exactamente 4 jits en 6 veces al 
bate; (6), por lo menos 4 jits. 

4: Segun la tabla VIII la probabilidad de que un hombre de 47 anos llegue a los 

80 anos es, aproximadamente, -L. Encuentrese la probabilidad de que por lo menos 

o 

3 de 4 hombres de 47 anos no lleguen a los 80 anos. 

5: Cada uno de seis muchachos tira un dado. Encuentrese la probabilidad de que 
por lo menos cuatro de ellos saque un 6. 

6 : Si cada uno de los muchachos del problema 5 tira el dado dos veces, encuen¬ 
trese la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos saque primero un 6 y 
luego un 5. 

7: Juan y Tomas pertenecen al mismo grupo de una escuela dominical, el cual 
comprende cinco ninos, los cuales se sientan en una misma banca para oir la leccion. 
Si los ninos toman sus asientos al azar y todos asisten los cuatro domingos de cierto 
mes, encuentrese la probabilidad de que Juan y Tomas se sienten juntos: (a), exac- 
Jamente tres veces; ( b ), por lo menos tres veces. 

8 : Una bolsa contiene 6 bolas rojas, 4 bolas verdes y 2 bolas blancas. Se sacan 

6 bolas en sucesion, reemplazando cada bola antes de sacar la siguiente. Encuen¬ 
trese la probabilidad de que se saque una bola roja: (a), exactamente tres veces; 
(6), por lo menos tres veces. 

9: En el problema 8, <?Cual es el niimero mas probable de bolas verdes que podra 
sacarse? <?Cual es la probabilidad de que este numero se saque? 
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10: En el problema 8 encuentrese la probabilidad de que se saquen dos bolas 
de cada color. 

11: Un jugador de beisbol ha pegado de jit en sus ultimas 20 veces al bate; 
encuentrese la probabilidad de que en las proximas 7 veces al bate pegue de jit 
5 veces y no lo haga en las dos veces restantes. 

12: Dos agentes viajeros visitan la misma ciudad el lunes de cada semana. Si 
solamente hay tres hoteles en la ciudad y ninguno de los agentes tiene preferencia 
por uno de ellos encuentrese la probabilidad de que los dos hombres se alojen en 
el mismo hotel tres veces en un mes que tiene cinco lunes. 

13: Cada una de tres personas tiene una caja que contiene bolas numeradas del 
1 al 6. Cada persona saca una bola de su caja, la reemplaza y luego saca dos bolas 
simultaneamente. Encuentrese la probabilidad de que dos personas saquen el 5 
la primera vez y que la segunda vez saquen bolas cuyos numeros sumen 5. 

15: S'eis grupos de matematicas y cuatro de otras materias tienen clase a las 
8 A.M. en cierto edificio 6 veces por semana. Hay seis lugares de estacionamiento 
reservados para profesores cerca de la entrada. Encuentrese la probabilidad de que 
los profesores de matematicas se estacionen en los lugares reservados exactamente 
cuatro veces en una semana. 

15. Si la probabilidad de que un suceso ocurra en un intento es p, demuestrese por 
medio de la formula que la probabilidad de que el suceso ocurra exactamente 
600 veces en 1 000 intentos es igual a la probabilidad de que no ocurra 400 veces 
en 1 000 intentos. 

16: Si la probabilidad de que un pandillero diga la verdad es encuentrese la 
probabilidad de que mienta 7 veces al contestar 10 preguntas. 

17: Si la probabilidad de que un suceso ocurra exactamente 4 veces en cinco 
intentos es ~~ 9 encuentrese la probabilidad de que ocurra en un intento. 

19: <? Cual es la probabilidad de que un suceso ocurra en un intento si la proba¬ 

bilidad de que ocurra exactamente dos veces en cuatro intentos es igual a 18 veces 
la probabilidad de que ocurra exactamente 5 veces en 6 intentos? 

20: Si la probabilidad de que un suceso ocurra exactamente tres veces en 6 inten¬ 
tos es igual a la probabilidad de que ocurra exactamente dos veces en cinco in¬ 
tentos, encuentrese la probabilidad de que ocurra en un intento. 
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DETER MIN ANTES 


en los paragrafos 6.7 y 6.8 se introdujo un metodo para resolver sis- 
temas de ecuaciones lineales mediante el uso de ciertas relaciones entre 
los coeficientes de las incognitas y los terminos constantes. Este metodo, 
llamado solucion por determinantes, puede ser usado para sistemas de 
ecuaciones con cualquier numero de incognitas, y el valor del metodo 
aumenta con el numero de ecuaciones en el sistema. Ya que las aplica- 
ciones del algebra frecuentemente requieren que se resuelvan sistemas 
de ecuaciones, las caracteristicas de los determinantes han sido investi- 
gados ampliamente.* Los principales resultados de estas investigaciones 
son los teoremas que se enunciaran, se demostraran y se aplicaran en 
el presente capitulo. 

21.1 INVERSION 

En este capitulo se generalizara la discusion acerca de los determinan¬ 
tes, iniciada en los Sec. 6.7 y 6.8. Para ello, se requiere la definicion 
siguiente: Ocurre una inversion es una permutacion de enteros cuando 
un entero mayor precede a uno menor. 

En la permutacion 4312 4 precede a 3, a 1 y a 2; ademas, 3 precede 
a 1 y a 2. Por tanto, en esa sucesion hay cinco inversiones. 

1. El intercambio de dos elementos adyacentes en una permutacion 
de enteros incrementa o disminuye en uno el numero de inversiones. 

Con el fin de demostrar este teorema, sean r y s los dos terminos ad¬ 
yacentes de una permutacion dada. Si se intercambian estos dos termi¬ 
nos, se anade una inversion si r < s y se elimina una si r >> s. 

* Existen muchas otras aplicaciones de los determinantes; de hecho hay toda una 
rama del algebra que esta basada en las propiedades de dichas expresiones mate- 
maticas. 


teorema 
sob re 

inversiones 
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21.2 


DETERMINANTES DE ORDEN n 


El simbolo 


► 


an a i2 a i3 

am 

a 2 i a 22 a 2 3 

a 2n 

a 3 i a 32 a 33 

a 3 n 

a ni a n2 &n 3 

a n n 


( 21 . 1 ) 


pasos para 
desarrollo 
de D 

teorema 
sobre el 
numero de 
terminos en 
el desarrollo 
de D 


se llama determinante de orden n, y es el modo de eseribir abreviada- 
mente el polinomio homogeneo que se obtiene al efectuar los pasos si- 
guientes: 

1. Formar todos los productos posibles tomando como facto res un solo 
elemento de cada Knea y de cada columna de D. 

2. Ordenar los factores en cada producto de tal modo que los segun- 
dos subindices (los de columnas) esten en orden numerieo*, y anteponer 
a cada factor el signo positivo o negativo segun el numero de inversio- 
nes de los primeros subindices (los de lineas) sea un numero par o impar. 

3. Efectuar la suma algebraica de todos los productos obtenidos en 
1 y en 2. 

La suma, en la definicion anterior, se llama desarrollo o valor de D. 

Debe notarse que en D el primer subindice de cada elemento indica 
la linea en que esta el elemento y el segundo subindice indica la co¬ 
lumna. 

Puesto que cada producto del desarrollo de D contiene como factores 
exactamente un elemento de cada linea y exactamente uno de cada co¬ 
lumna, cada uno de los enteros de 1 a n aparece una vez en cada pro¬ 
ducto como primer subindice y una vez como segundo subindice. 
Ademas, de acuerdo con (2) en la definicion, los segundos sub in dices 
deben estar dispuestos en orden numerieo. En consecuencia, los prime¬ 
ros subindices apareceran como una permutacion cualquiera de 1, 2, 3, 
... n. De ese modo, se puede obtener el desarrollo de D mediante los 
pasos siguientes: 

1. Se escriben las n\ permutacion es de 1, 2, 3, . . . , n. 

2. Se escriben los nl productos, cada uno de los cuales contiene n 
elementos de D, y todos los cuales tienen como primeros subindices una 
de las permutaciones obtenidas en el paso 1 y como segundos subindices 
los enteros 1, 2, 3, . . . , n en su orden natural. 

3. Se pone a cada producto signo positivo o signo negativo, segun 
que el numero de inversiones de los primeros subindices sea par o impar. 

Como consecuencia de esa discusion, se tiene el teorema siguiente: 

(*) Se supone en la definicion que las columnas estan dispuestas de tal modo 
que los segundos subindices quedan en orden numerieo. Si esto no sucede, entonces 
los factores de cada producto deben ordenarse de manera que los segundos sub¬ 
indices queden en el orden en que aparecen en la primera linea. 
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2. El desarrollo de un determinante de ordert n 9 contiene n! terminos. 


teorema 
sobre el 
intercambio 
de lineas y 
columnas 


Clll 

di2 

di3 

d21 

(Z 22 

d23 

dzi 

d$2 

dzz 

i: 

se tiene 


EJEMPLO Empleando el procedimiento anterior para obtener el desarrollo del determinante 
puesto a continuacion, 


D' = 


Solucion: 

1. Las permutaciones de los enteros 1, 2, 3 son 1, 2, 3 (cero inversiones) ; 1, 3, 2 
(una inversion) ; 2, 1, 2 (una inversion) ; 2, 3, 1 
inversiones); y 3, 2, 1 (tres inversiones). 

2. y 3. El desarrollo de D’ se puede escribir 


(dos inversiones) ; 3, 1, 2 (dos 


G11&22G33 — &U<Z32<Z23 — &21&12&33 <^21^32^13 dzid^G^Z — &31#22#13 

Se puede emplear una forma modificada del procedimiento anterior 
para obtener los terminos del desarrollo de D' que contienen un elemen- 
to dado. Por ejemplo, para obtener los terminos que contienen a 32, se re- 
cuerda que este factor debe ocupar la segunda posicion en cada producto, 
puesto que su segundo subindice es 2. Por tanto, se pueden usar unica- 
mente aquellas permutaciones del paso 1 en las que 3 ocupa la segunda 
posicion, esto es, 1, 3, 2 y 2, 3, 1. De este modo, empleando como se- 
gundos subindices, 1, 2, 3, se tiene —ancsa2«23 4- Si esa expre- 

sion se escribe en la forma 032 (— aii«23 + «2i«i3) , se puede observar 
el hecho siguiente, que es interesante. La expresion dentro del parentesis 

es, segun el Pr. 43, el desarrollo con signo opuesto de ^ 13 

que es un determinante formado con los elementos D' que no estan ni 
en la misma hilera ni en la misma columna que 032- 

3. Si en un determinante se intercambian las lineas por las columnas, 
el valor del determinante no se altera. 

Como consecuencia de este teorema, muchos de los teoremas que se 
daran posteriormente y que tratan de determinantes, requieren demos- 
traciones unicamente para las columnas. El teorema se demostrara para 
un determinante de cuarto orden. Sin embargo, el metodo es general y 
se puede aplicar, con pequenas variaciones a determinantes de cualquier 
orden. 

Se consideraran los dos determinantes Di y D 2 en los que las columnas 
y las lineas de D\ aparecen como lineas y columnas, respectivamente, 
de D%. 



Gii 

Gl2 

G13 

G14 


G11 

G2I 

G31 

G41 

— 

(Z21 

G22 

G 23 

G24 

d 2 = 

G12 

G 22 

G32 

G42 


G31 

G32 

G33 

G34 


G13 

G23 

G33 

G43 


G41 

G 42 

G43 

G44 


G14 

G24 

G34 

G44 


Se observa primero que en D 1 la columna en que aparece un elemento 


360 


DETERMINANTES 



se denota con el segundo subindice, mientras que en D& el mismo hecho 
se denota con el primer subindice. Por tanto, segun el segundo parrafo 
de la definicion, los terminos del desarrollo de D% se deben ordenar de 
tal modo que los primeros subindices queden en orden numerico y que 
el signo se determine de acuerdo con el numero de inversiones en el se¬ 
gundo subindice. 

Por lo que respecta al segundo parrafo de la definicion, se observa 
que cada termino de D\ esta en la forma 

dt 1 ldt 2 20' hzdttA ( 21 . 2 ) 

en donde tx, t2 , h, t± es una permutacion de los enteros 1, 2, 3 , 4 . El 
termino es positivo o negativo, segun que el numero de inversiones en 
tx , t2, ts, tx sea par o impar. 

Si se ordenan los terminos de (21.2), de tal modo que t\, 1 2, £3, que¬ 
den en el orden 1 , 2 , 3 , 4 , se convierten entonces, con excepcion proba¬ 
ble del signo, en un termino del desarrollo de D%. 

Se hara ver ahora que ese cambio en la ordenaeion de los factores 
no afecta el signo del termino. Para tal proposito se necesitara el con- 
cep to de numero total de inversiones de los subindices de un termino tal 
como a3ia44(i3xa.22- El numero total de inversiones en esta ordenaeion 
es el numero de inversiones debidas al primer subindice mas el numero de 
inversiones debidas a los segundos subindices; en este caso, 4 + 3 = 7 . 

De acuerdo con el teorema 1 , el intercambio de dos terminos adya- 
centes en una ordenaeion de ese tipo incrementa o disminuye en uno, en 
cada grupo de subindices, el numero de inversiones. Por tanto, el inter¬ 
cambio aumenta o disminuye, en cero o en dos, el numero de inversiones 
de los dobles subindices. 

Si mediante una sucesion de intercambios de factores adyacentes, el 
termino (21.2) se convierte en el termino 

ai Sl a 2 s 2 a 3 a 3 a 48i ( 21 . 3 ) 

entonces, de acuerdo con la discusion anterior, el numero total de inver¬ 
siones en ( 21 . 3 ) diferira en un numero par del numero de inversiones en 
(21.2). Sin embargo, no hay ninguna inversion ni en los segundos sub¬ 
indices de (21.1), ni en los primeros subindices de ( 21 . 3 ). Por tanto, las 
inversiones en (21.2) son las que hayan en t±, t2, t%, t 4 y las inversio¬ 
nes en ( 21 . 3 ) son las que haya en Si, S2, S3, S4. De ese modo, el nu¬ 
mero de inversiones en ( 21 . 3 ) es par o impar, segun que el numero de 
inversiones en (21.2) sea par o impar. En consecuencia, los signos de 
los terminos en (21.2) yen ( 21 . 3 ) son los mismos y D± = D2- 


21.3 MENORES DE UN DETERMINANTE 

El determinante de re — 1 lineas que se obtiene de un determinante de 
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orden re suprimiendo la llnea y la columna que contienen un elemento 
dado, se llama menor de ese elemento; por ejemplo. 

El menor de a 23 en el determinante D es el determinante que se ob- 
tiene suprimiendo la segunda linea y la tercera columna en D. En con- 
secuencia, el menor del elemento 3 en 


12 4 
2 5 3 
4 6 5 


es 


1 2 
4 6 


Se demostrara ahora que la suma algebraica de todos los terminos del 
desarrollo del determinante D , de (21.2), que contiene el elemento de 
aij es igual, con excepcion probable del signo, al producto de a\j por su 
menor. Estos terminos se pueden obtener empleando el procedimiento 
del Sec. 21.2). Sin embargo, al escribir las permutaciones de los pri- 
meros subindices, se debe tener i en la posicion /.* Los subindices per- 
mutados son entonces los enteros de 1 a n excepto i. Cada termino del 
desarrollo quedara en la forma 

—L *'38 * * * fltj ’ ' * d e n ri (21.4) 

en donde eie 2 e 3 . . . e„ es una permutacion de los enteros de 1 a re con 
i en la posicion j. 

El menor An de an en D, es el determinante formado con todos los 
elementos de D, excepto los de la fila i y los de la columna j. Por tanto, 
cada termino de Aij esta en la forma 

®eii®e 2 2 a eaz ■ • -a e „n, en donde eie 2 e 3 . . . e n (21.5) 

es una permutacion de todos los enteros de 1 a re, excepto i, y en donde 
j esta omitido en los segundos subindices. El signo se determina por el 
numero de inversiones en eie 2 e 3 . . . e„. Si se multiplica Aij por aij, cada 
termino del producto queda en la forma 

i:UiyCteji(Ze 2 2Ue33 * ’ * d c n n 

Las expresiones (21.4) y (21.5) son iguales, excepto en lo que se 
refiere a la posicion de aij, y en que el signo de la primera esta deter- 
minado por las inversiones en eie 2 e 3 i e n , en tanto que el signo de la 
ultima lo esta unicamente por las inversiones en eie 2 e 3 . . . e n . En otras 
palabras, se puede determinar el signo de (21.5) despreciando i en 
(21.4) y contando las inversiones de los subindices que queden. Esto 
conduce a la pregunta: ^al despreciar un entero en una permutacion, 
en cuanto se afecta el numero de inversiones en dicha permutacion? Si 
el entero despreciado, i, ocupa la primera posicion en la permutacion, 
se elimina una inversion por cada uno de los i — 1 enteros menos que i. 

Se puede situar aij en la primera posicion en (21.4) mediante j — i 
intercambios de aij con los terminos que estan colocados a su izquierda. 

(*) Como ejemplo vease la discusion en el parrafo que procede al teorema 3 
Sec. 21.2. 
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EJEMPLO 


De acuerdo con el teorema 1, cada intercambio aumenta o disminuye 
en uno el numero de inversiones en el segundo subindice. Luego, al 
despreciar i en la nueva ordenacion, se disminuye el numero de inver¬ 
siones en i — 1. Por tanto, con este procedimiento se han introducido 

j — 1 + r — 1 = j + i — 2 

cambios en el numero de inversiones. Este numero sera par o impar, se¬ 
gun que j + i sea par o impar. Por tanto, los signos de (21.4) y (21.5) 
son iguales si j + i es par y son opuestos si j + i es impar. Ademas, 
(— 1) ' l+i es positivo o negativo segun que i + j sea par o impar. Por 
tanto, los terminos del desarrollo de D que contienen a\j son iguales a 
(—1 ) i+ ta ii A ii . 

Por definicion, cada termino del desarrollo de D contienen un elemen- 
to y solo uno de la columna /. Por tanto, 

D = (—ly+iauAij + (— l) 2+ ''a 2} -A2,- + (—1 y + m 3l A Sj 

_l_ . . . _l_ (— 1) i+idijAij +•••-+- (— 1 ) n+ ia ni Anj (21.6) 

Esta conclusion proporciona el metodo mas usual para el desarrollo 
de determinantes, especialmente para los de orden superior a tres. El 
metodo se presenta a modo de esquema en el teorema 4. 

4. El desarrollo de un determinante se puede obtener mediante los pa- 
sos siguientes: 

a. Se multiplica cada elemento de un linea o de una columna por su 
menor y el producto se precede del signo positivo o del signo negativo 
segun que sea par o impar a la suma de los numeros de orden de la 
linea y de la columna en que esta el elemento. 

b. Se efectua la suma algebraica de esos productos. 

c. Se repite el procedimiento para cada determinante que se obtenga, 
hasta que la suma indicada tenga solo determinantes de tercer orden. 

d. Se desarrollan estos determinantes de tercer orden , y se efectua la 
suma algebraica de los numeros que se obtengan. 

Este metodo se llama desarrollo de determinantes por menores. 


Desarrollar 


12 4 3 

2-121 
-3 3-3 2 

2 5-24 


Solucion: Si se desarrolla de acuerdo con los elementos de la primera columna 
y se aplica el procedimiento del teorema 4, se obtiene 




+ (- 3 ) 





4 

2 

-3 


3 

1 

2 
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= 1(12 + 20 — 6+ 15 — 4— 24) 

- 2 ( — 24 + 40 - 18 + 45 + 8 - 48) 

- 3(16 + 20 + 6 - 30 + 4 + 16) 
-2(8 + 12+9-18 + 6 + 8) 

= 1(13) - 2(3) - 3(32) - 2(25) = -139 

EJERCICiO 86: DESARROLLO DE DETERMINANTES 

Determmese el numero de inversiones en las permutaciones de enteros de los pro- 
blemas 1 a 8. 

1: 431562 2: 532641 3: 632415 

4: 365421 5: 7612543 6: 6753421 

7: 5674231 8: 1357642 

En los problemas 9 a 16, ordenense los factores de los productos de aeuerdo con 
las indicaciones de la segunda parte de la definicion de un determinante, y luego 
determmense los signos de dichos productos. 


9: 

&41&33&24&12 

10: 

&32&23G41&14 

11: 

G21&32&14&43 

12: 

&31&23&42&14 

13: 

&15&23&42&34&61 

14: 

<225&31&42&53Gl4 

15: 

(llbCl 

16: 

&52dkl&33<224Gl5 




Empleando los metodos de los Prs. 6.7 y 6.8 obtenganse los desarrollos de los de- 
terminantes de los problemas 17 a 24. 


17: 

1 3 

18: 

3 4 


19: 

-2 -1 


2 5 


-1 2 



4 3 

20: 

2 -4 

21: 

12 4 


22: 

3-1 2 


-3 7 


3 2 5 



-2 4 5 




13 1 



1 3-3 

23: 

10 3 

24: 

-2 4 

0 




2-2 2 


0 1 

-2 




0 1-2 


0 0 

-3 




Mediante el desarrollo de los determinantes de los problemas 25 a 28 demuestrese 
que es cierta la proposicion dada en cada problema. 


25: 

3 

2 

5 

= 

3 

2 

1 

26: 

1 

a 

3 


1 

c 

2 


2 

1 

4 


2 

1 

4 


c 

4 

6 

— 

a 

4 

0 


1 

4 

0 


5 

4 

0 


2 

0 

c 


3 

b 

c 


27: 

a 

c 

= 0 

— c 

c 


b 

d 

b 

- d 

d 


28: 

3 

2 

-1 3 - x 

2 

-1 


0 

-5 

4 = 0 + 4x 

-5 

4 


1 

3 

-6 1 - 6x 

3 

-6 


Mediante el desarrollo de los determinantes de los problemas 29 a 32 demuestrese 
que es cierta la proposicion dada en cada problema. 

29: La suma de los terminos que contienen a en 

4 « 4 I 1 5 

12 5 es igual a — a Q Q 

3 6 3 3 S 

30: La suma de los terminos que contienen a en 


1 

3 

4 

1 

5 

0 cs igual a 

0 

5 

0 

a 

6 

3 

1 



3(>4 


DETERMINANTES 





31: La suma de los terminos que contienen a en 

2 4 2 

l 

es igual a —a\ 


4 1a 
3 6 4 


2 4 

3 6 


32: La suma de los terminos que contienen a en 

3 4 2 

1 a 0 


3 2 6 


es igual a 


a 


3 2 
3 6 


Desarrollense por menores los determinantes siguientes 


33: 


35: 


37: 


39: 


41: 


43: 


2 

3 

-1 


4 -1 

-2 3 

5 4 


2 -1 -5 

4-2 3 

-3 1 -1 


3 

1 

0 

1 


2 

-3 

1 

0 


3 1 

1 0 
-2 1 
0 2 


34: 


36: 


38: 


2 

1 

-3 


-3 4 

2 0 
1 5 


2 0-1 
3 2 0 

0-4 3 


4 2 

0 0 
-2 1 
0 3 


1 

3 

-4 

2 


0 

1 

2 

-3 


1 

1 

2 

1 


40: 

3 

3 

2 

1 


0 

1 

0 

0 



2 

1 

0 

1 


2 

1 

1 

1 



1 

2 

3 

2 


1 

1 

1 

o 



0 

1 

2 

1 


0 

b 

0 

a 

0 

42: 

0 

a 

b 

0 

0 

a 

0 

a 

b 

0 


a 

b 

0 

a 

b 

0 

a 

0 

0 

b 


b 

0 

a 

b 

a 

b 

0 

a 

0 

b 


a 

a 

b 

a 

a 

0 

a 

0 

a 

0 


b 

a 

b 

0 

b 

a 

0 

6 

0 

0 

44: 

a 

0 

a 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 


0 

a 

0 

a 

a 

c 

0 

0 

d 

0 


0 

0 

a 

a 

0 

0 

1 

0 

0 

1 


0 

a 

0 

0 

a 

0 

1 

1 

1 

0 


a 

0 

a 

a 

0 


21.4 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 


Para conveniencia del lector, se escribira nuevamente el desarrollo del 
determinante D, dado en el Pr. (21.3), en'terminos de los menores de 
la columna j. 

D = + (— iy + ’a 2j Ay + (— l) 3+ >a 3 ,A 3 ,- 

(— l) n +ia nj A ni (21.7) 


teorema 
sobre lineas 
o columnas 
con elementos 
iguales a cero 


5. Si todos los elementos de una columna o todos los elementos de una 
linea son iguales a cero, el valor del determinante es cero. 

Suponiendo que todos los elementos de la columna j de D son cero, 
entonces la expresion (21.7) es 
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multiplicados 

por una 

constante 


JD = (-1)^0 A Xj + ( — l) 2+ *'OA 2 / + (— 1) 3 +j ‘ 0A 3j * + • ■ • 

+ (- 1 )» + » 0 A„ 3 - 

= 0 

6. Si se intercambia una con otra dos lineas o dos columnas en un 
determinante, se cambia el signo del determinante. 

Se considerara primero el caso en que se intercambien dos columnas 
adyacentes del determinante D, esto es, la columna j y la columna / + 1, 
y se designara por D' el determinante asi obtenido. Los menores de los 
elementos de la columna j no se alteran a causa de este cambio, ya que 
la unica columna que participa en ellos y que ha sido movida es la co¬ 
lumna 7 + 1 , cuya posicion con respecto a las columnas / — 1 y / + 2 
no se ha alterado. Por tanto, 

D' = (-1 y+ianAu + (— l) 2 + »a 2 jA 2 j + • • • + (-1 )» + m nj A nj (21.8) 

Sin embargo, el valor de j en (21.8) es ahora mayor que en (21.7), pues- 
to que la columna j se ha movido un lugar a la derecha. En consecuen- 
cia, cada exponente de — 1 en ( 21 . 8 ) es una unidad mayor que el co- 
rrespondiente termino de (21.7) ; por tanto, estos terminos son de signo 
opuesto. Esto es, D = — D'. 

Luego se intercambiaran las columnas / y j + k en D, obteniendose 
con ello D ,f . Con el fin de hacerlo, se mueve sucesivamente la columna 
j a traves de las k — 1 columnas que hay entre ella y la columna / + k, 
llevandola de ese modo hasta la posicion inmediata a la izquierda de la 
columna j + k. Se mueve ahora la columna /’ + k, k posiciones a la iz¬ 
quierda, hasta que ocupa el lugar que dejo vacio la columna j. Por tan¬ 
to, se han efectuado k — 1 + k = 2k — 1 intercambios. En consecuen- 
cia, 

D" = (— l) 2fc_1 £> = —D (21.9) 

puesto que 2k — 1 es un numero impar. 

7. Si los elementos de dos lineas o de dos columnas son identicos , el 
valor del determinante es cero. 

Supongase que las columnas / y k en D son identicas. Si se intercam- 
bian estas columnas, entonces, de acuerdo con el teorema 6 , se cambia 
el signo del determinante, y, por tanto, queda igual a — D. Por otra par¬ 
te, puesto que las dos columnas que se mueven son identicas, D no se 
altera al moverlas. En consecuencia, D = — D, y, por tanto, D = 0. 

8. Si cada elemento de una linea o de una columna de un determinan¬ 
te se multiplica por k, el valor del determinante queda multiplicado 
por k. 

Supongase que cada elemento de la columna j de D se multiplica por 
k y que D es el determinante que se obtiene. De acuerdo con los pasos 
1 y 2 del teorema 4, el desarrollo de D en terminos de los menores de la 
columna j es 
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D = (—ly+ikchjAu + ( — iy+j]ca 2j Ay + (—1 ) 3+ ’ka 3 jA 3j 

+ • • • + (— 1 ) n+ ika n jA n j 

= k[( —ly+iaijAij + (—1 ) 2+ >a 2j A 2} - + (—1) 3 +i OsiAsi 

+ • • • + (-l) n+J 'a„,A B3 ] 

= kD ( 21 . 10 ) 

9. Si cada elemento de una linea o de una columna de un determi¬ 
nante se puede expresar como la suma de dos numeros, entonces el de¬ 
terminante puede expresar la suma de dos determinantes. 

Sea 



an &i2 O'lz • 

* * dlj + &lj * 

• • a ln 


d 2 l &22 &23 " 

• * &2j + &2 j * 

* * d 2n 

D"' = 

a 3 l a 3 2 &33 * 

* * + bzi • 

* ■ a 3n 


CLnl &n2 d n Z 

* * dnj 1 b n j 

• * O'nn 


De acuerdo con los pasos 1 y 2 del teorema 4, el desarrollo de D"' en 
terminos de los menores de la columna j es 

D"' = (—l) 1+) (ai,- + bu)Aij + (—l) 2+ ;(a 2 ; + &2 j)A 2 ,- + 

( —l) 3 + , "(a3j + b 3 j)A 3 j + • • ■ + ( — l) n+, (a„,- + bnj)A n j 
= [(— V) x+ ia u A\j + (—l) 2+j a 2 jA 2 ,- + (—l) 3+3 d3,A 3 j + 

• • • + (— l) n+ >a nJ A„,] + [(— ly+’buAn + 

( 1) 2+, &2jA 2j - -f- (—1) 3 +j &3jA 3} +•••'+ (—l)»+>6 nJ A nJ ] 



an a 12 a i3 * • 

• d\j 

• • • a in 


an a i2 a i3 

■ • bn 

* d\ n 


a 2 i a 2 2 c^23 * * 

• a 2/ 

• • • CL 2n 


a 2 i a 2 2 <^23 

• • b 2 j 

• • • a 2n 


a3i a 3 2 a 33 ■ • 

• O'Zj 

a3 n 

+ 

&31 &32 &33 

• • b Si 

Q'Zn 


a n l O' n2 &n3 * * 

• a n j 

d nn 


d-n\ Qj-n.1 O/nZ 

* b n j 

• * d nn 


Podemos ahora explicar una propiedad muy importante de los deter¬ 
minantes. 

Partiendo del determinante. 


D = 


13 5 
2 6 7 
5 2 9 


cuyo valor es — 39 formamos un segundo determinante, 



1 

3+20 

5 


1 

23 

5 

D' = 

2 

6+28 

7 

= 

2 

34 

7 


5 

2+36 

9 


5 

38 

9 


en el cual las columnas primera y tercera son las mismas que en D y la 
segunda columna se obtiene multiplicand© cada elemento de la tercera 
columna de D por 4 y sumando los productos al elemento correspon- 
diente de la segunda columna. Es interesante comprobar que el valor de 
D' es — 39. 
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Analogamente, 


3 12 

4 2 3 

13 4 


3 12 

4 2 3 

1+6 3+2 4+4 


= 4 


teorema 
sob re 

determinantes 

equivalentes 


donde la tercera linea del segundo determinante se obtiene multiplican- 
do cada elemento de la primera linea del primer determinante por 2 y 
sumando el producto al elemento correspondiente de la tercera linea. 

Estos dos ejemplos ilustran el teorema 10. 

10. Si cada elemento de una linea o de una columna de un determi¬ 
nante se multiplica por una constante k y el resultado se suma con el 
correspondiehte elemento de otra linea o de otra columna, respectiva- 
mente, el valor del determinante no se altera. 

Se desea probar que 


an a i2 ai3 • • 

0\p 

Oij 

a 2 x o 2 2 a 2 3 • • 

* o 2p * • 

• a 2j * 

a 3 i a 32 a 33 * * 

• Ozp • • 

* 0%j 

O n 1 O n 2 O n % 

O n p * 

O n j 


an a 12 ai3 

O 21 &22 02% 

o%\ a 32 a 33 


O ' 7 i 1 O n 2 O n % 


0\n 

0%n 

Ozn 


O n n 


o±p koij 

• * • d\j • 

\ * ain 

a 2p + ko2j 

* * * a 2 y 

* * 02n 

Ozp + ka zi 

• * * Osj • 

• * a 3 72 , 

O n p H - kO n j 

O n j * 

O n n 


De acuerdo con el teorema 9, el determinante colocado a la derecha es 
igual a la suma del determinante D y el siguiente determinante 


an O12 On - * 

• kaij • 

* • aiy • 

• * ain 

a 2 i 022 a 2 3 • * 

’ ko 2 j • 

* • a 2 y * 

* * a 2n 

a 3 i a 32 a 33 • • 

• ka Z j ■ 

• • a 3? - • 

* • a 3n 

a n i a n2 o n % • • 

ka-nj 

• * Onj 

O n n 


Segun el teorema 8, este ultimo determinante es igual al producto de k 
por un determinante que contiene dos columnas identicas. En conse- 
cuencia, segun el teorema 7, dicho determinante es igual a cero. 


21.5 SIMPLIFICACION DE UN DETERMINANTE 

El trabajo de desarrollar un determinante se puede reducir considerable- 
mente cuando se emplean las propiedades dadas en el parrafo anterior. 
Mediante sucesivas aplicaciones del teorema 10 a un determinante, es 
posible reemplazar por ceros todos los elementos de cualquier linea o 
de cualquier columna, excepto uno de ellos, sin que estas operaciones 
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EJEMPLO 


alteren el valor de los determinantes. Se ilustrara el procedimiento que 
puede seguirse, caleulando el valor de un determinante, y se empleara 
la notacion r ; - + kri para indicar que cada elemento de la linea i se ha 
multiplicado por k, que el resultado se ha sumado con el correspondien- 
te elemento de la linea j, y que dicha suma se ha empleado como colum- 
na / en el nuevo determinante. A1 hacer referencia a columnas se em¬ 
pleara una notacion analoga. 

Desarrollar 


3 5 3 4 -2 

231-13 

4 2 —3 2 5 

2120-1 
0-2134 

Solution: Si se efectuan las operaciones indicadas por r 2 — r 4 y por r 3 
se tiene 


2r 4 , 


3 5 3 4 -2 

0 2-1-1 4 

0 0 -7 2 7 

2 12 0-1 

0-2134 

Ahora, efectuando ri — 1 r 4 , se Irene 


0 

0 

3^ 

2 

0 

-1 

4 

-1 

i 

4 


3-^ 

0 

_ 4 

1 

2 

0 

0 

-7 

2 

7 

--2 

2 

-1 

-1 

4 

2 

1 

2 

0 

-1 


0 

-7 

2 

7 

0 

-2 

1 

3 

4 


-2 

1 

3 

4 


Efectuando las operaciones r 2 + 


r.i y J'-,i + 7r.i, se tiene 



0 4 

0 2 
0 23 

1 3 


_ i 


8 

35 

4 


= ( — 2 )( 1 ) 


H 

o 


-14 


4 

2 

23 


— 7Z 
8 
35 


2(3^) 

2 8 

- 2 ( — 14) 

4 —i 
4 2 


23 35 


2 8 

7(70 - 

- 184) + 28(32 + 1) = 

1722 


EJERCICIO 87: MANIPULACION Y DESARROLLO DE 
DETERMINANTES 


Mediante el uso de las propiedades de los determinantes, y sin efectuar los desarro- 
llos, demuestrese que son ciertas las proposiciones de los problemas 1 a 8. 


1: 

a 

d 

2 a 


2: 

a 

b 

c 


a 

5 

c 


b 

e 

25 

= 0 


d 

e 

f 

= — 

9 

h 

i 


c 

f 

2c 



Q 

h 

i 


d 

e 

f 


3: 


13 5 

2 7 9 

13 5 


= 0 
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4: 


5: 

6 : 


d -\- 6 


2 1 
8 2 
3 5 

3 5 

-4 3 

1 0 


b 

f + 9 

a 

-3 
4 
7 

7 
2 
3 


c 

fe + i 
i 


= 2 


2 

4 

3 

3 

-4 

1 



a 

b 

C 


d 

f 

h 


e 

a 

i 


1 -3 

1 2 ' 

5 7 

5 2 

3 -1 

0 3 


7: 

CLi &2 &Z 


ai 

&2 

a 3 


ai 

0,2 

& 3 


61 &2 &3 

— X 

61 

b 2 


+ 


&2 

63 


CiX + di c 2 x + d% c 3 x + d s 


Ci 

c 2 

c 3 



C?2 

dz 


8 : 


<Zi hi ki<ii Ci — SkiCLi 
cl 2 &2 + kiO/2 C2 — 3fc 2 a 2 
CL 3 &3 -f- k\<Xz ~ Qk^CLs 


a,i bi Ci 

0,2 b-> C2 
<13 63 C3 


Desarrollense los determinantes de los problemas 9 a 28 de acuerdo con el metodo 
del Pr. 21.5. 


9: 


11 : 


13: 


15: 


17: 


19: 


21 : 


23: 


3 0 5 6 

13 4 2 

2 13 5 

2 3 4 2 

1-2 11 
2 4-11 

2 2 13 

12 11 

1 3 2 1 

2 14 6 

3-213 

1 2 2 3 

12 2 3 

2 4 2 6 

3 16 9 

13 12 

2 17 3 

10 3 2 

12 13 

3 12 9 

1- 3-2 1 

2- 1 3 0 

1 2 -3 ^1 

2 1-2 1 

3 12 4 1 

2 14 12 

1 3 2 2 1 

3 2 6 2 4 

12 2 13 

36 2-3 4 

12 - 1-1 -2 

2 2 3 2 1 

4 1-2 2-4 

13 112 


10: 


12: 


14: 


16: 


18: 


20 : 


22: 


24: 


4 3 

-2 1 

3 1 

2 3 

2 3 1 

5 0 1 

3 2 2 

4 13 

3 -1 

2 1 

2 -2 

-1 2 

12 1 
3 2 6 

2 10 
10 2 

-1 2 

3 -1 

2 1 

-1 2 

2 12 
3 4 1 

113 

3 12 

2 4 1 

2 13 

4 0 2 

2 3 1 

4 2 6 

1 4 
1 2 

3 -4 

2 4 
2 2 


-3 0 

2 1 
-3 2 

-2 1 

3 

2 

2 

1 

2 1 
5 1 

4 3 

-4 -2 

1 

3 

3 

1 

3 -2 
2 2 

4 2 
2 1 

1 

3 

2 

1 

3 2 

2 2 
1 2 
2 1 
3 4 

2 3 2 

-13 1 

12-2 

2 6 2 

0 4 3 
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25: 2 13 12 1 

3 0 2 2 1 2 

10 0 12 2 

0 0 0 0 1 1 

2 0 3 4 3 3 

0 0 0 0 0 1 

27: 1 0 2 0 3 0 

0 4 0 3 0 2 

2 1 3 4 5 -2 

3 0 6 2 9 0 

2 15-37 4 

1 2 3 4 2 7 


26: 3 0 2 3 3 1 

3 12 0 12 

312-102 

2 0 4 2 1 3 

1 0 3 2 2 1 

3 0 2 1 1 5 

28: 3 3 2 7 0 2 

2 2-2 2 5 7 

11113 2 

2 2 2 2 3 4 

2 1 3 0 6 5 

3 3 3 4 5 6 


Sin efectuar los desarrollos de los determinantes, demuestrese que son ciertas las 
proposiciones de los problemas 29 a 32. 

29: Si ax + by = 0, entonces a b =0. 

— y x 

30: Si ax + by + cz = 0, entonces a b c 

-y/x 2 -y/ z = o. 

—z/x z/y 0 

31: Si a = b, entonces a/x y c 

3 0 2 y =0. 

b/y x cx/y 

32: gi a + 6 = c, entonces o, be 

—a c b =0. 

c —b a 


Sin desarrollar los determinantes de los problemas 33 a 40 demuestrese que cada 
uno de ellos es igual a cero para el valor indicado de x. 

SUGERENCIA: Sustituyase cada valor indicado en x en v el determinante, y luego 
reduzcase el determinante a otro que tenga dos lineas o dos columnas iguales. 

33: 2 4 a; 

1 x 1 , x = 2, x = 3 

2 6 2 

34: 3 6 x 

1 x 3,x=2, a; = 9 

12 3 

2-12 1 

3 6 3,2 = 2, 2 = 3 

2 2 + 12 

3 2 + 13 

1 2 — 1 1,2 = 1 , 2=2 

2 + 15 2 

1 6—2 2 ,2 = 1, 2=2, 2=3 

22 2 + 1 2 + 1 
2+23 3 

2 2+24 

2 22 2+3 ,2 = 1, 2 = 2, 2=3 

22 52 — 2 42 

39: 0 2 2 +1 

22 — 42 32 — 3 ,2 = 1, 2= 2, 2=3 
2 — 1 2 22 


35: 

36: 

37: 

38: 
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40: x + 1 3a: + 1 2z 4 2 

x+2 3x + 2 2x + 3 , x = —1, x = 1, x = 0 
x + 5 5 — x 4 


21.6 SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 

En este parrafo se mostrara como resolver, mediante el uso de determi- 
nantes, un sistema de cuatro ecuaciones de primer grado con cuatro in¬ 
cognitas. Sin embargo, el metodo es general y se puede aplicar, eon 
pequenas variantes, a cualquier sistema de n ecuaciones de primer grado 
con n incognitas. Cualquier sistema de cuatro ecuaciones de primer 
grado con cuatro incognitas se puede escribir en la forma 

a x x 4 - b x y + C\Z + d x w = e x 

a 2 x + b 2 y 4- c 2 z 4- d 2 w = e 2 (21.11) 

a 3 x 4- b 3 y 4- c 3 z 4- d 3 w = e 3 

a 4 x + b 4 y + c 4 z + d 4 w = e 4 

Si en cualquier sistema de cuatro ecuaciones de primer grado con cua¬ 
tro incognitas , el determinante D de los coeficientes es diferente de cero, 
el sistema tiene una solucion unica. Ademds, el valor de cada incognita 
se puede expresar como un cocienie, en el que el divisor es D y el divi- 
dendo es el determinante que se obtiene al sustituir en D los coeficientes 
de la incognita deseada por los terminos constantes de las ecuaciones. 

Puesto que al multiplicar por una misma cantidad cada elemento de 
una linea o de una columna del determinante 

<Zi 6i Ci di 

a 2 b 2 c 2 d 2 
a 3 b 3 c 3 d 3 

tti b 4 c 4 di 

se multiplica por la misma cantidad el valor de D, se tiene 

a x x 6i Ci d x 
a 2 x b 2 c 2 d 2 
a 3 x b 3 C3 d 3 
a 4 x 64 Ci di 

Ademas, si se multiplican por y los elementos de la columna 2, por z 
los elementos de la columna 3 y por w los elementos de la columna 4, y 
si los productos obtenidos se suman a los elementos correspondientes de 
la primera columna, se obtiene 

a x x 4- b x y 4- CiZ + diw b x c x d x 

a 2 x 4 - b 2 y 4- c 2 z + d 2 w b 2 c 2 d 2 

a 3 x + b 3 y + c 3 z + d 3 w b 3 c 3 d 3 

a 4 x 4 - b 4 y + az + d 4 w b 4 c 4 d 4 


Dx = 




solucion 
unica de un 
sistema de 
ecuaciones 
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( 21 . 12 ) 


ei 

6 i 

Cl 

di 

c 2 

62 

C2 

d<2. 

e 3 

63 

Cs 

d 3 

ei 

hi 

C 4 

di 


en virtud de que los elementos de la primera columna del primero de 
esos dos determinantes son iguales a los terminos del miembro de la 
izquierda de ( 21 . 11 ) y, en eonsecuencia, iguales a los terminos cons- 


tantes. Por tanto, si D 0, se tiene x = 


D 


. Los valores de y, de z o 


de w se pueden obtener de manera analoga. Por tanto, se puede obtener 
un conjunto unico de valores para las incognitas de ( 21 . 11 ). 

Se demostrara ahora que este conjunto de valores satisface al sistema 
de ecuaciones dado. Si se traspone el miembro de la izquierda de la 
primera ecuaeion del sistema, y se sustituyen x, y, z, y, w por N x /D, 
Ny/D, Ng/D y N w /D, y si se multiplica luego por D, se obtiene 


e x D — a x N x — b x N y — c x N z — d x N u 


Se 

puede 

ver 

rapidamenti 

Ci 

0,1 

61 

Cl 

di 


ei 

0,1 

61 

Ci 

di 


C 2 

0,2 

62 

c 2 


= D' 

ez 

Oz 

bz 

c 3 

d 3 


e 4 

(Z 4 

b 4 

Ci 

di 



Facilmente puede verse que esa expresion es igual a D\ si D’ se des- 
arrolla en terminos de los elementos de la primera linea. El lector debe 
observar que las columnas primera y segunda de N y estan intercambia- 
das en el desarrollo por menores; por tanto, — biN y aparece en vez de 
b±Ny en la expresion antes considerada. El signo negativo que precede 
a d x N w se puede interpretar de la misma manera. Ademas, D' = 0 , 
puesto que con tiene dos lineas identicas. Por tanto, el conjunto unico de 
valores de las incognitas satisface la primera ecuaeion del sistema. De 
manera analoga se puede demostrar que satisface tambien a las otras 
tres ecuaciones del sistema. 


EJEMPLO Resolver mediante el uso de determinantes el sistema 


£ + V + z + w = 2 

2x — y + 2z — w = — 5 

3x + 2y + 3z + 4w = 7 

x — 2y — 3z -f- 2 w = 5 


Solution: El determinante de los coeficientes es 


D = 


1 

2 

3 

1 



1 

2 

3 

-3 



1 1 

0 3 

2 3 

-2 -3 


1 

0 

4 

2 
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en donde la igualdad se obtiene al efectuar r 2 + n. 
Efectuando la operacion cs — Ci, se tiene 


D = 


1 

3 

3 

1 



0 

0 

0 

-4 



1 

4 

2 


en donde la igualdad se obtiene al desarrollar en terminos de los elementos de 
la segunda linea. Desarrollando ahora en terminos de los elementos de la segunda 
columna, se tiene 


D = — ( —4)( —3) 


1 1 
2 4 


-24 


Si se calcula el valor de 


N x 




1 

2 

3 

-3 



se obtienen N x — 0. Por tanto, 


X 


N x 

D 


0 

-24 


= 0 


Si este valor de x se sustituye en tres cualquiera de las ecuaciones dadas, se 
obtiene un sistema de tres ecuaciones de primer grado con tres incognitas, y, z, w. 
Si se resuelve este sistema por cualquiera de los metodos dados en el capitulo 6, 
se obtiene la solucion y = 1, z = ' — 1 y w — 2. 

Como se indico anteriormente, el metodo empleado para resolver este 
sistema de ecuaciones es general y se puede aplicar con pequenas va- 
riantes, a un sistema de n ecuaciones de primer grado con n incognitas. 


EJERCICIO 88: SOLUCION DE ECUACIONES MEDIANTE 
DETERMI NANTES 

Resuelvanse los sistemas de ecuaciones de los problemas 1 a 24 por medio de 
determinantes. 


1: 

2.x 

— V — o 



2: 

3x 

— 

4 y 

= 1 




3x 

-2 y - 

L 




2x 

— 

By 

= 0 



3: 

5x 

— 2y = 4 




4: 

3x 

— 

2 y 

= 8 




2x 

+ V = 7 





X 

+ 

y 

= 6 



5: 

2x 

— y + z 

= 


3 

6: 

3x 

+ 

2 y 

+ 2 

= 

2 


3x 

+ 2y — 2z 

= 


1 


2x 

— 

By 

+ 2z 

= 

3 


X 

— 3 y + z 

= 

— 

2 


2x 

+ 

Ay 

— z 

= 

2 

7: 

2x 

+ 2y — 5z 

= 

7 


8: 

X 

— 

V 

+ 2 

= 

-1 


3x 

— 3 y + 6z 

= 

9 



3x 

+ 

By 

+ 4z 

= 

6 


X 

+ y — 2z 

= 

3 



2x 

— 

Ay 

-(- 2z 

= 

-6 

9: 

3x 

+ 2y 

= 

2 


10: 

3x 

+ 

Ay 


= 

-1 


Bx 

— z 

= 

1 



6x 



+ 2z 

= 

-3 



4y — 2z 

= 

0 





2y 

+ 2 

= 

1 

11: 

Ax 

- 3 y 

= 

4 


12: 

Ax 

— 

By 


= 

-1 


2x 

+ 2 

= 

1 



2x 



+ 2 

= 

1 



6y — 6z 

= 

1 





By 

+ 2z 

= 

2 
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13: 

x + V — z — 

2 w = ■ 

-2 


14: 

X - 

- y + 

z — w = 3 




x + y — 2z — 

w = 

2 



x + y — 

Z + W == 1 




x + 2y — z — 

2 w = ■ 

-3 



X - 

- y + 

z + w = 5 




x + y — z — 

w = 

0 



x + y + 

z w — 1 



15: 

x + y + z 

= 

1 


16: 

2x 

+ y 

— z = - 

-1 



2y — 2z — 

w = — 

■7 




2y 

+ 2 — W = 

7 



x + -y — z 

= — 

3 



2x 


— 2! = - 

-3 



x + z + 

w = 

2 




2 y 

— W = 

6 


17: 

x + Sy — z + 2w = 

-4 


18: 

2x 

+ y - 

- 2z + 3w = 

22 



2x — y — 3z + 2w = 

-1 



3x 

+ y - 

- 2z — 3w = 

-16 



x — 2 y — z + 3 w = 

8 



X 

+ y - 

-2 z + w = 

4 



x + y — z + 3 w = 

2 



2x 

— y + z — w = 

6 


19: 

x+2y — 3z — 

w = 

-1 


20: 

2x 

+ y 

— 3z + w = 

-8 



x — 3y — 3z + 

w = 

3 



4x 

+ y 

— 6z + 2-w = 

-17 



x + 3y — 3z — 

2 w == 

0 



6x 

+ y 

+ z + 3w = 

4 



x — y — z + 

It? = 

1 



6x 

+ 2 y 

— 6z + 2w = 

-12 


21: 

x + y + z = 2a 



22: 

bx 

+ ay 

— z = ab 




x — y =2 a 




bx 

+ by 

— z = b 2 




x — z= — 

a 




ax 

— ay 

+ z = a 2 



23: 

x + y + z + w 

= 0 



24: 

x + y + 

z — w = - 

-26 



x — y + z + w 

= 26 




X - 

- V 

= 

2a 



x — z + w 

= -6 




x + y — 

2z + 2w = 

46 



x — w 

= 2a 




x + y — 

2z = 

26 


25: 

Resuelvase para 

% 



26: 

Resuelvase para y 




x + y + Z + V 

+ w = 

-3 



X 


+ 2v + 

w — 

1 


x + y + v 


-2 



2x 

+ y 

+ 4w + 

2w = 

0 


X + z 

+ w = 

0 



X 


+ 2v + 

3 w = 

7 


x — y — z 

= 

0 



X 

+ 2y 

+ 3*> + 

w — ■ 

-5 


y + z — v 

= 

3 



X 

+ 2 y 

+ 2z + v + 

w = ■ 

-1 

27: 

Resuelvase para 

z 



28: 

Resuelvase s para y 




2x + y + 3z - 

- 317 + 

w = 

4 


2x 


+ v 

= 

3 


3x + y — z- 

- 317 + 

w = 

- 3 


X 

+ 2 y 


= 

4 


x + 2y — 3z - 

- 6l7 + 

2w = 

-13 



y 

+ 2v 

= • 

-1 


4x + 3y + 2z - 

- 9l7 + 

2w = 

- 7 




z + 

2 w = 

-1 


x + y — z - 

- 2 17 + 

w = 

- 3 


X 

- y 

— 2z + v — 

2w = ■ 

-2 


21.7 SISTEMAS DE ECUACIONES HOMOGENEAS DE PRIMER GRADO 

Una ecuacion de primer grado se llama homogenea si no contiene el 
termino constante. Por ejemplo, 2x — 3y + 4z + 2 w — 0 es una ecua¬ 
cion homogenea. 

De acuerdo con la definicion anterior, el sistema (21.11) es homoge- 
neo si e\ = = es — e± = 0. En el Pr. 21.6 se demostro que si x f y f , 

z f y w f son soluciones de (21.11), entonces 

Dx' = N x Dy' — N v Dz' = N z and Dw' = N w (21.13) 

en donde D es el determinante de los coeficientes del sistema (21.11). 
Si el sistema homogeneo, N x = N y = N z = N w = 0, ya que cada uno de 
solution estos determinantes contiene una columna de ceros. Por tanto, si D =/= 0, 

trivial se obtiene x' = y' = z r — w' = 0 como solucion del sistema. Esta solu¬ 

cion se conoce como la solucion trivial. 


21.7 SISTEMAS DE ECUACIONES HOMOGENEAS DE PRIMER GRADO 375 



Ahora se discutiran las condiciones bajo las cuales un sistema de ecua- 
ciones homogeneas posee soluciones distintas de la solucion trivial, es 
decir, soluciones en las cuales x', y f , z' y w f no son todas iguales a cero. 
Por ejemplo, si x' = 7 ^= 0, la primera ecuacion de (21.13) se convierte en 
Dx' = 0 . Sin embargo, ya que xf 0 , se concluye que D — 0 . Por tan- 
rango de un to, si un sistema de ecuaciones homogeneas de primer grado posee soiu- 
determinante clones diferentes de la trivial es necesario que D = 0. 

Sera necesario utilizar el concepto de rango de un determinante en los 
proximos razonamientos, por lo cual se dara ahora su definicion. Si uno 
de los menores de orden r de un determinante de orden n es diferente 
de cero y todos los menores de orden mayor que r son iguales a cero, 
entonces se dice que el determinante es de rango r. 

Puede demostrarse que si el determinante de los coeficientes de un 
sistema de n ecuaciones homogeneas de primer grado con n incognitas 
es de rango r, entonces r de las ecuaciones pueden resolverse para r 
incognitas en terminos de las otras n — r incognitas y que estos r valo- 
res satisfacen a las n — r ecuaciones restantes. Se demostrara que esto 
es valido para el sistema 

aiX + b x y + Ciz = 0 

a 2 x + b 2 y + c 2 z = 0 (21.14) 

a 3 x + b s y + c 3 z = 0 


primeramente, si el determinante de los coeficientes es de rango 2 , y en 
segundo lugar, si el determinante de los coeficientes es de rango 1 . 
Para demostrar la primera parte se supondra que 


D = 

CLl 

&2 

bi Ci 

b 2 c 2 

= 0 and 

ay 61 
a 2 b 2 


a 3 

b 3 c 3 



(21.15) 


y se demostrara que las primeras dos ecuaciones de (21.14) pueden 
resolverse para x y y en terminos de z y que estas soluciones satisfacen 
la tercera ecuacion. 

Primeramente, se transponen los terceros terminos de las primeras dos 
ecuaciones de (21.14), obteniendose 

aiX + biy = — CiZ 

a 2 x + b 2 y = — c 2 z 


Si se resuelven estas ecuaciones para x y y mediante el metodo del 
Pr. 21.6, se obtiene 


— CiZ 

b 

>1 


61 

Cl 



dl 

Cl 

— C2Z 

b 

>2 


b 2 

C 2 

z 

y = - 

0/2 

c 2 

at 

61 



ai 

61 


0/1 

bi 

&2 

62 



(X 2 

62 



02 

b 2 


( 21 . 16 ) 
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En seguida se sustituyen estos valores en el miembro izquierdo de la 
tercera ecuacion de (21.14), y se obtiene 


61 

Cl 


a x 

Cl 

b 2 

C 2 

. h 

d 2 

C 2 

CLi 

61 

Z — O 3 

a x 

bi 

&2 

b 2 


d 2 

b 2 


z 

r 1 

Ci 


a1 

Ci 

+ Cs 

di 

61 11 

d± b\ 
d 2 b 2 

L a3 1 b 2 

C 2 

— 63 

d 2 

c 2 

d 2 

b 2 |J 


La expresion dentro del parentesis rectangular es igual a cero, ya 
que es igual al desarrollo de D en terminos de los menores de la tercera 
linea. Por tanto, los valores (21.16) satisfacen a la tercera ecuacion. 
Esto completa la prueba para el caso en que D tiene el rango r = 2 . 
Para terminal' este analisis se supondra ahora que el determinante D 
es de rango 1 y que a± 0 , y primeramente se demostrara que 


x 


—thy _ 

d\ (JL\ 


(21.17) 


que es el resultado de resolver para x la primera ecuacion de (21.14), 
satisface a la segunda ecuacion. Si se sustituye este valor de x en el 
miembro derecho de la segunda ecuacion de (21.14), se obtiene 



+ b 2 y + c 2 z 


-£[<- 

-Kl 


d 2 bi ~f" dib 2 )y + (— &2C1 dic 2 )z 


a 1 
d 2 


6l 

b 2 


y + 


di 

&2 


Cl 

c 2 


■) 




Sin embargo, ya que cada uno de los determinantes inmediatamente 
anteriores es un menor de segundo orden de D, cada uno de ellos es 
igual a cero por hipotesis. Por tanto, el valor de x de (21.17) satisface 
la ecuacion. Por un argumento similar se puede demostrar que (21.17) 
tambien satisface a la tercera ecuacion de (21.14). 

La discusion anterior demuestra un caso especial del siguiente teo- 
rema: un sistema de n ecuaciones homogeneas de primer grado con n 
incognitas posee una solucion en la que los valores de las incognitas no 
son todos iguales a cero, si y solo si, el determinante de los coeficientes 
es cero; ademds, si el determinante de los coeficientes es de rango r, 
entonces r de las ecuaciones pueden seleccionarse y resolverse para r de 
las incognitas en terminos de las otras n — r incognitas , y estos valores 
satisfardn a las n — r ecuaciones restantes. 

Demuestrese que existen soluciones no triviales para el siguiente sistema de ecua¬ 
ciones homogeneas de primer grado y obtenganse dos de ellas. 
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21.8 


Sx — 2y + 4z = 0 
x — By — 2z = 0 
2x + y + 6z = 0 

Solution: En este caso el determinante de los coeficientes es 





Ademas, el menor 


3 -2 

1 -3 


= -9 + 2 = -7 ^ 0. 


Ya que este menor es el determinante de los coeficientes de x y y de las primeras 
dos ecuaciones, es posible resolver estas dos ecuaciones para x y y en terminos de 
z y obtener 


-4 -2 


3 -4 


2 -3 

16z 

1 2 

lOz 

3 -2 

z 7 y v 

3 -2 

2 7 

1 -3 


1 -3 



Si se sustituyen estos valores de x y y en la tercera ecuacion, se obtiene 

2 (- ^) + (~^r) + 6z = - ^ + 6z = 0 


Por tanto, x — — v = — ~ioz = z es una solucion del sistema. 

7 7 

Es posible obtener tantas soluciones numericas como se deseen mediante la asigna- 
cion de valores a z. Por ejemplo, si z = 7, entonces x = — 16 y y = — 10, y si 
z — — 14, entonces x = 32 y y = 20. 


SISTEMAS DE m ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON n INCOGNITAS 

m < n 


Un sistema de m ecuaciones de primer grado con n incognitas, siendo 
m < n, generalmente puede resolverse para m de las incognitas en ter¬ 
minos de las otras n — m incognitas. Por ejemplo, el sistema 

x — 2y + x + Bw = 2 
2x + y — 3z + 4w = 3 
4x — 3y -f- 2z — w = —2 

puede resolverse para x, j y 2 en terminos de w mediante la transposi- 
cion de los terminos que contienen w. De este modo se obtiene 

x — 2 y + 2 = 2 — 3 w 
2x + y — 3z — 3 — 4 w 
4x — 3y + 2z = —2 + w 

El determinante de los coeficientes es 
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EJEMPLO 1 


D = 


1-2 1 

2 1-3 

4-3 2 


= 15 


Por tanto, por el metodo del Pr. 21.6 y el teorema 9 del Pr. 21.4, se 
obtiene 


x = 


2 — 3w —2 1 


2-2 1 


-3 -2 

3 — 4 w 1 —3 


3 1-3 


-4 1 

—2 + w —3 2 

__ ‘ 

-2 -3 2 

+ • 

1 -3 

-4 ^ 


1 

-3 

2 


w 


15 


15 


-21 + 22w 

15 


Analogamente se obtienen 


1 2 - 3w 1 

2 3 — 4w —3 

4 —2 + w 2 

61 w — 48 

15 

15 

1 -2 2 - 3w 


2 1 3 — 4w 


4 -3 -2 + w 

55w - 45 


15 15 


Por tanto. 


22 w - 21 61 w - 48 

15 V ~ 15 


z 


55 w - 45 
15 


w = w 


produciran soluciones para el sistema de ecuaciones para cada valor que 
se asigne a w. Por ejemplo, para te = Oyt» = lse obtienen las dos 
soluciones siguientes: x = — -y — — Jjp z = — 3, w = 0, y * = 

y = z =-§» w = l. 

Resuelvase el sistema 

Sx — 2y + 4z — 2w = 3^ 
x + Ay — z + 3 w = 7 

para dos cualesquiera de las variables en terminos de las otras dos. 

Solution: Ya que el determinante de los coeficientes de x y y es igual a 14, es 
posible resolver el sistema para x y y en terminos de x y w, como se indica a 
continuacion. 

3x — 2y = 3 — 4z -h 2xr> se han transpuesto los terminos 

x + 4y = 7 + z — 3w que contienen z y w. 

Por el metodo del Pr. 21.6 se obtiene 
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3 — 4z 4 2w -2 
7 + z — 3 w 4 


11 4] 

3 3 — 4z + 2w 

1 7 + z - 3w 


1 4 


26 — 14z + 2 w 
14 


18,4- 7z - 11 w 
14 


13 - 7z + w 
7 


Por tanto, la solucion es 

13 - 7z 4 W 18 4 7z - 11 w 
x = - jj -, y = --» z = z,w 


w 


EJEMPLO 2 Resuelvare el sistema 


3x — 9y 4 z — 2 
2x — 6y 4 3z = 6 

para dos de las incognitas en terminos de la tercera. 


Solucion: Primeramente se observa que el determinante de los coeficientes de 
x y y es 


3 -9 

2 -6 


-18 4 18 = 0 


Por tanto, no es posible resolver este sistema para x y y en terminos de z. Sin . 
embargo, el determinante de los coeficientes de y y z es 

-l g|- -27 + 6- -21 

Por tanto, se puede proceder como sigue: 

— 9y 4 z = 2 — 3x se han transpuesto los terminos 

— 6y 4 3z = 6 — 2x que contienen x. 

Entonces, por el metodo del Pr. 21.6 


— 7x _ x 
^21~ ~ 3 

x 


por tanto, la solucion es x = x, y = x/3, z = 2. 

21.9 SiSTEMA DE m ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON n INCOGNITAS m > n 

Un sistema de ecuaciones de primer grado que contiene mas ecuaciones 
que incognitas por lo general no se puede resolver. Sin embargo, en al- 


V = 


z = 


2 - 3x 1 
6 — 2x 3 


2 1 
6 3 


+ 


-3 1 

-2 3 


-21 

— 9 2 — 3x 

-6 6 - 2x 


-9 

-6 


-21 

2 


-21 

_ (-54 4 12) 4 (18 - 18)* 

-21 

= ^ = 2 
21 Z 


4 


-9 

-6 


-21 


* 


0 


-3 

-2 
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gunos casos existe una solueion. Dadas m ecuaciones de primer grado 
con n incognitas, siendo m n, se seleccionan arbitrariamente n de las 
ecuaciones, y, si son consistentes, se resuelven para las n incognitas. Si 
el conjunto de valores obtenido no satisface a alguna de las m — n ecua¬ 
ciones restantes, entonces el sistema no tiene solueion. Sin embargo, si 
el conjunto de valores obtenido satisface a todas las m — n ecuaciones 
restantes, entonces dicho conjunto de valores es la solueion del sistema. 
Por supuesto, si ningun conjunto de n de las ecuaciones es consistente, 
no existe solueion. Se ilustrara el presente caso con dos ejemplos. 

EJEMPLO 1 Obtengase una solueion del sistema siguiente, si es que tienen soluciones. 

x + 2y — 3z = —9 

4x — y — 2z = 3 

3x + Ay — z = — 1 

2x — y + z = 5 

Solueion: Puede verificarse facilmente que el determinante de los coeficientes de 
las primeras tres ecuaciones es igual a —52. Por tanto, se pueden resolver estas 
ecuaciones por el metodo del Pr. 21.6, obteniendose x = 2 y — — 1, z — 3. Sin 
embargo, cuando estos valores se sustituyen en el miembro izquierdo de la cuarta 
ecuacion se obtiene 

2 (2) - (-1) + 3 = 4+ l + 3 = 8 

Por tanto, ya que el miembro derecho de la ecuacion es 5, los valores encontrados 
no satisfacen la ecuacion y, en consecuencia, el sistema no tiene solueion. 

EJEMPLO 2 Obtengase una solueion del sistema siguiente, si es que tienen solueion. 

3a; - 2 y = 12 

2 a; + y = 1 

5x + 2 y = 4 

Ax — 3y = 17 

Solueion: Las dos primeras ecuaciones son consistentes, ya que el determinante 
de los coeficientes es igual a 7 y, segun el metodo del Pr. 21.6, la solueion es 
x — 2 y y = — 3. Sustituyendo eslos valores en los miembros izquierdos de las 
ecuaciones tercera y cuarta, se obtiene 10 — 6 = 4 para la tercera ecuacion y 
8 + 9 = 17 para la cuarta. Por tanto, x = 2 y y — — 3 es solueion del sistema. 


EJERCICIO 89: SiSTEMAS DE ECUACIONES HOMOGENEAS Y 
SISTEMAS DE m ECUACIONES CON 
n INCOGNITAS 

Pruebese si los sistemas de ecuaciones de los problemas 1 a 8 poseen soluciones no 
triviales. En caso afirmativo encuentrese una de ellas. 


1: 3x + 5y — 2z = 0 
x — 3y — 3z = 0 
5x + y — 7« = 0 
3: 2x — 3y + 2 = 0 
x + Ay — 2z = 0 
5a; + By — 2 = 0 


2: 2x - 3 y - 2 = 0 

x — 5 y + 3z = 0 
3 x + 7 y - 13 2 = 0 
4: x + 3y + 22 = 0 
5 x + 7y — 2z — 0 
3x — y — 9z — 0 
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5: x + V + z — 3w = 0 

x — 1 / — 2 z + 2 w = 0 

x — 3 y — z — 20 = 0 

x + by + 2z — 3 w — 0 

7 : x— y+z— w = 0 

2x + 3 y + z — 620 = 0 
3x + 2y — 4z — 20 = 0 
x + 1 / — 3z + 20 = 0 


6: x + ^ — 2z + 20 = 0 

2x + 32/ — 4z + 220 = 0 

3x — y — 6z — 320 = 0 

5x + 2y — 3z — 20 = 0 

8: x + 2 y — z — 2w = 0 

2x — 2y + z — 20 = 0 

x + 3y — 2z — 20 = 0 

x — 2 / + 2z — 520 = 0 


Encuentrense dos juegos de soluciones numericas para cada sistema de ecuaciones 
dado en los problemas 9 a 16 y compruebese cada solucion. 


9: 

2x 

+ 

32/ 

— 

4z 


4x 

— 

2 y 

+ 

z 

11: 

X 

+ 

2y 

— 

3z 


2x 

— 

y 

+ 

4z 

13: 

X 

— 

6 y 

+ 

3z 


4x 

— 

5y 

+ 

2z 


2x 

+ 

y 

— 

4z 

15: 

4x 

+ 

6y 

— 

2z 


X 

— 

2 y 

+ 

4z 


2x 

+ 

5 y 

— 

3z 


= -4 
= 3 

— 20 = —8 
+ 420 = 8 
+ 220 = 0 
+ 320 = 4 

— 20 = —2 

+ 20 — 3» = —3 

— 220 + » = 4 
+ 220 — 4v — —6 


10: 

2x - 

- 32/ 

+ 

z 


4x - 

- y 

— 

2z 

12: 

x - 

- y 

+ 

4 Z 


2x - 

- 32/ 

+ 

z 

14: 

3x - 

- 22/ 

+ 

z 


5x + 3 y 

— 

4 z 


2x + 42/ 

— 

3 z 

16: 

4x - 

- 32/ 

— 

z 


2x - 

- y 

+ 

2z 


3x + 52/ 

+ 

3z 


= 16 
= 6 

+ 220 = -7 

— 520 = 9 

— 420 = 2 
+ 20 = —1 
+ 20 = —4 

+ 220 + 4® = 1 
+ 320 + 50 = —4 

— w + 0 = —2 


Encuentrese la solucion de los sistemas de ecuaciones de los problemas 17 a 24, si 
es que tienen solucion. 


17: 

X 

— 

4 y 

= 

-14 




3x 

+ 

y 

= 

-3 




5x 

+ 

2 y 

= 

-4 



19: 

3x 

— 

72/ 

= 

2 




4x 

+ 

3 y 

= 

15 




5x 

— 

9 y 

= 

3 



21: 

4x 

— 

2y 

+ 

z = 

13 



3x 

+ 

5 y 

+ 

2z = 

7 



2x 

+ 

7 y 

+ 

3z = 

6 



X 

+ 

5 y 

— 

3z = 

— 

12 

23: 

3x 

+ 

4 y 

+ 

z = 

3 



2x 

+ 

y 

— 

2z = 

— 

1 


4x 

+ 

5 y 

— 

z = 

— 

2 


X 

+ 

y 

+ 

z = 

4 



18: 5x + 3|/ = 5 

2x + y = 3 

4x + = —9 

20: 2x — 5 y = 25 

3x + 5y = 0 

x — 5y = 16 

22: 2x + y — 3z = 0 
5x — 32/ + z = 3 
x + 2y — 4z = — 1 
x — 2 / + z = 3 
24: x + 2 2 / — z = — 6 

3x — 2 / — 2z = — 1 
x + i/ + z = 2 
4x + 22/ — z = 3 
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FRACCIONES PARCIALES 


en el trabajo con fracciones se ha explicado hasta ahora la combina- 
cion de dos o mas de ellas por medio de las cuatro operaciones funda - 
mentales del algebra. Pero a veces, especialmente en el calculo integral, 
se hace necesario expresar una fraccion como la suma de otras dos o 
mas, de forma mas sencilla que la fraccion original. Las fracciones que 
se obtienen de esa manera se llaman fracciones parciales. En este capi- 
tulo se estudiara el problema de expresar una fraccion dada como la 
suma de fracciones parciales. 

22.1 DEFINICIONES Y TEOREMAS 

Una fraccion racional es el cociente de dos polinomios. En este capitulo 
se tratara exelusivamente de fracciones de esta clase y se desarrollaran 
metodos que se aplican solamente a las fracciones propias, esto es, a 
aquellas en las cuales el numerador es de grado inferior que el deno¬ 
minador. 

Segun el corolario en Pr. 12.13 se puede expresar cualquier polinomio 
como producto de potencias enteras de factores de primer grado y de 
segundo grado, siendo irreductibles estas ultimas. En consecuencia, toda 
fraccion racional pertenece a alguno de los cuatro casos siguientes: 

1. Todos los factores del denominador son de primer grado y ninguno 
de ellos se encuentra repetido. 

2. Todos los factores del denominador son de primer grado y algunos 
de ellos se encuentran repetidos. 

3. El denominador contiene factores irreductibles de segundo grado, 
ninguno de los cuales se encuentra repetido. 



22.1 DEFINICIONES Y TEOREMAS 
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teorema 

sobre 

fracciones 

parciales 


4. El denominador contiene factores irreductibles de segundo grado, 
algunos de los cuales se encuentran repetidos. 

En los cuatro parrafos siguientes se hara uso del teorema que se enun- 
cia a continuacion. No se da su demostracion porque se halla mas alia 
del alcance de este libro. 

Si una fraccion racional propia reducida a su minima expresion se 
expresa como la suma de fracciones parciales, entonces 

I. A todo factor ax + b del denominador, que no aparezca repetido, co- 
rresponde una fraccion parcial A/(ax + b), en donde A es una cons- 
tante . 

II. A todo factor (ax + b) k del denominador corresponden las frac¬ 
ciones parciales 

i_ | [ _ ^~ k 

ax + b (ax + b ) 2 ~ (ax + b) k 

en donde A\A^ ... ^ Ajc son constantes . 

III. A todo factor irreductible de segundo grado ax 2 + bx + c del de¬ 
nominador , que no aparezca repetido , corresponde la fraccion parcial 
(Ax + B) /(ax 2 + bx + c), en donde A y B son constantes . 

IV. Si ax 2 + b + c es irreductible, entonces a todo factor (ax 2 + bx 
+ c) k del denominador corresponden las fracciones parciales . 

AiX -f- B\ A 2 x -f~ B 2 AkX "b Bk 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c ) 2 (ax 2 + bx + c) k 

donde A u A 2 , . . . , A k , B i, B 2 , . . . , Bk son constantes . 


22.2 FACTORES DE PRIMER GRADO DISTINTOS 

El metodo que debe aplicarse en este caso se ilustrara con el ejemplo 
siguiente: 

EJEMPLO Separar en fracciones parciales 

2x z +X + 1 

(x + 2)(3x + l)(x + 3) 

Solution: Primer metodo. Cada factor del denominador de (1) es de primer 
grado y aparece una vez solamente. Por tan to, segun (I) del teorema 1 las frac¬ 
ciones parciales son, 

ABC 
x+2 3x + 1 x+3 

Asi se tiene 

2x 2 + x + 1 _ A_ B C 

(x + 2)(3x + l)(x + 3) x+2" h 3x + l“ h x+3 ^ 

en donde A, B y C deben ser determinadas de tal modo que (2) se satisfaga para 
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todo valor de x, excepto posiblemente para aquellos valores que anulen alguno de 
los denominadores. 

Despues de eliminar los denominadores en ( 2 ) se tiene 

2x 2 + x + 1 = A(Sx + l)(x + 3) + B(x + 2)(x + 3) + C(x + 2)(3a? + 1) (3) 

Efectuando la multiplicacion indicada y sumando los terminos en (3) se tiene 

2x 2 + x + 1 = z 2 (3 A + B + 3C) + a?(10 A +5 B + 1C) + (3 A +6 B + 2 C) 

(4) 

Si A, B y C se determinan de tal modo que 

3 A “b B + 3 C = 2 
10 A + 5B + 1C = 1 
3A + 6B + 2C = 1 

entonces, los dos miembros de (3) son identicos y, por tanto, la ecuacion se sa- 
tisface para todo valor de x. En consecuencia, para los valores de A, B y C deter- 
minados de esa manera, ( 2 ) es valida para todo valor de x con la posible excep- 
cion de aquellos valores que anulan algun denominador. 

Se puede resolver este sistema de tres ecuaciones de primer grado en A, B y C 
por cualquiera de los metodos expuestos en el eapitulo 6 y obtener A — —- 1 _, 

B =2_. C = 2 . Por tanto, 

5 9 

2a: 2 + x + 1 _ -7 1 , 2 (R) 

(x + 2)(8x + 1)(* + 3) 5(x + 2) ‘ 5(3x + 1) ^ x + 3 

Segundo metodo. Se presentara a continuacion un segundo metodo para determi- 
nar A 9 B y C de tal manera que los dos miembros de ( 2 ) sean iguales para todos 
los valores de x 9 excepto posiblemente para x = — 2. x ~ — 3 ,%z= —para 

los cuales se anule alguno de los denominadores. Si los miembros de ( 2 ) son 
iguales para todos los valores de x, con la posible excepcion de los tres valores 
antes mencionados, entonces, segun el teorema en el Pr. 12.17, los miembros de 
(4) son iguales para todos los valores de x, inclusive esos tres. Puesto que los 
miembros de la derecha de (3) y de (4) son dos formas del mismo polinomio, los 
dos miembros de (3) son iguales para todos los valores de x. 

Si se hace x = — 2 , los coeficientes de B y C en (3) se anulan y se tiene 

8 - 2 + 1 = A(-5)(l) 

— 5A = 7 combinando y trasponiendo 

A = — - 5 - resolviendo para A 

Analogamente, cuando x = —-4_ (3) se convierte en 

8 

2 - 1 + 1 = J5(|)(8) 

2 - 3 + 9 = 401? 

40 B = 8 eliminando denominadores , 

B = resolviendo pdra B 

Por ultimo, si se hace x — — 3 se tiene 

18 — 3 + 1 = C( —1)( —8) 

8 C = 16 combinando terminos y transponiendo 

C = 2 resolviendo para C. 

De donde, se tiene (5) 
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El uso del segundo metodo para resolver este caso 1, evita tener que 
resolver el sistema de ecuaciones (5) y se ahorra asi tiempo y trabajo. 
Puede emplearse con ventaja en otxos casos, particularmente cuando 
un factor de primer grado aparece en el denominador. 

EJERCICIO 90: DESCOMPOSICION DE FRACCIONES EN FRACCIONES 
PARCIALES; CASO I 


1 : 


5: 

7: 

9: 

11 : 

13: 

15: 

17: 

19: 

21 :* 

23: 


:omponganse las siguientes fracciones 

en 

fracciones parciales. 

2 

2: 

9 

(x - l)(3x - 2) 

(2x + 8)(x + 3) 

1 

4: 

-7 

(3x + 7)(2x + 5) 

(3x - 2)(4x - 5) 

7x 

6: 

— 8x 

(2x + l)(x - 3) 

(3x + 6)(x + 3) 

3x 

8: 

14x 

(5x - 8)(3x - 4) 

(4x - 9)(x + 3) 

x - 8 

10: 

6x + 9 

-S' 

1 

CO 

1 

4^ 

(2x - 5)(2x - 1) 

15 - lx 

12: 

x - 7 

(3x - 7)(2x - 5) 

(5x - 3)(13x - 11) 

1 

CO 

03 

1 

1 

14: 

61x - 1 

(2x ~b l)(x "b 2)(x — 3) 

(3x - 2)(x + 5)(2x + 1) 

14x - 106 

16: 

—73x - 77 

(x + l)(3x - 5)(2x + 7) 

(2x + 3)(x - 5)(3x + 2) 

6x 2 — 4x + 31 

18: 

—2x 2 - 22x - 24 

(2x - 3)(x + 4)(3x - 1) 

(x + 6)(2x + 3)(x + 2) 

— 4x 2 — 25x + 41 

20: 

x 2 + 62x — 114 

(x + 4)(4x - 5)(2x - 3) 

(x - 5)(2x + 7)(3x - 2) 

3x 2 - 9x — 20 

22: 

2x 2 — 9x — 44 

x 2 — 2x — 3 

2x 2 - lx - 15 

6x 3 - 7x 2 - 16x + 27 

24: 

45x 3 - 42x 2 + 20x - 1 

6x 2 — 7x — 5 

15x 2 — 14x + 3 


22.3 FACTORES DE PRIMER GRADO REPETIDOS 

Si el denominador de una fraccion en su forma factorizada contiene 
solamente factores de primer grado, pero uno o mas de ellos se 'encuen- 
tran repetidos, se emplea el metodo ilustrado en el ejemplo que sigue 
para expresar la fraccion como la suma de fracciones parciales. 

EJEMPLO Descomponer la siguiente fraccion en fracciones parciales. 

3x 2 + 5x + 1 
(x - l)(x + 2)* 

* Si el grado del numerador es igual o mayor que el grado del denominador, di- 
vidase el numerador entre el denominador y continuese la division hasta que se 
obtenga un residuo R de grado menor que el denominador. Despues expresese la 
fraccion en la forma 

Numerador R 

-— cociente 4--- 

Denominador Denominador 
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Solution: Primer metodo. De acuerdo con (I), teorema 1, se debe tener la frac- 
cion parcial A/(x — 1) correspondiente al factor x — 1 del denominador, y de 

acuerdo con (II) del mismo teorema, se deben tener tambien las fracciones par- 

ciales B / (x + 2) y C/(x + 2) 2 correspond!entes al factor (x + 2 ) 2 . Por tanto, 
se tiene 

3x 2 + 5x + 1 ABC m 

(x - 1) (x + 2) 2 x - 1 + x + 2 + (x + 2) 2 1 ' 

y se deben encontrar los valores A, B y C tales que los miembros de (1) sean 

iguales para todos los valores de x 9 con excepcion posible de x = 1 y x — — 2 . 
El primer paso en este proceso es eliminar los denominadores en ( 1 ), De esa ma- 
nera se obtiene 

3x 2 + 5x + 1 = A(x + 2)2 + B(x - l)(x + 2) + C(x - 1) (2) 

3x 2 + 5x + 1 = (A + B)x 2 + (4 A + B + C)x + (4A - 2B - C) (3) 

Los miembros de (3) seran iguales para todos los valores de x si A, B , C , quedan 
determinados de tal modo que los coeficientes de potencias iguales de x , en los 
miembros de la izquierda y de la derecha, sean iguales. Igualando los coeficientes 
de xr, x y de los dos terminos constantes se obtiene el siguiente sistema de tres 
ecuaciones de primer grado en A, B y C. 

A + B = 3 
4A + B + C = 5 
4A — 2B — C = 1 

La solucion de este sistema de ecuaciones es A = 1 , B = 2, y C = — 1 . 

Por tanto. 


3x 2 + 5x d- 1 12 1 

(x - 1) (x + 2)2 ~ a; - 1 + x + 2 (x + 2)2 

Segun metodo. Este metodo para la valuacion de A, B y C es similar al segundo 
metodo del caso I. Si los miembros de ( 2 ) son iguales para todos los valores 
de x, con posible excepcion dex = lyx = — 2 , entonces, de acuerdo con el 
teorema del Pr. 12 . 1 , los miembros son iguales para todos los valores de x. 

Si en la Ec. ( 2 ) se hace x = 1 , los coeficientes de B y de C se anulan y se 
tiene 


3 + 5 + 1 = A(3 ) 2 
9A = 9 
A = 1 


realizando operaciones y transponiendo 
resolviendo para A. 


Si x = — 2 , los coeficientes de A y de B en (2) se anulan, y se tiene 


12 - 10 + 1 = C( — 2 - 1 ) 
— SC = 3 
C - -1 


Puesto que no existe ningun valor de x para el cual los coeficientes de A y de C 
se anulen simultaneamente en ( 2 ), se debe recurrir a otro procedimiento para 
valuar B . Puesto que los miembros de ( 2 ) se satisfacen para todos los valores de 
x, se puede sustituir cualquier valor adecuado de esta variable en ( 2 ) al mismo 
tiempo que los anteriores valores de A y de C, obteniendose asi una ecuacion que 
contiene solo a B. Si x := 0 A = 1 , y C = — 1 , la ec. ( 2 ) queda 
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1 = (1) (4) + B(- 1)(2) + ( —1)( — 1) 
1=5-2 B 
2B = 4 
B = 2 


EJERCICIO 91: DESCOMPOSICION DE FRACCIONES EN FRACCIONES 
PARC I ALES; CASO II 


Descomponganse las siguientes fracciones en fracciones parciales. 


2x + 5 ' 

{x + i) 2 
o. 3x + 1 
(3a: - l) 2 

_ —4a: 2 — 5x + 1 

(a: + l) 3 
27a: 2 + 21x + 8 
(3x + 2) 3 

o. -8a: 2 + 35a: + 9 
(2x - l)(x - 4) 2 
n . —22x 2 + 32a; + 138 
' (5x + 2)(2x — 7) 2 

ig . — 14x 3 + 14x 2 + x - 7 
: (2a; + l)(x - 4)(x + l) 2 
jg, 4x 3 — 42x 2 + 78x — 30 
: (2x + 1) (x - 2)(2x - 3) 2 
1 Y-* ^x 2 + 5x + 1 
(x + l ) 2 

.q, 2x 3 — 10x 2 + 4x + 11 
(2x + l)(x - 2) 2 


4 

6 

8 

10 : 

12 : 

14: 

16: 

18: 

20 : 


— 2x + 11 
(x - 4) 2 

— 6x - 11 
(2x + 5) 2 

— 16x 2 + 54x - 40 

(2x - 3) 3 

2Ox 2 - 144x + 265 
(2x - 7) 3 
12x 2 - 9x + 20 
(2x + 3)(3x - l) 2 
24x 2 - 94x + 88 
(2x - 3)(3x - 5) 2 
2x 3 — 5x 2 — 27x — 24 
(x + l)(x - l)(x + 2) 2 

— 13x 3 - llx 2 + 131x + 189 
(2x - 3)(3x - 2)(x + 5) 2 

3x 2 — 16x + 20 
(x - 3) 2 

6x 3 + 33x 2 + 23x — 45 
(2x - l)(x + 3) 2 


22.4 FACTORES DE SEGUNDO GRADO DISTINTOS 

Si la primera potencia de una funcion irreductible de segundo grado 
aparece entre los factores del denominador de una fraccion que se va 
a descomponer en fracciones parciales, entonces debe aparecer como 
denominador de una de las fracciones parciales. El numerador de la 
fraccion parcial cuyo denominador sea la funcion de segundo grado 
sera una funcion de primer grado. Los factores de primer grado del 
denominador aparecen exactamente como en los casos anteriores. 

EJEMPLO 1 Descomponer en fracciones parciales. 

14x 3 + 14x 2 — 4x + 3 
(3x 2 - x + l)(x - l)(x + 2) 

Solucion: El factor de segundo grado 3x z — x + 1 es irreductible; por tanto, se 
debe emplear como denominador de una rraccion parcial que tenga por numera¬ 
dor una funcion de primer grado Ax + B. Cada uno de los factores de primer gra¬ 
do aparecen como denominadores de fracciones parciales cuyos numeradores son 
constantes. Esto es' 
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( 1 ) 


14s 3 + 14x3 -4s + 3 Ax + B C D 

03s 2 - * + l)(s - l)(s +2) 3s 2 -s + l + s- l + s+ 2 

Para encontrar los valores de A, B, C y D de tal modo que los miembros de (1) 
sean iguales, se eliminan primero en (1) los denominadores y se tiene 

14x3 + 14s 2 - 4x + 3 = (Ax + B)(x - l)(s + 2) (2) 

+ C(3x 2 - x + l)(x + 2) 

+ D(.3x 2 _ x + X) (x - 1) 

= (A + 3C + 3D)x 3 

+ (A + B + 5C - 4D)x 2 (3) 

+ (—2A + B - C + 2 D)x + (-2 B +2 C - D) 

Se pueden ahora obtener cuatro ecuaciones de primer grado en A, B, C y D, igua- 
lando los coeficientes de potencias iguales de x, como sigue: 

A + 3C + 3D = 14 
A + B + 5C — 4D = 14 
—2 A 4" B — C 4" 2D = —4 
-2B + 2C - D = 3 

La solucion de este sistema se puede obtener de acuerdo con el metodo del Pr. 
21.6 o resolviendo la ultima ecuacion para D en terminos de R y C, sustituyendo 
luego cada D por su valor en las otras tres ecuaciones y resolviendo el sistema re- 
sultante de tres ecuaciones con tres incognitas y por ultimo, obteniendo el valor 
de D de la ultima ecuacion. La solucion asi obtenida es: A — 2, B — 1, C = 3, 
D — 1. Por tanto, 

14s 3 + 14x 2 - 4x + 3 = 2x + 1 3 1 

(3s 2 — s + l)(s — l)(s + 2) 3s 2 — s + 1 s — 1 s+2 

EJEMPLO 2 Descomponer en fracciones parciales. 

4s 4 + 4s 3 — s 2 + S + 1 
(s 2 + s + 1)(* 2 — s — 3)(s + 1) 

Solucion: 

4s 4 + 4s 3 - x 2 +_x + 1 _ As + B Cx + D E 

(x 2 + s + l)(s 2 — s — 3)(s + 1) s 2 +x + 1 + s* - s - 3 ~**s + l 

eliminando denominadores, se tiene 

4s 4 + 4s 3 — s 2 + s + 1 = (As + B)(x 2 — x — 3)(s + 1) (2) 

+ (Cx + D)(x 2 + s + l)(s + 1) 

+ E(x 2 + s + l)(s 2 - s - 3) 

= (A +C + E)x i + (B + 2C + D)x3 (3) 

+ (—4A +2C + 2D - 3E)x 2 
+ (-3A - 4B + C + 2Z> - 4 E)x 

+ (-3B + D - 3E) 

Se puede obtener el siguiente sistema de ecuaciones igualando los coeficientes de 
las potencias iguales de x. 

A + C+E =4 
B + 2C + D = 4 
— 4A + 2C + 2D - 3E = -1 
— 3A - 4B + C + 2Z> - 4E = 1 
-3B + D - 3E = 1 
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Se puede resolver este sistema de acuerdo con el metodo del Pr 21.6 o mediante la 
obtencion de una expresion para D en terminos de B y de E a partir de la ultima 
ecuacion, sustituyendo luego este valor en vez do D en las otras cuatro ecuacio- 
nes, y obteniendo con ello un sistema de cuatro ecuaciones de primer grado con 
cuatro incognitas, que se puede resolver por medio de cualquiera de los metodos 
de que se dispone. Se puede emplear el metodo sugerido en el ejemplo 1 . La so- 
lucion es A — 1 , B = — 1 , C = 2, D — 1, E = 1 . Por tanto, 

4 x 4 + 4x 3 — x 2 + x + 1 _ x — 1 2x + 1 1 

(x 2 + x + l)(x 2 — x — 3)(x + 1) x 2 4-x4-l-x 2 — x — 3' 1 ~x4-l 


EJERCICIO 92: DESCOMPOSICION DE FRACCIONES EN FRACCIONES 
PARCIALES; CASO III 


Descomponganse las siguientes fracciones en fracciones parciales. 

1 . ~ 2x + 5 

(x — l)(x 2 + 2) 

3x 2 - lOx + 16 
(x — 3)(x 2 + x + 1) 


5x 3 — 6x 2 + 12x + 13 
5: (x - l)(2x + l)(x 2 + 3) 
x 3 + llx 2 + 13x - 5 
(x — 3)(3x 4- l)(x 2 — x 4- 2) 
3x 3 — 10x 2 4- 9x — 6 
9: (x - l) 2 (x 2 4- 1) 

4x 3 — l^x 2 4- 12x — 19 
(x — 2) 2 (x 2 4- x 4* 1) 

2x 3 — 8x 4- 4 
(x 2 + 2)(x 2 - 2) 

3x 3 — 3x 2 — 4x — 14 
(x 2 — 5)(x 2 — x + 3) 

2x 3 4-2x 2 4-2x 4-4 
17: (x + l)(x 2 4- 1) 

2x 3 — 10x 2 4- llx 4- 19 
19: (x - 5K2x 2 - 3x 4- 2) 


5x 2 4- x 4- 2 
(x 4- l)(x 2 + 1) 
x 2 — 4x — 3 

4; (2x - 3)(x 2 - x - 3) 

5x 3 4- 14x 2 4- 71x - 14 
6: (x 4- 5)(2x - l)(x 2 - 3) 

—x 3 4- 9x 2 — 4x — 18 
8: (x + 2)(x 4- 3)(3x 2 — 2x 4- l') 
-x 3 4- 8x 2 4- 2x - 19 
10: (x - 2) 2 (x 2 4- 5) 

4x 3 4- 19x 2 4- 18x - 13 
12: (x 4- 3) 2 (x 2 4- 2x - 1) 

3x 3 — 10x 2 4- 7x - 3 
14: (x 2 4- l)(x 2 - 3x - 1) 

—x 3 - 13x 2 4- 9 
16: (x 2 4- 3)(x 2 - 3x - 3) 

6x 3 — 9x 2 4- 33x - 64 
18: (2x - 3)(x 2 4- 5) 

„ j.2x 4- 14x 2 4- 8x 4- 39 
20: C2x 4- 3)(2x 2 - x 4- 3) 


22.5 FACTORES DE SEGUNDO GRADO REPETIDOS 

El ultimo caso por considerar es aquel en que los factores del deno- 
minador de la fraecion dada, contengan potencias superiores a la pri- 
mera, de una o mas funciones irreductibles de segundo grado. Segun 
IV, teorema del Pr. 22.1, por cada factor del tipo ( ax 2 4- bx 4- c) k 
que aparezca en el denominador de una fraecion racional corresponden 
las fracciones parciales siguientes: 

Ajx 4~ Bi _ Aj?c 4~ B* . ,_ AkX 4~ Bk 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx c) 2 (ax 2 4- bx 4- c)* 

Los factores de primer grado, y los factores de segundo grado no repe- 
tidos se tratan de la misma manera que en los casos anteriores. El 
numerador de cada fraecion parcial cuyo denominador contiene una 
funcion de segundo grado debe ser una funcion de primer grado. 
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EJEMPLO 


Descomponer en fracciones parciales 

6x 4 + llx* + 18a: 2 + 14x + 6 
{x + l)(x 2 + x + iy 

Solution: El denominador contiene como factores una funcion de primer grado 
y el cuadrado de una funcion irreductible de segundo grado; por tanto, se tiene 

6x 4 + Hx 3 + 18x 2 + 14x + 6 _ A Bx + C Dx + E 

(x + l)(x 2 + x + l) 2 x + 1 + x 2 + a; + 1 + (x 2 + x + l) 2 

calculando las constantes indeterminadas despues de haber eliminado los denomi- 
nadores se tiene 

6x 4 + llx 3 + 18x 2 + 14x + 6 = A(x 2 + x + l) 2 

+ {Bx + C)(x 2 + x + l)(x + 1) + {Dx + E){x + 1) 
= {A + B)x i + (2 A +2 B + C)x 3 
+ (3 A + 2B + 2C + Z>)x 2 + (2A + B + 2C + D + E)x 
' + (A + C + E) 

Por tanto, igualando los coeficientes c,e potencias iguales de x, se tiene 

A + B = 6 
2A + 2B + C = 11 
3A + 2B + 2C + D = 18 
2A + B+2C+D+E = 14 
A + C + E = 6 

Este sistema se puede resolver mediante el metodo propuesto en el ejemplo 2, 
Pr. 22. La solucion es A =, B = 1, C — — 1, D = 3 y E =r 2. Por tanto, 

6x 4 + llx 3 + 18x 2 + 14x+6_ 5 x-1 3x+2 

(x + l)(x 2 + X + l) 2 “ X + 1 + X 2 + X + 1 + (x 2 + X + l) 2 


EJERCICIO 93: DESCOMPOSICION DE FRACCIONES EN FRACCIONES 
PARCIALES; CASO IV. 

Descomponganse las siguientes fracciones en fracciones parciales. 


1; 

3: 

5: 

7: 

9: 

11 : 

12 : 

13: 

15: 


x 3 + 2x 2 — 3 „ 

(x 2 - 2) 2 2 

2x 3 — x 2 — 6x — 8 j 

(x 2 - x - 3) 2 4 

x 5 + 2x 3 — x + 3 

’ (x 2 + l) 3 6 

x 5 + 2x 4 — 3x 2 — 3x ^ 

(x 2 + x - l) 3 8 

2x 4 + 13x 3 + 13x 2 - 12x + 2 

x 2 (x 2 + 3x - l) 2 10 

— 2x 5 - 4x 4 + 12x 3 + 9x 2 - 6x + 1 
x 2 (x 2 + 3x - l) 2 

2x 6 — x 5 — 8x 4 + 5x 3 + 9x 2 + x — 1 
x 3 (x 2 — x — l) 2 
4x 4 + x 3 — 25x 2 — 9x + 30 

(x + 2)(x 2 - 3) 2 14 

4x 4 — 7x 3 + 5x 2 — x + 1 
(2x - l)(x 2 - x + l) 2 16 


2x 3 - 3x 2 + 3x - 10 
(x 2 + 3) 2 

x 3 - 7x 2 + 7x + 8 
(x 2 — 2x — l) 2 
x 3 + 4x — 5 
(x 2 + 2) 3 

x 5 + 4x 4 + 6x 3 + x 2 — 3x — 8 
(x 2 + 2x + 2) 3 
2x 4 — x 3 + 6x 2 — x + 8 
x(x 2 + 2) 2 


3x 4 + 2x 3 + 8x 2 + 7x + 7 
(x - l)(x 2 + 2) 2 
x 4 - 5x 3 - 10x 2 + 26x + 33 
(x + 3)(x 2 — x — 3) 2 
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TABLA I — LOGARITMOS COMUNES 


N 


1 

2 

3 


5 

6 

7 

8 

9 

10 

0000 

0043 

0086 

0128 

0170 

0212 

0253 

0294 

0334 

0374 

11 

0414 

0453 

0492 

0531 

0569 

0607 

0645 

0682 

0719 

0755 

12 

0792 

0828 

0864 

0899 

0934 

0969 

1004 

1038 

1072 

1106 

13 

1139 

1173 

1206 

1239 

1271 

1303 

1335 

1367 

1399 

1430 

14 

1461 

1492 

1523 

1553 

1584 

1614 

1644 

1673 

1703 

1732 

15 

1761 

1790 

1818 

1847 

1875 

1903 

1931 

1959 

1987 

2014 

16 

2041 

2068 

2095 

2122 

2148 

2175 

2201 

2227 

2253 

2279 

17 

2304 

2330 

2355 

2380 

2405 

2430 

2455 

2480 

2504 

2529 

18 

2553 

2577 

2601 

2625 

2648 

2672 

2695 

2718 

2742 

2765 

19 

2788 

2810 

2833 

2856 

2878 

2900 

2923 

2945 

2967 

2989 

20 

3010 

3032 

3054 

3075 

3096 

3118 

3139 

3160 

3181 

3201 

21 

3222 

3243 

3263 

3284 

3304 

3324 

3345 

3365 

3385 

3404 

22 

3424 

3444 

3464 

3483 

3502 

3522 

3541 

3560 

3579 

3598 

23 

3617 

3636 

3655 

3674 

3692 

3711 

3729 

3747 

3766 

3784 

24 

3802 

3820 

3838 

3856 

3874 

3892 

3909 

3927 

3945 

3962 

25 

3979 

3997 

4014 

4031 

4048 

4065 

4082 

4099 

4116 

4133 

26 

4150 

4166 

4183 

4200 

4216 

4232 

4249 

4265 

4281 

4298 

27 

4314 

4330 

4346 

4362 

4378 

4393 

4409 

4425 

4440 

4456 

28 

4472 

4487 

4502 

4518 

4533 

4548 

4564 

4579 

4594 

4609 

29 

4624 

4639 

4654 

4669 

4683 

4698 

4713 

4728 

4742 

4757 

30 

4771 

4786 

4800 

4814 

4829 

4843 

4857 

4871 

4886 

4900 

31 

4914 

4928 

4942 

4955 

4969 

4983 

4997 

5011 

5024 

5038 

32 

5051 

5065 

5079 

5092 

5105 

5119 

5132 

5145 

5159 

5172 

33 

5185 

5198 

5211 

5224 

5237 

5250 

5263 

5276 

5289 

5302 

34 

5315 

5328 

5340 

5353 

5366 

5378 

5391 

5403 

5416 

5428 

35 

5441 

5453 

5465 

5478 

5490 

5502 

5514 

5527 

5539 

5551 

36 

5563 

5575 

5587 

5599 

5611 

5623 

5635 

5647 

5658 

5670 

37 

5682 

5694 

5705 

5717 

5729 

5740 

5752 

5763 

5775 

5786 

38 

5798 

5809 

5821 

5832 

5843 

5855 

5866 

5877 

5888 

5899 

39 

5911 

5922 

5933 

5944 

5955 

5966 

5977 

5988 

5999 

6010 

40 

6021 

6031 

6042 

6053 

6064 

6075 

6085 

6096 

6107 

6117 

41 

6128 

6138 

6149 

6160 

6170 

6180 

6191 

6201 

6212 

6222 

42 

6232 

6243 

6253 

6263 

6274 

6284 

6294 

6304 

6314 

6325 

43 

6335 

6345 

6355 

6365 

6375 

6385 

6395 

6405 

6415 

6425 

44 

6435 

6444 

6454 

6464 

6474 

6484 

6493 

6503 

6513 

6522 

45 

6532 

6542 

6551 

6561 

6571 

6580 

6590 

6599 

6609 

6618 

46 

6628 

6637 

6646 

6656 

6665 

6675 

6684 

6693 

6702 

6712 

47 

6721 

6730 

6739 

6749 

6758 

6767 

6776 

6785 

6794 

6803 

48 

6812 

6821 

6830 

6839 

6848 

6857 

6866 

6875 

6884 

6893 

49 

6902 

6911 

6920 

6928 

6937 

6946 

6955 

6964 

6972 

6981 

50 

6990 

6998 

7007 

7016 

7024 

7033 

7042 

7050 

7059 

7067 

51 

7076 

7084 

7093 

7101 

7110 

7118 

7126 

7135 

7143 

7152 

52 

7160 

7168 

7177 

7185 

7193 

7202 

7210 

7218 

7226 

7235 

53 

7243 

7251 

7259 

7267 

7275 

7284 

7292 

7300 

7308 

7316 

54 

7324 

7332 

7340 

7348 

7356 

7364 

7372 

7380 

7388 

7396 

N 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
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TABLA I — LOGARITMOS COMUNES (continuation) 


N 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

55 

7404 

7412 

7419 

7427 

7435 

7443 

7451 

7459 

7466 

7474 

56 

7482 

7490 

7497 

7505 

7513 

7520 

7528 

7536 

7543 

7551 

57 

7559 

7566 

7574 

7582 

7589 

7597 

7604 

7612 

7619 

7627 

58 

7634 

7642 

7649 

7657 

7664 

7672 

7679 

7686 

7694 

7701 

59 

7709 

7716 

7723 

7731 

7738 

7745 

7752 

7760 

7767 

7774 

60 

7782 

7789 

7796 

7803 

7810 

7818 

7825 

7832 

7839 

7846 

61 

7853 

7860 

7868 

7875 

7882 

7889 

7896 

7903 

7910 

7917 

62 

7924 

7931 

7938 

7945 

7952 

7959 

7966 

7973 

7980 

7987 

63 

7993 

8000 

8007 

8014 

8021 

8028 

8035 

8041 

8048 

8055 

64 

8062 

8069 

8075 

8082 

8089 

8096 

8102 

8109 

8116 

8122 

65 

8129 

8136 

8142 

8149 

8156 

8162 

8169 

8176 

8182 

8189 

66 

8195 

8202 

8209 

8215 

8222 

8228 

8235 

8241 

8248 

8254 

67 

8261 

8267 

8274 

8280 

8287 

8293 

8299 

8306 

8312 

8319 

68 

8325 

8331 

8338 

8344 

8351 

8357 

8363 

8370 

8376 

8382 

69 

8388 

8395 

8401 

8407 

8414 

8420 

8426 

8432 

8439 

8445 

70 

8451 

8457 

8463 

8470 

8476 

8482 

8488 

8494 

8500 

8506 

71 

8513 

8519 

8525 

8531 

8537 

8543 

8549 

8555 

8561 

8567 

72 

8573 

8579 

8585 

8591 

8597 

8603 

8609 

8615 

8621 

8627 

73 

8633 

8639 

8645 

8651 

8657 

8663 

8669 

8675 

8681 

8686 

74 

8692 

8698 

8704 

8710 

8716 

8722 

8727 

8733 

8739 

8745 

75 

8751 

8756 

8762 

8768 

8774 

8779 

8785 

8791 

8797 

8802 

76 

8808 

8814 

8820 

8825 

8831 

8837 

8842 

8848 

8854 

8859 

77 

8865 

8871 

8876 

8882 

8887 

8893 

8899 

8904 

8910 

8915 

78 

8921 

8927 

8932 

8938 

8943 

8949 

8954 

8960 

8965 

8971 

79 

8976 

8982 

8987 

8993 

8998 

9004 

9009 

9015 

9020 

9025 

80 

9031 

9036 

9042 

9047 

9053 

9058 

9063 

9069 

9074 

9079 

81 

9085 

9090 

9096 

9101 

9106 

9112 

9117 

9122 

9128 

9133 

82 

9138 

9143 

9149 

9154 

9159 

9165 

9170 

9175 

9180 

9186 

83 

9191 

9196 

9201 

9206 

9212 

9217 

9222 

9227 

9232 

9238 

84 

9243 

9248 

9253 

9258 

9263 

9269 

9274 

9279 

9284 

9289 

85 

9294 

9299 

9304 

9309 

9315 

9320 

9325 

9330 

9335 

9340 

86 

9345 

9350 

9355 

9360 

9365 

9370 

9375 

9380 

9385 

9390 

87 

9395 

9400 

9405 

9410 

9415 

9420 

9425 

9430 

943£ 

9440 

88 

9445 

9450 

9455 

9460 

9465 

9469 

9474 

9479 

9484 

9489 

89 

9494 

9499 

9504 

9509 

9513 

9518 

9523 

9528 

9533 

9538 

90 

9542 

9547 

9552 

9557 

9562 

9566 

9571 

9576 

9581 

9586 

91 

9590 

9595 

9600 

9605 

9609 

9614 

9619 

9624 

9628 

9633 

92 

9638 

9643 

9647 

9652 

9657 

9661 

9666 

9671 

9675 

9680 

93 

9685 

9689 

9694 

9699 

9703 

9708 

9713 

9717 

9722 

9727 

94 

9731 

9736 

9741 

9745 

9750 

9754 

9759 

9763 

9768 

9773 

95 

9777 

9782 

9786 

9791 

9795 

9800 

9805 

9809 

9814 

9818 

96 

9823 

9827 

9832 

9836 

9841 

9845 

9850 

9854 

9859 

9863 

97 

9868 

9872 

9877 

9881 

9886 

9890 

9894 

9899 

9903 

9908 

98 

9912 

9917 

9921 

9926 

9930 

9934 

9939 

9943 

9948 

9952 

99 

9956 

9961 

9965 

9969 

9974 

9978 

9983 

9987 

9991 

9996 

N 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
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TABLA II — FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Angulos 

Sen os 

Cosenos 

Tangentes 

Cotangentes 

Angulos 

0° 00' 

Nat. 

.0000 

Log. 

oo 

Nat. 

1.0000 

Log. 

0.0000 

Nat. 

.0000 

Log. 

oo 

Nat. 

CD 

Log. 

oo 

90° 00' 

10 

.0029 

7.4637 

1.0000 

0000 

.0029 

7 .4637 

343.77 

2.5363 

50 

20 

.0058 

7648 

1.0000 

0000 

.0058 

7648 

171.89 

2352 

40 

30 

.0087 

9408 

1.0000 

0000 

.0087 

9409 

114.59 

0591 

30 

40 

.0116 

8.0658 

.9999 

0000 

.0116 

8.0658 

85.940 

1.9342 

20 

50 

.0145 

1627 

.9999 

0000 

.0145 

1627 

68.750 

8373 

10 

1° 00' 

.0175 

8.2419 

.9998 

9.9999 

.0175 

8.2419 

57.290 

1.7581 

89° 00' 

10 

.0204 

3088 

.9998 

9999 

.0204 

3089 

49.104 

6911 

50 

20 

.0233 

3668 

.9997 

9999 

.0233 

3669 

42.964 

6331 

40 

30 

.0262 

4179 

.9997 

9999 

.0262 

4181 

38.188 

5819 

30 

40 

.0291 

4637 

.9996 

9998 

.0291 

4638 

34.368 

5362 

20 

50 

.0320 

5050 

.9995 

9998 

.0320 

5053 

31.242 

4947 

10 

2° 00' 

.0349 

8.5428 

.9994 

9.9997 

.0349 

8.5431 

28.636 

1.4569 

© 

o 

0 

oo 

00 

10 

.0378 

5776 

.9993 

9997 

.0378 

5779 

26.432 

4221 

50 

20 

.0407 

6097 

.9992 

9996 

.0407 

6101 

24.542 

3899 

40 

30 

.0436 

6397 

.9990 

9996 

.0437 

6401 

22.904 

3599 

30 

40 

.0465 

6677 

.9989 

9995 

.0466 

6682 

21.470 

3318 

20 

50 

.0494 

6940 

.9988 

9995 

.0495 

6945 

20.206 

3055 

10 

3° 00' 

.0523 

8.7188 

.9986 

9.9994 

.0524 

8.7194 

19.081 

1.2806 

3 ' 

o 

a 

10 

.0552 

7423 

.9985 

9993 

.0553 

7429 

18.075 

2571 

50 

20 

.0581 

7645 

.9983 

9993 

.0582 

7652 

17.169 

2348 

40 

30 

.0610 

7857 

.9981 

9992 

.0612 

7865 

16.350 

2135 

30 

40 

.0640 

8059 

.9980 

9991 

.0641 

8067 

15.605 

1933 

20 

50 

.0669 

8251 

.9978 

9990 

.0670 

8261 

14.924 

1739 

10 

4° 00' 

.0698 

8.8436 

.9976 

9.9989 

.0669 

8.8446 

14.301 

1.1554 

86° 00' 

10 

.0727 

8613 

.9974 

9989 

.0729 

8624 

13.727 

1376 

50 

20 

.0756 

8783 

.9971 

9988 

.0758 

8795 

13.197 

1205 

40 

30 

.0785 

8946 

.9969 

9987 

.0787 

8960 

12.706 

1040 

30 

40 

.0814 

9104 

.9967 

9986 

.0816 

9118 

12.251 

0882 

20 

50 

.0843 

9256 

.9964 

9985 

.0846 

9272 

11.826 

0728 

10 

5° 00' 

.0872 

8.9403 

.9962 

9.9983 

.0875 

8.9420 

11.430 

1.0580 

85° 00' 

10 

.0901 

9545 

.9959 

9982 

.0904 

9563 

11.059 

0437 

50 

20 

.0929 

9682 

.9957 

9981 

.0934 

9701 

10.712 

0299 

40 

30 

.0958 

9816 

.9954 

9980 

.0963 

9836 

10.385 

0164 

30 

40 

.0987 

9945 

.9951 

9979 

.0992 

9966 

10.078 

0034 

20 

50 

.1016 

9.0070 

.9948 

9977 

.1022 

9.0093 

9.7882 

0.9907 

10 

6° 00' 

.1045 

9.0192 

.9945 

9.9976 

.1051 

9.0216 

9.5144 

0.9784 

84° 00' 

10 

.1074 

0311 

.9942 

9975 

.1080 

0336 

9.2553 

9664 

50 

20 

.1103 

0426 

.9939 

9973 

.1110 

0453 

9.0098 

9547 

40 

30 

.1132 

0539 

.9936 

9972 

.1139 

0567 

8.7769 

9433 

30 

40 

.1161 

0648 

.9932 

9971 

.1169 

0678 

8.5555 

9322 

20 

50 

.1190 

0755 

.9929 

996® 

.1198 

0786 

8.3450 

9214 

10 

7° 00' 

.1219 

9.0859 

.9925 

9.9968 

.1228 

9.0891 

8.1443 

0.9109 

83° 00' 

10 

.1248 

0961 

.9922 

9966 

.1257 

0995 

7.9530 

9005 

50 

20 

.1276 

1060 

.9918 

9964 

'.1287 

1096 

7.7704 

8904 

40 

30 

.1305 

1157 

.9914 

9963 

.1317 

1194 

7.5958 

8806 

30 

40 

.1334 

1252 

.9911 

9961 

.1346 

1291 

7.4287 

8709 

20 

50 

.1363 

1345 

.9907 

9959 

.1376 

1385 

7.2687 

8615 

10 

8° 00' 

.1392 

9.1436 

.9903 

9.9958 

.1405 

9.1478 

7.1154 

0.8522 

82° 00' 

10 

.1421 

1525 

.9899 

9956 

.1435 

1569 

6.9682 

8431 

50 

20 

.1449 

1612 

.9894 

9954 

.1465 

1658 

6.8269 

8342 

40 

30 

.1478 

1697 

.9890 

9952 

.1495 

1745 

6.6912 

8255 

30 

40 

.1507 

1781 

.9886 

9950 

.1524 

1831 

6.5606 

8169 

20 

50 

.1536 

1863 

.9881 

9948 

.1554 

1915 

6.4348 

8085 

10 

0 

O 

© 

.1564 

9.1943 

.9877 

9.9946 

.1584 

9.1997 

6.3138 

0.8003 

81° 00' 


Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Lag. 


Angulos 

Cosenos 

Senos 

Cotangentes 

Tangentes 

Angulos 
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TABLA II — FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (continuacion) 


Angulos 


Senos 


Cosenos 

Tangentes 

Cotangentes 

Angulos 


Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 


9° 00' 

.1564 

9.1943 

.9877 

9.9946 

.1584 

9.1997 

6.3138 

0.8003 

00 

M 

0 

O 

O 

10 

.1593 

2022 

.9872 

9944 

.1614 

2078 

6.1970 

7922 

50 

20 

.1622 

2100 

.9868 

9942 

.1644 

2158 

6.0844 

7842 

40 

30 

.1650 

2176 

.9863 

9940 

.1673 

2236 

5.9758 

7764 

30 

40 

.1679 

2251 

.9858 

9938 

.1703 

2313 

5.8708 

7687 

20 

50 

.1708 

2324 

.9853 

9936 

.1733 

2389 

5.7694 

7611 

10 

10° 00' 

.1736 

9.2397 

.9848 

9.9934 

.1763 

9.2463 

5.6713 

0.7537 

00 

o 

0 

o 

© 

10 

.1765 

2468 

.9843 

9931 

.1793 

2536 

5.5764 

7464 

50 

20 

.1794 

2538 

.9838 

9929 

.1823 

2609 

5.4845 

7391 

40 

30 

.1822 

2606 

.9833 

9927 

.1853 

2680 

5.3955 

7320 

30 

40 

.1851 

2674 

.9827 

9924 

.1883 

2750 

5.3093 

7250 

20 

50 

.1880 

2740 

.9822 

9922 

.1914 

2819 

5.2257 

7181 

10 

11° 00' 

.1908 

9.2806 

.9816 

9.9919 

.1944 

9.2887 

5.1446 

0.7113 

79° 00' 

10 

.1937 

2870 

.9811 

9917 

.1974 

2953 

5.0658 

7047 

50 

20 

.1965 

2934 

.9805 

9914 

.2004 

3020 

4.9894 

6980 

40 

30 

.1994 

2997 

.9799 

9912 

.2035 

3085 

4.9152 

6915 

30 

40 

.2022 

3058 

.9793 

9909 

.2065 

3149 

4.8430 

6851 

20 

50 

.2051 

3119 

.9787 

9907 

.2095 

3212 

4.7729 

6788 

10 

12° 00' 

.2079 

9.3179 

.9781 

9.9904 

.2126 

9.3275 

4.7046 

0.6725 

© 

o 

0 

00 

10 

.2108 

3238 

.9775 

9901 

.2156 

3336 

4.6382 

6664 

50 

20 

.2136 

3296 

.9769 

9899 

.2186 

3397 

4.5736 

6603 

40 

30 

.2164 

3353 

.9763 

9896 

.2217 

3458 

4.5107 

6542 

30 

40 

.2193 

3410 

.9757 

9893 

.2247 

3517 

4.4494 

6483 

20 

50 

.2221 

3466 

.9750 

9890 

'.2278 

3576 

4.3897 

6424 

10 

13° 00' 

.2250 

9.3521 

.9744 

9.9887 

.2309 

9.3634 

4.3315 

0.6366 

77° 00' 

10 

.2278 

3575 

.9737 

9884 

.2339 

3691 

4.2747 

6309 

50 

20 

.2306 

3629 

.9730 

9881 

.2370 

3748 

4.2193 

6252 

40 

30 

.2334 

3682 

.9724 

9878 

.2401 

3804 

4.1653 

6196 

30 

40 

.2363 

3734 

.9717 

9875 

.2432 

3859 

4.1126 

6141 

20 

50 

.2391 

3786 

.9710 

9872 

.2462 

3914 

4.0611 

6086 

10 

14° 00' 

.2419 

9.3837 

.9703 

9.9869 

.2493 

9.3968 

4.0108 

0.6032 

76° 00' 

10 

.2447 

3887 

.9696 

9866 

.2524 

4021 

3.^617 

5979 

50 

20 

.2476 

3937 

.9689 

9863 

.2555 

4074 

3.9136 

5926 

40 

30 

.2504 

3986 

.9681 

9859 

.2586 

4127 

3.8667 

5873 

30 

40 

.2532 

4035 

.9674 

9856 

.2617 

4178 

3.8208 

5822 

20 

50 

.2560 

4083 

.9667 

9853 

.2648 

4230 

3.7760 

5770 

10 

15° 00' 

.2588 

9.4130 

.9659 

9.9849 

.2679 

9.4281 

3.7321 

0.5719 

75° 00' 

10 

.2616 

4177 

.9652 

9846 

.2711 

4331 

3.6891 

5669 

50 

20 

.2644 

4223 

.9644 

9843 

.2742 

4381 

3.6470 

5619 

40 

30 

.2672 

4269 

.9636 

9839 

.2773 

4430 

3.6059 

5570 

30 

40 

.2700 

4314 

.9628 

9836 

.2805 

4479 

3.5656 

5521 

20 

50 

.2728 

4359 

.9621 

9832 

.2836 

4527 

3.5261 

5473 

10 

16° 00' 

.2756 

9.4403 

.9613 

9.9828 

.2867 

9.4575 

3.4874 

0.5425 

74° 00' 

10 

.2784 

4447 

.9605 

9825 

.2899 

4622 

3.4495 

5378 

50 

20 

.2812 

4491 

.9596 

9821 

.2931 

4669 

3.4124 

5331 

40 

30 

.2840 

4533 

.9588 

9817 

.2962 

4716 

3.3759 

5284 

30 

40 

.2868 

4576 

.9580 

9814 

.2994 

4762 

3.3402 

5238 

20 

50 

.2896 

4618 

.9572 

9810 

.3026 

4808 

3.3052 

5192 

10 

17° 00' 

.2924 

9.4659 

.9563 

9.9806 

.3057 

9.4853 

3.2709 

0.5147 

o 

o 

0 

CO 

10 

.2952 

4700 

.9555 

9802 

.3089 

4898 

3.2371 

5102 

50 

20 

.2979 

4741 

.9546 

9798 

.3121 

4943 

3.2041 

5057 

40 

30 

.3007 

4781 

.9537 

9794 

.3153 

4987 

3.1716 

5013 

30 

40 

.3035 

4821 

.9528 

9790 

.3185 

5031 

3.1397 

4969 

20 

50 

.3062 

4861 

.9520 

9786 

.3217 

5075 

3.1084 

4925 

10 

18° 00' 

.3090 

Nat. 

9.4900 

Log- 

.9511 

Nat. 

9.9782 

Log. 

.3249 

Nat. 

9.5118 

Log. 

3.0777 

Nat. 

0.4882 

Log. 

72° 00' 

Angulos 

Cosenos 

Senos 

Cotangentes 

Tangentes 

Angulos 
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TABLA II — FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (continuation) 


Angulos 

Senos 

Cosenos 

Tangentes 

Cotangentes 

Angulos 

o 

o 

0 

00 

rH 

Nat. 

.3090 

Log. 

9.4900 

Nat. 

.9511 

Log. 

9.9782 

Nat. 

.3249 

Log. 

9.5118 

Nat. 

3.0777 

Log. 

0.4882 

o 

o 

0 

10 

.3118 

4939 

.9502 

9778 

.3281 

5161 

3.0475 

4839 

50 

20 

.3145 

4977 

.9492 

9774 

.3314 

5203 

3.0178 

4797 

40 

30 

.3173 

5015 

.9483 

9770 

.3346 

5245 

2.9887 

4755 

30 

40 

.3201 

5052 

.9474 

9765 

.3378 

5287 

2.9600 

4713 

20 

50 

.3228 

5090 

.9465 

9761 

.3411 

5329 

2.9319 

4671 

10 

19° 00' 

.3256 

9.5126 

.9455 

9.9757 

.3443 

9.5370 

2.9042 

0.4630 

71° 00' 

10 

.3283 

5163 

.9446 

9752 

.3476 

5411 

2.8770 

4589 

50 

20 

.3311 

5199 

.9436 

9748 

.3508 

5451 

2.8502 

4549 

40 

30 

.3338 

5235 

.9426 

9743 

.3541 

5491 

2.8239 

4509 

30 

40 

.3365 

5270 

.9417 

9739 

.3574 

5531 

2.7980 

4469 

20 

50 

.3393 

5306 

.9407 

9734 

.3607 

5571 

2.7725 

4429 

10 

20° 00' 

.3420 

9.5341 

.9397 

9.9730 

.3640 

9.5611 

2.7475 

0.4389 

70° 00' 

10 

.3448 

5375 

.9387 

9725 

.3673 

5650 

2.7228 

4350 

50 

20 

.3475 

5409 

.9377 

9721 

.3706 

5689 

2.6985 

4311 

40 

30 

.3502 

5443 

.9367 

9716 

.3739 

5727 

2.6746 

4273 

30 

40 

.3529 

5477 

.9356 

9711 

.3772 

5766 

2.6511 

4234 

20 

50 

.3557 

5510 

.9346 

9706 

.3805 

5804 

2.6279 

4196 

10 

21° 00' 

.3584 

9.5543 

.9336 

9.9702 

.3839 

9.5842 

2.6051 

0.4158 

69° 00' 

10 

.3611 

5576 

.9325 

9697 

.3872 

5879 

2.5826 

4121 

50 

20 

.3638 

5609 

.9315 

9692 

.3906 

5917 

2.5605 

4083 

40 

30 

.3665 

5641 

.9304 

9687 

.3939 

5954 

2.5386 

4046 

30 

40 

.3692 

5673 

.9293 

9682 

.3973 

5991 

2.5172 

4009 

20 

50 

.3719 

5704 

.9283 

9677 

.4006 

6028 

2.4960 

3972 

10 

22° 00' 

.3746 

9.5736 

.9272 

9.9672 

.4040 

9.6064 

2.4751 

0.3936 

68° 00' 

10 

.3773 

5767 

.9261 

9667 

.4074 

6100 

2.4545 

3900 

50 

20 

.3800 

5798 

.9250 

9661 

.4108 

6136 

2.4342 

3864 

40 

30 

.3827 

5828 

.9239 

9656 

.4142 

6172 

2.4142 

3828 

30 

40 

.3854 

5859 

.9228 

9651 

.4176 

6208 

2.3945 

3792 

20 

50 

.3881 

5889 

.9216 

9646 

.4210 

6243 

2.3750 

3757 

10 

23° 00' 

.3907 

9.5919 

.9205 

9.9640 

.4245 

9.6279 

2.3559 

0.3721 

67° 00' 

10 

.3934 

5948 

.9194 

9635 

.4279 

6314 

2.3369 

3686 

50 

20 

.3961 

5978 

.9182 

9629 

.4314 

6348 

2.3183 

3652 

40 

30 

.3987 

6007 

.9171 

9624 

.4348 

6383 

2.2998 

3617 

30 

40 

.4014 

6036 

.9159 

9618 

.4383 

6417 

2.2817 

3583 

20 

50 

.4041 

6065 

.9147 

9613 

.4417 

6452 

2.2637 

3548 

10 

24° 00' 

.4067 

9.6093 

.9135 

9.9607 

.4452 

9.6486 

2.2460 

0.3514 

66° 00' 

10 

.4094 

6121 

.9124 

9602 

.4487 

6520 

2.2286 

3480 

50 

20 

.4120 

6149 

.9112 

9596 

.4522 

6553 

2.2113 

3447 

40 

30 

.4147 

6177 

.9100 

9590 

.4557 

6587 

2.1943 

3413 

30 

40 

.4173 

6205 

.9088 

9584 

.4592 

6620 

2.1775 

3380 

20 

50 

.4200 

6232 

.9075 

9579 

.4628 

6654 

2.1609 

3346 

10 

25° 00' 

.4226 

9.6259 

.9063 

9.9573 

.4633 

9.6687 

2.1445 

0.3313 

65° 00' 

10 

.4253 

6286 

.9051 

9567 

.4699 

6720 

2.1283 

3280 

50 

20 

.4279 

6313 

.9038 

9561 

.4734 

6752 

2.1123 

3248 

40 

30 

.4305 

6340 

.9026 

9555 

.4770 

6785 

2.0965 

3215 

30 

40 

.4331 

6366 

.9013 

9549 

.4806 

6817 

2.0809 

3183 

20 

50 

.4358 

6392 

.9001 

9543 

.4841 

6850 

2.0655 

3150 

10 

26° 00' 

.4384 

9.6418 

.8988 

9.9537 

.4877 

9.6$ 82 

2.0503 

0.3118 

64° 00' 

10 

.4410 

6444 

.8975 

9530 

.4913 

6914 

2.0353 

3086 

50 

20 

.4436 

6470 

.8962 

9524 

.4950 

6946 

2.0204 

3054 

40 

30 

.4462 

6495 

.8949 

9518 

.4986 

6977 

2.0057 

3023 

30 

40 

.4488 

6521 

.8936 

9512 

.5022 

7009 

1.9912 

2991 

20 

50 

.4514 

6546 

.8923 

9505 

.5059 

7040 

1.9768 

2960 

10 

to 

-a 

0 

O 

© 

.4540 

9.6570 

.8910 

9.9499 

.5095 

9.7072 

1.9626 

0.2928 

63° 00' 


Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 


Angulos 

Cosenos 

Senos 

Cofangentes 

Tangentes 

Angulos 
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TABLA II — FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (continuacion) 


Angulos 

Senos 

Cosenos 

Tangentes 

Cotangentes 

Angulos 

27° 00' 

Nat. 

.4540 

Log. 

9.6570 

Nat. 

.8910 

Log. 

9.9499 

Nat. 

.5095 

Log. 

9.7072 

Nat. 

1.9626 

Log. 

0.2928 

63° 00' 

10 

.4566 

6595 

.8897 

9492 

.5132 

7103 

1.9486 

2897 

50 

20 

.4592 

6620 

.8884 

9486 

.5169 

7134 

1.9347 

2866 

40 

30 

.4617 

6644 

.8870 

9479 

.5206 

7165 

1.9210 

2835 

30 

40 

.4643 

6668 

.8857 

9473 

.5243 

7196 

1.9074 

2804 

20 

50 

.4669 

6692 

.8843 

9466 

.5280 

7226 

1.8940 

2774 

10 

28° 00' 

.4695 

9.6716 

.8829 

9.9459 

.5317 

9.7257 

1.8807 

0.2743 

62° 00' 

10 

.4720 

6740 

.8816 

9453 

.5354 

7287 

1.8676 

2713 

50 

20 

.4746 

6763 

.8802 

9446 

.5392 

7317 

1.8546 

2683 

40 

30 

.4772 

6787 

.8788 

9439 

.5430 

7348 

1.8418 

2652 

30 

40 

.4797 

6810 

.8774 

9432 

.5467 

7378 

1.8291 

2622 

20 

50 

.4823 

6833 

.8760 

9425 

.5505 

7408 

1.8165 

2592 

10 

29° 00' 

.4848 

9.6856 

.8746 

9.9418 

.5543 

9.7438 

1.8040 

0.2562 

61° 00' 

10 

.4874 

6878 

.8732 

9411 

.5581 

7467 

1.7917 

2533 

50 

20 

.4899 

6901 

.8718 

9404 

.5619 

7497 

1.7796 

2503 

40 

30 

.4924 

6923 

.8704 

9397 

.5658 

7526 

1.7675 

2474 

30 

40 

.4950 

6946 

.8689 

9390 

.5696 

7556 

1.7556 

2444 

20 

50 

.4975 

6968 

.8675 

9383 

.5735 

7585 

1.7437 

2415 

10 

30° 00' 

.5000 

9.6990 

.8660 

9.9375 

.5774 

9.7614 

1.7321 

0.2386 

60° 00' 

10 

.5025 

7012 

.8646 

9368 

.5812 

7644 

1.7205 

2356 

50 

20 

.5050 

7033 

.8631 

9361 

.5851 

7673 

1.7090 

2327 

40 

30 

.5075 

7055 

.8616 

9353 

.5890 

7701 

1.6977 

2299 

30 

40 

.5100 

7076 

.8601 

9346 

;5930 

7730 

1.6864 

2270 

20 

50 

.5125 

7097 

.8587 

9338 

.5969 

7759 

1.6753 

2241 

10 

31° 00' 

.5150 

9.7118 

.8572 

9.9331 

.6009 

9.7788 

1.6643 

0.2212 

59° 00' 

10 

.5175 

7139 

.8557 

9323 

.6048 

7816 

1.6534 

2184 

50 

20 

.5200 

7160 

.8542 

9315 

.6088 

7845 

1.6426 

2155 

40 

30 

.5225 

7181 

.8526 

9308 

.6128 

7873 

1.6319 

2127 

30 

40 

.5250 

7201 

.8511 

9300 

.6168 

7902 

1.6212 

2098 

20 

50 

.5275 

7222 

.8496 

9292 

.6208 

7930 

1.6107 

2070 

10 

© 

o 

o 

CO 

.5299 

9.7242 

.8480 

9.9284 

.6249 

9.7958 

1.6003 

0.2042 

58° 00' 

10 

.5324 

7262 

.8465 

9276 

.6289 

7986 

1.5900 

2014 

50 

20 

.5348 

7282 

.8450 

9268 

.6330 

8014 

1.5798 

1986 

40 

30 

.5373 

7302 

.8434 

9260 

.6371 

8042 

1.5697 

1958 

30 

40 

.5398 

7322 

.8418 

9252 

.6412 

8070 

1.5597 

1930 

20 

50 

.5422 

7342 

.8403 

9244 

.6453 

8097 

1.5497 

1903 

10 

33° 00' 

.5446 

9.7361 

.8387 

9.9236 

.6494 

9.8125 

1.5399 

0.1875 

57° 00' 

10 

.5471 

7380 

.8371 

9228 

.6536 

8153 

1.5301 

1847 

50 

20 

.5495 

7400 

.8355 

9219 

.6577 

8180 

1.5204 

1820 

40 

30 

.5519 

7419 

.8339 

9211 

.6619 

8208 

1.5108 

1792 

30 

40 

.5544 

7438 

.8323 

9203 

.6661 

8235 

1.5013 

1765 

20 

50 

.5568 

7457 

.8307 

9194 

.6703 

8263 

1.4919 

1737 

10 

34° 00' 

.5592 

9.7476 

.8290 

9.9186 

.6745 

9.8290 

1.4826 

0.1710 

56° 00' 

10 

.5616 

7494 

.8274 

9177 

.6787 

8317 

1.4733 

1683 

50 

20 

.5640 

7513 

.8258 

9169 

.6830 

8344 

1.4641 

1656 

40 

30 

.5664 

7531 

.8241 

9160 

.6873 

8371 

1.4550 

1629 

30 

40 

.5688 

7550 

.8225 

9151 

.6916 

8398 

1.4460 

1602 

20 

50 

.5712 

7568 

.8208 

9142 

.6959 

8425 

1.4370 

1575 

10 

35° 00' 

.5736 

9.7586 

.8192 

9.9134 

.7002 

9.8452 

1.4281 

0.1548 

55° 00' 

10 

.5760 

7604 

.8175 

9125 

.7046 

8479 

1.4193 

1521 

50 

20 

.5783 

7622 

.8158 

9116 

.7089 

8506 

1.4106 

1494 

40 

30 

.5807 

7640 

.8141 

9107 

.7133 

8533 

1.4019 

1467 

30 

40 

.5831 

7657 

.8124 

9098 

.7177 

8559 

1.3934 

1441 

20 

50 

.5854 

7675 

.8107 

9089 

.7221 

8586 

1.3848 

1414 

10 

36° 00' 

.5878 

9.7692 

.8090 

9.9080 

.7265 

9.8613 

1.3764 

0.1387 

54° 00' 


Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 


Angulos 

Cosenos 


Senos 

Cotangenfes 

Tangentes 

Angulos 


400 


APENDICE 




TABLA II 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (continuacion) 


Angulos 

Sen os 

Cosenos 

Tangentes 

Cotangentes 

Angulos 


Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 


36° 00' 

.5878 

9.7692 

.8090 

9.9080 

.7265 

9.8613 

1.3764 

0.1387 

54° 00' 

10 

.5901 

7710 

.8073 

9070 

.7310 

8639 

1.3680 

1361 

50 

20 

.5925 

7727 

.8056 

9061 

.7355 

8666 

1.3597 

1334 

40 

30 

.5948 

7744 

.8039 

9052 

.7400 

8692 

1.3514 

1308 

30 

40 

.5972 

7761 

.8021 

9042 

.7445 

8718 

1.3432 

1282 

20 

50 

.5995 

7778 

.8004 

9033 

.7490 

8745 

1.3351 

1255 

10 

37° 00' 

.6018 

9.7795 

.7986 

9.9023 

.75^6 

9.8771 

1.3270 

0.1229 

© 

o 

0 

CO 

IG 

10 

.6041 

7811 

.7969 

9014 

-7681 

8797 

1.3190 

1203 

50 

20 

.6065 

7828 

.7951 

9004 

.f627 

8824 

1.3111 

1176 

40 

30 

.6088 

7844 

.7934 

8995 

.7673 

8850 

L3032 

1150 

30 

40 

.6111 

7861 

.7916 

8985 

.7720 

8876 

1.2954 

1124 

20 

50 

.6134 

7877 

.7898 

8975 

.7766 

8902 

1.2876 

1098 

10 

38° 00' 

.6157 

9.7893 

.7880 

9.8965 

.7813 

9.8928 

1.2790 

0.1072 

52° 00' 

10 

.6180 

7910 

;7862 


-^860 

8954 

1.2723 

1046 

50 

20 

.6202 

7926 

.7844 

8945 

.7907 

8980 

1.2647 

1020 

40 

30 

.6225 

7941 

.7826 

8935 

.7954 

9006 

1.2572 

0994 

30 

40 

.6248 

7957 

.7808 

8925 

.8002 

9032 

1.2497 

0968 

20 

50 

.6271 

7973 

.7790 

8915 

.8050 

9058 

1.2423 

0942 

10 

39° 00' 

.6293 

9.7989 

.7771 

9.8905 

.8098 

9.9084 

1.2349 

0.0916 

51° 00' 

10 

.6316 

8004 

.7753 

8895 

.8146 

9110 

1.2276 

0890 

50 

20 

.6338 

8020 

.7735 

8884 

.8195 

9135 

1.2203 

0865 

40 

30 

.6361 

8035 

.7716 

8874 

.8243 

9161 

1.2131 

0839 

30 

40 

.6383 

8050 

.7698 

8864 

.8292 

9187 

1.2059 

0813 

20 

50 

.6406 

8066 

.7679 

8853 

.8342 

9212 

1.1988 

0788 

10 

°o 

o 

o 

.6428 

9.8081 

.7660 

9.8843 

.8391 

9.9238 

1.1918 

0.0762 

50° 00' 

10 

.6450 

8096 

.7642 

8832 

.8441 

9264 

1.1847 

0736 

50 

20 

.6472 

8111 

.7623 

8821 

.8491 

9289 

1.1778 

0711 

40 

30 

.6494 

8125 

.7604 

8810 

.8541 

9315 

1.1708 

0685 

30 

40 

.6517 

8140 

.7585 

8800 

.8591 

9341 

1.1640 

0659 

20 

50 

.6539 

8155 

.7566 

8789 

.8642 

9366 

1.1571 

0634 

TO 

41° 00' 

.6561 

9.8169 

.7547 

9.8778 

.8693 

9.9392 

1.1504 

0.0608 

49° 00' 

10 

.6583 

8184 

.7528 

8767 

.8744* 

9417 

1.1436 

0583 

50 

20 

.6604 

8198 

.7509 

8756 

.8796 

9443 

1.1369 

0557 

40 

30 

.6626 

8213 

.7490 

8745 

.8847 

9468 

1.1303 

0532 

30 

40 

.6648 

8227 

.7470 

8733 

.8899 

9494 

1.1237 

0506 

20 

50 

.6670 

8241 

.7451 

8722 

.8952 

9519 

1.1171 

0481 

10 

© 

o 

0 

$ 

.6691 

9.8255 

.7431 

9.8711 

.9004 

9.9544 

1.1106 

0.0456 

48° 00' 

10 

.6713 

8269 

.7412 

8699 

.9057 

9570 

1.1041 

0430 

50 

20 

.6734 

8283 

.7392 

8688 

.9110 

9595 

1.0977 

0405 

40 

30 

.6756 

8297 

.7373 

8676 

.9163 

9621 

1.0913 

0379 

30 

40 

.6777 

8311 

.7353 

8665 

.9217 

9646 

1.0850 

0354 

20 

50 

.6799 

8324 

.7333 

8653 

.9271 

9671 

1.0786 

0329 

10 

43° 00' 

.6820 

9.8338 

.7314 

9.8641 

.9325 

9,9697 

1.0724 

0.0303 

-a 

o 

.© 

10 

.6841 

8351 

.7294 

8629 

.9380 

9722 

1.0661 

0278 

50 

20 

.6862 

8365 

.7274 

8618 

.9435 

9747 

1.0599 

0253 

40 

30 

.6884 

8378 

.7254 

8606 

.9490 

9772 

1.0538 

0228 

30 

40 

.6905 

8391 

.7234 

8594 

.9545 

9798 

1.0477 

0202 

20 

50 

.6926 

8405 

.7214 

8582 

.9601 

9823 

1.0416 

0177 

10 

0 

O 

© 

.6947 

9.8418 

.7193 

9.8569 

.9657 

9.9848 

1.0355 

0.0152 

46° 00' 

10 

.6967 

8431 

.7173 

8557 

.9713 

9874 

1.0295 

0126 

50 

20 

.6988 

8444 

.7153 

8545 

.9770 

9899 

1.0235 

0101 

40 

30 

.7009 

8457 

.7133 

8532 

.9827 

9924 

1.0176 

0076 

30 

40 

.7030 

8469 

.7112 

8520 

.9884 

9949 

1.0117 

0051 

20 

50 

.7050 

8482 

.7092 

8507 

.9942 

9975 

1.0058 

0025 

f 10 

45° 00' 

.7071 

9.8495 

.7071 

9.8495 

1.0000 

0.0000 

1.0000 

0.0000 

45° 00' 


Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 

Nat. 

Log. 


Angulos 

Cosenos 

Senos 

Cotangentes 

Tangentes 

Angulos 
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TABLA III — POTENCIAS Y RAICES 


Num. 

Cuad. 

Rafz 

Cuad. 

cubo 

Rafz 

cub. 

Num. 

Cuad. 

Rafz 

Cuad. 

cubo 

Rafz 

cub. 

1 

i 

1.000 

i 

1.000 

51 

2,601 

7.141 

132,651 

3.708 

2 

4 

1.414 

8 

1.260 

52 

2,704 

7.211 

140,608 

3.733 

3 

9 

1.732 

27 

1.442 

53 

2,809 

7.280 

148,877 

3.756 

4 

16 

2.000 

64 

1.587 

54 

2,916 

7.348 

157,464 

3.780 

5 

25 

2.236 

125 

1.710 

55 

3,025 

7.416 

166,375 

3.803 

6 

36 

2.449 

216 

1.817 

56 

3,136 

7.483 

175,616 

3.826 

7 

49 

2.646 

343 

1.913 

57 

3,249 

7.550 

185,193 

3.849 

8 

64 

2.828 

512 

2.000 

58 

3,364 

7.616 

195,112 

3.871 

9 

81 

3.000 

729 

2.080 

59 

3,481 

7.681 

205,379 

3.893 

10 

100 

3.162 

1,000 

2.154 

60 

3,600 

7.746 

216,000 

3.915 

11 

121 

3.317 

1,331 

2.224 

61 

3,721 

7.810 

226,981 

3.936 

12 

144 

3.464 

1,728 

2.289 

62 

3,844 

7.874 

238,328 

3.958 

13 

169 

3.606 

2,197 

2.351 

63 

3,969 

7.937 

250,047 

3.979 

14 

196 

3.742 

2,744 

2.410 

64 

4,096 

8.000 

262,144 

4.000 

15 

225 

3.873 

3,375 

2.466 

65 

4,225 

8.062 

274,625 

4.021 

16 

256 

4.000 

4,096 

2.520 

66 

4,356 

8.124 

287,496 

4.041 

17 

289 

4.123 

4,913 

2.571 

67 

4,489 

8.185 

300,763 

4.062 

18 

324 

4.243 

5,832 

2.621 

68 

4,624 

8.246 

314,432 

4.082 

19 

361 

4.359 

6,859 

2.668 

69 

4,761 

8.307 

328,509 

4.102 

20 

400 

4.472 

8,000 

2.714 

70 

4,900 

8.367 

343,000 

4.121 

21 

441 

4.583 

9,261 

2.759 

71 

5,041 

8.426 

357,911 

4.141 

22 

484 

4.690 

10,648 

2.802 

72 

5,184 

8.485 

373,248 

4.160 

23 

529 

4.796 

12,167 

2.844 

73 

5,329 

8.544 

389,017 

4.179 

24 

576 

4.899 

13,824 

2.884 

74 

5,476 

8.602 

405,224 

4.198 

25 

625 

5.000 

15,625 

2.924 

75 

5,625 

8.660 

421,875 

4.217 

26 

676 

5.099 

17,576 

2.962 

76 

5,776 

8.718 

438,976 

4.236 

27 

729 

5.196 

19,683 

3.000 

77 

5,929 

8.775- 

456,533 

4.254 

28 

784 

5.291 

21,952 

3.037 

78 

6,084 

8.832 

474,552 

4.273 

29 

841 

5.385 

24,389 

3.072 

79 

6,241 

8.888 

493,039 

4.291 

30 

900 

5.477 

27,000 

3.107 

80 

6,400 

8.944 

512,000 

4.309 

31 

961 

5.568 

29,791 

3.141 

81 

6,561 

9.000 

531,441 

4.327 

32 

1,024 

5.657 

32,768 

3.175 

82 

6,724 

9.055 

551,368 

4.344 

33 

1,089 

5.745 

35,937 

3.208 

83 

6,889 

9.110 

571,787 

4.362 

34 

1,156 

5.831 

39,304 

3.240 

84 

7,056 

9.165 

592,704 

4.380 

35 

1,225 

5.916 

42,875 

3.271 

85 

7,225 

9.220 

614,125 

4.397 

36 

1,296 

6.000 

46,656 

3.302 

86 

7,396 

9.274 

636,056 

4.414 

37 

1,389 

6.083 

50,653 

3.332 

87 

7,569 

9.327 

658,503 

4.431 

38 

1,444 

6.164 

54,872 

3.362 

88 

7,744 

9.381 

681,472 

4.448 

39 

1,521 

6.245 

59,319 

3.391 

89 

7,921 

9.434 

704,969 

4.465 

40 

1,600 

6.325 

64,000 

3.420 

90 

8,100 

9.487 

729,000 

4.481 

41 

1,681 

6.403 

68,921 

3.448 

91 

8,281 

9.539 

753,571 

4.498 

42 

1,764 

6.481 

74,088 

3.476 

92 

8.464 

9.592 

778,688 

4.514 

43 

1,849 

6.557 

79,507 

3.503 

93 

8,649 

9.644 

804,357 

4.531 

44 

1,936 

6.633 

85,184 

3.530 

94 

8,836 

9.695 

830,584 

4.547 

45 

2,025 

6.708 

91,125 

3.557 

95 

9,025 

9.747 

857,375 

4.563 

46 

2,116 

6.782 

97,336 

3.583 

96 

9,216 

9.798 

884,736 

4.579 

47 

2,209 

6.856 

103,823 

3.609 

97 

9,409 

9.849 

912,673 

4.595 

48 

2,304 

6.928 

110,592 

3.634 

98 

9,604 

9.899 

941,192 

4.610 

49 

2,401 

7.000 

117,649 

3.659 

99 

9,801 

9.950 

970,299 

4.626 

50 

2,500 

7.071 

125,000 

3.684 

100 

10,000 

10.000 

1,000,000 

4.642 
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TABLA IV 


INTERES COMPUESTO: (1 + r)n 


n 

1‘3‘% 

2% 

ik% 

2% 

4% 

5% 

6% 

1 

1.0150 

1.0200 

1.0250 

1.0300 

1.0400 

1.0500 

1.0600 

2 

1.0302 

1.0404 

1.0506 

1,0609 

1.0816 

1.1025 

1.1236 

3 

1.0457 

1.0612 

1.0769 

1.0927 

1.1249 

1.1576 

1.1910 

4 

1.0614 

1.0824 

1.1038 

1.1255 

1.1699 

1.2155 

1.2625 

5 

1.0773 

1.1041 

1.1314 

1.1593 

1.2167 

1.2763 

1.3382 

6 

1.0934 

1.1262 

1.1597 

1.1941 

1.2653 

1.3401 

1.4185 

7 

1.1098 

1.1487 

1.1887 

1.2299 

1.3159 

1.4071 

1.5036 

8 

1.1265 

1.1717 

1.2184 

1.2668 

1.3686 

1.4775 

1.5938 

9 

1.1434 

1.1951 

1.2489 

1.3048 

1.4233 

1.5513 

1.6895 

10 

1.1605 

1.2190 

1.2801 

1.3439 

1.4802 

1.6289 

1.7908 

11 

1.1779 

1.2434 

1.3121 

1.3842 

1.5395 

1.7103 

1.8983 

12 

1.1956 

1.2682 

1.3449 

1.4258 

1.6010 

1.7959 

2.0122 

13 

1.2136 

1.2936 

1.3785 

1.4685 

1.6651 

1.8856 

2.1329 

14 

1.2318 

1.3195 

1.4130 

1.5126 

1.7317 

1.9799 

2.2609 

15 

1.2502 

1.3459 

1.4483 

1.5580 

1.8009 

2.0789 

2.3966 

16 

1.2690 

1.3728 

1.4845 

1.6047 

1.8730 

2.1829 

2.5404 

17 

1.2880 

1.4002 

1.5216 

1.6528 

1.9479 

2.2920 

2.6928 

18 

1.3073 

1.4282 

1.5597 

1.7024 

2.0258 

2.4066 

2.8543 

19 

1.3270 

1.4568 

1.5987 

1.7535 

2.1068 

2.5270 

3.0256 

20 

1.3469 

1.4859 

1.6386 

1.8061 

2.1911 

2.6533 

3.2071 

21 

1.3671 

1.5157 

1.6796 

1.8603 

2.2788 

2.7860 

3.3996 

22 

1.3876 

1.5460 

1.7216 

1.9161 

2.3699 

2.9253 

3.6035 

23 

1.4084 

1.5769 

1.7646 

1,9736 

2.4647 

3.0715 

3.8197 

24 

1.4295 

1.6084 

1.8087 

2.0328 

2.5633 

3.2251 

4.0489 

25 

1.4509 

1.6406 

1.8539 

2.0938 

2.6658 

3.3864 

4.2919 

26 

1.4727 

1.6734 

1.9003 

2.1566 

2.7725 

3.5557 

4.5494 

27 

1.4948 

1.7069 

1.9478 

2.2213 

2.8834 

3.7335 

4.8223 

28 

1.5172 

1.7410 

1.9965 

2.2879 

2.9987 

3.9201 

5.1117 

29 

1.5400 

1.7758 

2.0464 

2.3566 

3.1187 

4.1161 

5.4184 

30 

1.5631 

1.8114 

2.0976 

2.4273 

3.2434 

4.3219 

5.7435 

31 

1.5865 

1.8476 

2.1500 

2.5001 

3.3731 

4.5380 

6.0881 

32 

1.6103 

1.8845 

2.2038 

2.5751 

3.5081 

4.7649 

6.4534 

33 

1.6345 

1.9222 

2.2589 

2.6523 

3.6484 

5.0032 

6.8406 

34 

1.6590 

1.9607 

2.3153 

2.7319 

3.7943 

5.2533 

7.2510 

35 

1.6839 

1.9999 

2.3732 

2.8139 

3.9461 

5.5160 

7.6861 

36 

1.7091 

2.0399 

2.4325 

2.8983 

4.1039 

5.7918 

8.1473 

37 

1.7348 

2.0807 

2.4933 

2.9852 

4.2681 

6.0814 

8.6361 

38 

1.7608 

2.1223 

2.5557 

3.0748 

4.4388 

6.3855 

„ 9.1543 

39 

1.7872 

2.1647 

2.6196 

3.1670 

4.6164 

6.7048 

9.7035 

40 

1.8140 

2.2080 

2.6851 

3.2620 

4.8010 

7.0400 

10.2857 

41 

1.8412 

2.2522 

2.7522 

3.3599 

4.9931 

7.3920 

10.9029 

42 

1.8688 

2.2972 

2.8210 

3.4607 

5.1928 

7.7616 

11.5570 

43 

1.8969 

2.3432 

2.8915 

3.5645 

5.4005 

8.1497 

12.2505 

44 

1.9253 

2.3901 

2.9638 

3.6715 

5.6165 

8.5572 

12.9855 

45 

1.9542 

2.4379 

3.0379 

3.7816 

5.8412 

8.9850 

13.7646 

46 

1.9835 

2.4866 

3.1139 

3.8950 

6.0748 

9.4343 

14.5905 

47 

2.0133 

2.5363 

3.1917 

4.0119 

6.3178 

9.9060 

15.4659 

48 

2.0435 

2.5871 

3.2715 

4.1323 

6.5705 

10.4013 

16.3939 

49 

2.0741 

2.6388 

3.3533 

4.2562 

6.8333 

10.9213 

17.3775 

50 

2.1052 

2.6916 

3.4371 

4.3839 

7.1067 

11.4674 

18.4202 
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TABLA V — VALOR ACTUAL (1 + r)n 


n 


2% 

2i% 

3% 

4% 

5% 

6% 

1 

.985 22 

.980 39 

.97561 

.97087 

.96154 

.95238 

.94340 

2 

.970 66 

.961 17 

.95181 

.94260 

.92456 

.90703 

.89000 

3 

.956 32 

.942 32 

.92860 

.91514 

.88900 

.86384 

.83962 

4 

.942 18 

.923 85 

.90595 

.88849 

.85480 

.82270 

.79209 

5 

.928 26 

.905 73 

.88385 

.86261 

.82193 

.78353 

.74726 

6 

.914 54 

.887 97 

.86230 

.83748 

.79031 

.74622 

.70496 

7 

.901 03 

.870 56 

.84127 

.81309 

.75992 

.71068 

.66506 

\ 8 

.887 71 

.853 49 

.82075 

.78941 

.73069 

.67684 

.62741 


.874 59 

.836 76 

.80073 

.76642 

.70259 

.64461 

.59190 

10 

.861 67 

.820 35 

.78120 

.74409 

.67556 

.61391 

.55839 

11 

.848 93 

.804 26 

.76214 

.72242 

.64958 

.58468 

.52679 

12 

.836^ 39 

.788 49 

.74356 

.70138 

.62460 

.55684 

.49697 

13 

.824 03 

.773 03 

.72542 

.68095 

.60057 

.53032 

.46884 

14 

.811 85 

.757 88 

.70773 

.66112 

.57748 

.50507 

.44230 

15 

.799 85 

.743 01 

.69047 

.64186 

.55526 

.48102 

.41727 

16 

.788 03 

.728 45 

.67362 

.62317 

.53391 

.45811 

.39365 

17 

.776 39 

.714 16 

.65720 

.60502 

.51337 

.43630 

.37136 

18 

.764 91 

.700 16 

.64117 

.58739 

.49363 

.41552 

.35034 

19 

.753 61 

.686 43 

.62553 

.57029 

.47464 

.39573 

.33051 

20 

.742 47 

.672 97 

.61027 

.55368 

.45639 

.37689 

.31180 

21 

.731 50 

.659 78 

.59539 

.53755 

.43883 

.35894 

.29416 

22 

.720 69 

.646 84 

.58086 

.52189 

.42196 

.34185 

.27751 

23 

.710 04 

.634 16 

.56670 

.50669 

.40573 

.32557 

.26180 

24 

.699 54 

.621 72 

.55288 

.49193 

.39012 

.31007 

.24698 

25 

.689 21 

.609 53 

.53939 

.47761 

.37512 

.29530 

.23300 

26 

.679 02 

.597 58 

.52623 

.46369 

.36065 

.28124 

.21981 

27 

.668 99 

.585 86 

.51340 

.45019 

.34682 

.26785 

.20737 

28 

.659 10 

.574 37 

.50088 

.43708 

.33348 

.25509 

.19563 

29 

.649 36 

.563 11 

.48866 

.42435 

.32069 

.24295 

.18456 

30 

.639 76 

.552 07 

.47674 

.41199 

.30832 

.23138 

.17411 

31 

.630 31 

.541 25 

.46511 

.39999 

.29646 

.22036 

.16425 

32 

.620 99 

.530 63 

.45377 

.38834 

.28506 

.20987 

.15496 

33 

.611 82 

.520 23 

.44270 

.37703 

.27409 

.19987 

.14619 

34 

.602 77 

.510 03 

.43191 

.36604 

.26355 

.19035 

.13791 

35 

.593 87 

.500 03 

.42137 

.35538 

.25342 

.18129 

.13011 

36 

.585 09 

.490 22 

.41109 

.34503 

.24367 

.17266 

.12274 

37 

.576 44 

.480 61 

.40107 

.33498 

.23430 

.16444 

.11579 

38 

.567 92 

.471 19 

.39128 

.32523 

.22529 

.15661 

.10924 

39 

.559 53 

.461 95 

.38174 

.31575 

.21662 

.14915 

.10306 

40 

.551 26 

.452 89 

.37243 

.30656 

.20829 

.14205 

.09722 

41 

.543 12 

.444 01 

.36335 

.29763 

.20028 

.13528 

.09172 

42 

.535 09 

.435 30 

.35448 

.28896 

.19257 

.12884 

.08653 

43 

.527 18 

.426 77 

.34584 

.28054 

.18517 

.12270 

.08163 

44 

.519 39 

.418 40 

.33740 

.27237 

.17805 

.11686 

.07701 

45 

.511 71 

.410 20 

.32917 

.26444 

.17120 

.11130 

.07265 

46 

.504 15 

.402 15 

.32115 

.25674 

.16461 

.10600 

.06854 

47 

.496 70 

.394 27 

.31331 

.24926 

.15828 

.10095 

.06466 

48 

.489 36 

.386 54 

.30567 

.24200 

.15219 

.09614 

.06100 

49 

.482 13 

.378 96 

.29822 

.23495 

.14634 

.09156 

.05755 

50 

.475 00 

.371 53 

.29094 

.22811 

.14071 

.08720 

.05429 


404 


APENDICE 



TABLA VI — MONTO DE UNA RENTA 


n 

li% 

2% 

n% 

3% 

4% 

5% 

6% 

1 

2 

3 

1.0000 

2.0150 

3.0452 

1.0000 

2.0200 

3.0604 

1.0000 

2.0250 

3.0756 

1.0000 

2.0300 

3.0909 

1.0000 

2.0400 

3.1216 

1.0000 

2.0500 

3.1525 

1.0000 

2.0600 

3.1836 

4 

5 

6 

4.0909 

5.1523 

6.2296 

4.1216 

5.2040 

6.3081 

4.1525 

5.2563 

6.3877 

4.1836 

5.3091 

6.4684 

4.2465 

5.4163 

6.6330 

4.3101 

5.5256 

6.8019 

4.3746 

5.6371 

6.9753 

7 

8 

9 

7.3230 

8.4328 

9.5593 

7.4343 

8.5830 

9.7546 

7.5474 

8.7361 

9.9545 

7.6625 

8.8923 

10.1591 

7.8983 

9.2142 

10.5828 

8.1420 

9.5491 

11.0266 

8.3938 

9.8975 

11.4913 

10 

10.7027 

10.9497 

11.2034 

11.4639 

12.0061 

12.5779 

13.1808 

11 

12 

13 

11.8633 

13.0412 

14.2368 

12.1687 

13.4121 

14.6803 

12.4835 

13.7956 

15.1404 

12.8078 

14.1920 

15.6178 

13.4864 

15.0258 

16.6268 

14.2068 

15.9171 

17.7130 

14.9716 

16.8699 

18.8821 

14 

15 

16 

15.4504 

16.6821 

17.9324 

15.9739 

17.2934 

18.6393 

16.5190 

17.9319 

19.3802 

17.0863 

18.5989 

20.1569 

18.2919 

20.0236 

21.8245 

19.5986 

21.5786 

23.6575 

21.0151 

23.2760 

25.6725 

17 

18 

19 

19.2014 

20.4894 

21.7967 

20.0121 

21.4123 

22.8406 

20.8647 

22.3863 

23.9460 

21.7616 

23.4144 

25.1169 

23.6975 

25.6454 

27.6712 

25.8404 

28.1324 

30.5390 

28.2129 

30.9057 

33.7600 

20 

23.1237 

24.2974 

25.5447 

26.8704 

29.7781 

33.0660 

36.7853 

21 

22 

23 

24.4705 

25.8376 

27.2251 

25.7833 

27.2990 

28.8450 

27.1833 

28.8629 

30.5844 

28.6765 

30.5368 

32.4529 

31.9692 

34.2480 

36.6179 

35.7193 

38.5052 

41.4305 

39.9927 

43.3923 

46.9958 

24 

25 

26 

28.6335 

30.0630 

31.5140 

30.4219 

32.0303 

33.6709 

32.3490 

34.1578 

36.0117 

34.4265 

36.4593 

38.5530 

39.0826 

41.6459 

44.3117 

44.5020 

47.7271 

51.1135 

50.8156 

54.8645 

59.1564 

27 

28 

29 

32.9867 

34.4815 

35.9987 

35.3443 

37.0512 

38.7922 

37.9120 

39.8598 

41.8563 

40.7096 

42.9309 

45.2189 

47.0842 

49.9676 

52.9663 

54.6691 

58.4026 

62.3227 

63.7058 

68.5281 

73.6398 

30 

37.5387 

40.5681 

43.9027 

47.5754 

56.0849 

66.4388 

79.0582 

31 

32 

33 

39.1018 

40.6883 

42.2986 

42.3794 

44.2270 

46.1116 

46.0003 

48.1503 

50.3540 

50.0027 

52.5028 

55.0778 

59.3283 

62.7015 

66.2095 

70.7608 

75.2988 

80.0638 

84.8017 

90.8898 

97.3432 

34 

35 

36 

43.9331 

45.5921 

47.2760 

48.0338 

49.9945 

51.9944 

52.6129 

54.9282 

57.3014 

57.7302 

60.4621 

63.2759 

69.8579 

73.6522 

77.5983 

85.0670 

90.3203 

95.8363 

104.1838 

111.4348 

119.1209 

37 

38 

39 

48.9851 

50.7199 

52.4807 

54.0343 

56.1149 

58.2372 

59.7339 

62.2273 

64.7830 

66.1742 

69.1594 

72.2342 

81.7022 

85.9703 

90.4091 

101.6281 

107.7095 

114.0950 

127.2681 

135.9042 

145.0585 

40 

54.2679 

60.4020 

67.4026 

75.4013 

95.0255 

120.7998 

154.7620 

41 

42 

43 

56.0819 

57.9231 

59.7920 

62.6100 

64.8622 

67.1595 

70.0876 

72.8398 

75.6608 

78.6633 

82.0232 

85.4839 

99.8265 

104.8196 

110.0124 

127.8398 

135.2318 

142.9933 

165.0477 

175.9505 

187.5076 

44 

45 

46 

61.6889 

63.6142 

65.5684 

69.5027 

71.8927 

74.3306 

75:5523 

81.5161 

84.5540 

89.0484 

92.7199 

96.5015 

115.4129 

121.0294 

126.8706 

151.1430 

159.7002 

168.6852 

199.75^0 

212.7435 

226.5081 

47 

48 

49 

67.5519 

69.5652 

71.6087 

76.8172 

79.3535 

81.9406 

87.6679 

90.8596 

94.1311 

100.3965 

104.4084 

108.5406 

132.9454 

139.2632 

145.8337 

178.1194 

188.0254 

198.4267 

241.0986 

256.5645 

272.9584 

50 

73.6828 

84.5794 

97.4843 

112.7969 

152.6671 

209.3480 

290.3359 
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TABLA VII - VALOR ACTUAL DE RENTAS a7T\i 


n 

*i% 

2% 

H% 

3% 

4% 

5% 

6% 

1 

.9852 

.9804 

.9756 

.9709 

.9615 

.9524 

.9434 

2 

1.9559 

1.9416 

1.9274 

1.9135 

1.8861 

1.8594 

1.8334 

3 

2.9122 

2.8839 

2.8560 

2.8286 

2.7751 

2.7232 

2.6730 

4 

3.8544 

3.8077 

3.7620 

3.7171 

3.6299 

3.5460 

3.4651 

5 

4.7826 

4.7135 

4.6458 

4.5797 

4.4518 

4.3295 

4.2124 

6 

5.6972 

5.6014 

5.5081 

5.4172 

5.2421 

5.0757 

4.9173 

7 

6.5982 

6.4720 

6.3494 

6.2303 

6.0021 

5.7864 

5.5824 

8 

7.4859 

7.3255 

7.1701 

7.0197 

6.7327 

6.4632 

6.2098 

9 

8.3605 

8.1622 

7.9709 

7.7861 

7.4353 

7.1078 

6.8017 

10 

9.2222 

8.9826 

8.7521 

8.5302 

8.1109 

7.7217 

7.3601 

11 

10.0711 

9.7868 

9.5142 

9.2526 

8.7605 

8.3064 

7.8869 

12 

10.9075 

10.5753 

10.2578 

9.9540 

9.3851 

8.8633 

8.3838 

13 

11.7315 

11.3484 

10.9832 

10.6350 

9.9856 

9.3936 

8.8527 

14 

12.5434 

12.1062 

11.6909 

11.2961 

10.5631 

9.8986 

9.2950 

15 

13.3432 

12.8493 

12.3814 

11.9379 

11.1184 

10.3797 

9.7122 

16 

14.1313 

13.5777 

13.0550 

12.5611 

11.6523 

10.8378 

10.1059 

17 

14.9076 

14.2919 

13.7122 

13.1661 

12.1657 

11.2741 

10.4773 

18 

15.6726 

14.9920 

14.3534 

13.7535 

12.6593 

11.6896 

10.8276 

19 

16.4262 

15.6785 

14.9789 

14.3238 

13.1339 

12.0853 

11.1581 

20 

17.1686 

16.3514 

15.5892 

14.8775 

13.5903 

12.4622 

11.4699 

21 

17.9001 

17.0112 

16.1845 

15.4150 

14.0292 

12.8212 

11.7641 

22 

18.6208 

17.6580 

16.7654 

15.9369 

14.4511 

13.1630 

12.0416 

23 

19.3309 

18.2922 

17.3321 

16.4436 

14.8568 

13.4886 

12.3034 

24 

20.0304 

18.9139 

17.8850 

16.9355 

15.2470 

13.7986 

12.5504 

2$ 

20.7196 

19.5235 

18.4244 

17.4131 

15.6221 

14.0939 

12.7834 

26 

21.3986 

20.1210 

18.9506 

17.8768 

15.9828 

14.3752 

13.0032 

27 

22.0676 

20.7069 

19.4640 

18.3270 

16.3296 

14.6430 

13.2105 

28 

22.7267 

21.2813 

19.9649 

18.7641 

16.6631 

14.8981 

13.4062 

29 

23.3761 

21.8444 

20.4535 

19.1885 

16.9837 

15.1411 

13.5907 

30 

24.0158 

22.3965 

20.9303 

19.6004 

17.2920 

15.3725 

13.7648 

31 

24.6461 

22.9377 

21.3954 

20.0004 

17.5885 

15.5928 

13.9291 

32 

25.2671 

23.4683 

21.8492 

20.3888 

17.8736 

15.8027 

14.0840 

33 

25.8790 

23.9886 

22.2919 

20.7658 

18.1476 

16.0025 

14.2302 

34 

26.4817 

24.4986 

22.7238 

21.1318 

18.4112 

16.1929 

14.3681 

35 

27.0756 

24.9986 

23.1452 

21.4872 

18.6646 

16.3742 

14.4982 

36 

27.6607 

25.4888 

23.5563 

21.8323 

18.9083 

16.5469 

14.6210 

37 

28.2371 

25.9695 

23.9573 

22.1672 

19.1426 

16.7113 

14.7368 

38 

28.8051 

26.4406 

24.3486 

22.4925 

19.3679 

16.8679 

14.8460 

39 

29.3646 

26.9026 

24.7303 

22.8082 

19.5845 

17.0170 

14.9491 

40 

29.9158 

27.3555 

25.1028 

23.1148 

19.7928 

17.1591 

15.0463 

41 

30.4590 

27.7995 

25.4661 

23.4124 

19.9931 

17.2944 

15.1380 

42 

30.9941 

28.2348 

25.8206 

23.7014 

20,1856 

17.4232 

15.2245 

43 

31.5212 

28.6616 

26.1664 

23.9819 

20.3708 

17.5459 

15.3062 

44 

32.0406 

29.0800 

26.5038 

24.2543 

20.5488 

17.6628 

15.3832 

45 

32.5523 

29.4902 

26.8330 

24.5187 

20.7200 

17.7741 

15.4558 

46 

33.0565 

29.8923 

27.1542 

24.7754 

20.8847 

17.8801 

15.5244 

47 

33.5532 

30.2866 

27.4675 

25.0247 

21.0429 

17.9810 

15.5890 

48 

34.0426 

30.6731 

27.7732 

25.2667 

21.1951 

18.0772 

15.6500 

49 

34.5247 

31.0521 

28.0714 

25.5017 

21.3415 

18.1687 

15.7076 

50 

34.9997 

31.4236 

28.3623 

25.7298 

21.4822 

18.2559 

15.7619 
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TABLA VIII — AMERICAN EXPERIENCE MORTALITY TABLE 


Edad 

No. de 
personas 

Personas 

que 

fallecen 

Probabilidad 
anual de 
fallecimiento 

Probabilidad 
anual de 
supervivencia 

Edad 

No. de 
personas 

Personas 

que 

fallecen 

Probabilidad 
anual de 
fallecimiento 

Probabilidad 
anual de 
supervivencia 

10 

100 000 

749 

0.007 490 

0.992 510 

53 

66 797 

1 091 

0.016 333 

0.983 667 

11 

99 251 

746 

0.007 516 

0.992 484 

54 

65 706 

1 143 

0.017 396 

0.982 604 

12 

98 505 

743 

0.007 543 

0.992 457 

55 

64 563 

1 199 

0.018 571 

0.981 429 

13 

97 762 

740 

0.007 569 

0.992 431 

56 

63 364 

1 260 

0.019 885 

0.980 115 

14 

97 022 

737 

0.007 596 

0.992 404 

57 

62 104 

1 325 

0.021 335 

0.978 665 

15 

96 285 

735 

0.007 634 

0.992 366 

58 

60 779 

1 394 

0.022 936 

0.977 064 

16 

" 95 550 

732 

0.007 661 

0.992 339 

59 

59 385 

1 468 

0.024 720 

0.975 280 

17 

94 818 

729 

0.007 688 

0.922 312 

60 

57 917 

1 546 

0.026 693 

0.973 307 

18 

94 089 

727 

0.007 727 

0.992 273 

61 

56 371 

1 628 

0.028 880 

0.971 120 

19 

93 362 

725 

0.007 765 

0.992 235 

62 

54 743 

1 713 

0.031 292 

0.968 708 

20 

92 637 

723 

0.007 805 

0.992 195 

63 

53 030 

1 800 

0.033 943 

0.966 057 

21 

91 914 

722 

0.007 855 

0.992 145 

64 

51 230 

1 889 

0.036 873 

0.963 127 

22 

91 192 

721 

0.007 906 

0.992 094 

65 

49 341 

1 980 

0.040 129 

0.959 871 

23 

90 471 

720 

0.007 958 

0.992 042 

66 

47 361 

2 070 

0.043 707 

0.956 293 

24 

89 751 

719 

0.008 011 

0.991 989 

67 

45 291 

2 158 

0.047 647 

0.952 353 

25 

89 032 

718 

0.008 065 

0.991 935 

68 

43 133 

2 243 

0.052 002 

0.947 998 

26 

88 314 

718 

0.008 130 

0.991 870 

69 

40 890 

2 321 

0.056 762 

0.943 238 

27 

87 596 

718 

0.008 197 

0.991 803 

70 

38 569 

2 391 

0.061 993 

0.938 007 

28 

86 878 

718 

0.008 264 

0.991 736 

71 

36 178 

2 448 

0.067 665 

0.932 335 

29 

86 160 

719 

0.008 345 

0.991 655 

72 

33 730 

2 487 

0.073 733 

0.926 267 

30 

85 441 

720 

0.008 427 

0.991 573 

73 

31 243 

2 505 

0.080 178 

0.919 822 

31 

84 721 

721 

0.008 510 

0.991 490 

74 

28 738 

2 501 

0.087 028 

0.912 972 

32 

84 000 

723 

0.008 607 

0.991 393 

75 

26 237 

2 476 

0.094 371 

0.905 629 

33 

83 277 

726 

0.008 718 

0.991 282 

76 

23 761 

2 431 

0.102 311 

0.897 689 

34 

82 551 

729 

0.008 831 

0.991 169 

77 

21 330 

2 369 

0.111 064 

0.888 936 

35 

81 822 

732 

0.008 946 

0.991 054 

78 

18 961 

2 291 

0.120 827 

0.879 173 

36 

81 090 

737 

0.009 089 

0.990 911 

79 

16 670 

2 196 

0.131 734 

0.868 266 

37 

80 353 

742 

0.009 234 

0.990 766 

80 

14 474 

2 091 

0.144 466 

0.855 534 

38 

79 611 

749 

0.009 408 

0.990 592 

81 

12 383 

1 964 

0.158 605 

0.841 395 

39 

78 862 

756 

0.009 586 

0.990 414 

82 

10 419 

1 816 

0.174 297 

0.825 703 

40 

78 106 

765 

0.009 794 

0.990 206 

83 

8 603 

1 648 

0.191 561 

0.808 439 

41 

77 341 

774 

0.010 008 

0.989 992 

84 

6 955 

1 470 

0.211 359 

0.788 641 

42 

76 567 

785 

0.010 252 

0.989 748 

85 

5 485 

1 292 

0.235 552 

0.764 448 

43 

75 782 

797 

0.010 517 

0.989 483 

86 

4 193 

1 114 

0.265 681 

0.734 319 

44 

74 985 

812 

0.010 829 

0.989 171 

87 

3 079 

933 

0.303 020 

0.696 980 

45 

74 173 

828 

0.011 163 

0.988 837 

88 

2 146 

744 

0.346 692 

0.653 308 

46 

73 345 

848 

0.011 562 

0.988 438 

89 

1 402 

555 

0.395 863 

0.604 137 

47 

72 497 

870 

0.012 000 

0.988 000 

90 

847 

385 

0.454 545 

0.545 455 

48 

71 627 

896 

0.012 509 

0.987 491 

91 

462 

246 

0.532 468 

0.467 532 

49 

70 731 

927 

0.013 106 

0.986 894 

92 

216 

137 

0.634 259 

0.365 741 

50 

69 804 

962 

0.013 781 

0.986 219 

93 

79 

58 

0.734 177 

0.265 823 

51 

68 842 

1 001 

0.014 541 

0.985 459 

94 

21 

18 

0.857 143 

0.142 857 

52 

67 841 

1 044 

0.015 389 

0.984 611 

95 

3 

3 

1,000 000 

0.000 000 
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nota: Se proporcionan las respuestas de tres problemas por coda cuatro. 


EJERCICIO 1: ADICION-Y SUSTRACCION 


1: 

6 


2: 4 

3: 2 5: 4 

6: -7 

7: 

7 

9: 2 

10: 

3 

11: 

17 

13: 3 

14: 30 15: 

-6 17: 4a 


18: 3b 

19: 

7x 

21: 

— 

2a 

+ b 22: 2a + 7 y 

23: 10x - 

- 10 y 


25: 6x — 

4 y + 

52 

26: 

7w +4 1 — 14m 

27; 7 t + 2m 

- 4i 

29: s 

— 4i — m 



30: 

u 

— 

16m 31 

: 5s — 5a — y 

33: -s 

+ 4a 

+ 4m? 



34: 

— 

8b 

-I - 3m -I - 9£ 

35: — 5w + 2a + 6i 

37: 

12 

38: 34 



39: 

— 

23 

41: a 

- 2 t 42: h - 

e 43: 

7 a - 

s 

45: s + 

7y 


46: 

8m - 

- 5a + 3» 

47: 3 y + 11s 

49: 17 

50 

: 33 

51: 3 



53: 

1 


54: 13 

55: -1 57: 

x + 2 y 

58: 

5a 

- 2b + 2c 



59: 

— 

3a 

-|- 2b 5c 

61: 4a + 3 y 

62: 5s - 3 1 


63: -2a 

- b 


65: 

0 


66: 0 

67: 5x + By 








EJERCICIO 2: MULTIPLICACION 

1: a 6 2: a 9 3: b 4 5: 6a 6 6: 8x® 7: 6 y* 9: Ba'b 3 

10: 8a 6 b 9 11: 15 x 9 y< 13: Btf&c 4 14: 30a 3 bc* 15: 30x 3 ^ 2 

17: x 6 18: i/« 19: a 20 21: 8a 6 b 9 22: 9a 6 68 23: 625x 12 y 1 

25: 2a 2 + a 2 b + 2b 2 26: 2x 2 + 3 y* - xy 2 27: 3x 2 - 4xy 2 + # 2 

29: — 4x 2 + 3x 2 # — 3x# 2 30: 4a 2 b 31: — 6a 2 b 33: 2o* + 3ab — 2b 2 

34: — 2x 2 + 3 xy + 9 y 2 35: 8x 2 + lOxa — 3a 2 

37: a 3 - a 2 b - 7ob 2 — 2b* 38: 2a 3 - 5a 2 b + b 3 

39: 6X 3 — 19x 2 y + 7 xy* + 2t/ 3 41: x 4 — x 2 ?/ 2 — 2xy s — y 4 

42: x 4 + x 3 y — 5x 2 y 2 — 7 xy 3 — 2y 4 43: a 6 + a 4 — 3o 3 + 3o — 2 

EJERCICIO 3: DIVISION 

1: x 5 2: jf 8 3: 10® 5: 4x® 6: 3x® 7: 2x® 9: ac 

10: a 2 b 4 11: x®|/ 13: 3 xy 2 z 3 14: 3a 3 b 3 c* 15: 4a 4 bc 4 17: x 3 /y 3 
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18: 27 x*/y 6 19: 16xV81|/ 12 21: 2x - 3 22: a - 3 23: a - 26 

25: 2y - 1 26: 3y + 2 27: 2^ - By + 2 29: + 22/ - 1 

30: x 2 — Bx + 1 31: t + 2 33: 2x 2 — Bxy — y 2 34: 2x + 1 

35: x — 2 37: x 2 — 2x — 1, 1 38: Bx — 2, —2x — 3 

39: x 2 - 2x + 3, -2 


EJERCICIO 4: OPERACIONES FUNDAMENTALES 


1: 

-2 2: 

-3 

3: 6 

5: 

6 6 

: 6 

7: 1 

9: -5 

10: 

-19 

11: 

-2 13 

: x 

14: ■ 

—4a 

15: 

-106 

17 

: 36 — 4a 



18: 

2x — By 

19: 

—2x - 

- 2 y 

21: 

-3 

22: 

-2 23: 

8 , 


25: 

-11 26: 30 

27: 

-27 

29 

: 10 

30: 

-1 31: 

6 


33: 

28 34: 

210 

35: 

47 

37: 6a + 26 — c 

38: —By 

— 2z 


39: 

9a + 2c 

41: 2a + 26 

+ 6c 

42: 

— X — 

Ay — 

3 z 43: 3a 

- 2d 

+ 2c 

45: 

ab 2 — a 2 b 

46: 

4 x 3 y 2 

47 

: 4a 2 6 3 - 6a 2 6 2 

49: GaW 

50: 

3x 2 y 

51: 

— 4x 3 y 2 

53: 

—4a + 

136 - 

12c 

54: 

—2a 

- 286 + 3c 



55: 

— a — 6 — 

5c 

57: - 

— cl -j- 306 — 

30c 

58: : 

28f — 2 r - 16s 


59: 

— 3x 2 + 3x - 6 

61: 

X 2 - 

4 xy + 

By 2 

62: 

x 2 + bxy + by 2 


63: 

2x 2 + 5 xy 

- 3^ 2 

65: 

a 2 - 

4x 2 + 

12 xy - 

- 9y 2 




66: 

2 a 2 — lax 

— ay + 3x 2 - 

- 2 xy 

- y 2 






67: 

3 a 2 — lab 

+ 4ac 

+ 26 s 

- 36c 

+ c 2 

69: 

a 4 + a 2 6 2 + 6 4 



70: 

2x' i y % — x 8 

- y 12 

71: 

a 6 + 

a 2 b 4 - 

a 8 — 6 4 -73: 2a 74 

: b 2 ■ 

- 6 

75: 

x + Bxy - 

■ y 2 

77: 3a - 6 

78: 

3d *4" 6 

79: Bx — y 



81: 

a 2 — ab + 

b 2 82: a 2 • 

— ab + b 2 

83: x s 

1 + xy 

' — y 2 85: 

a + l 

> + c 

86: 

2a + 36 — 

c 

87: 3a + x 

- 2y 

89: 

0 

90: x 5 !/ 3 

91: 

a 3 6 4 


EJERCICIO 5: BINOMIOS Y MULTINOMIOS 


1: x 2 + 5x+6 2: 52+26+1 3: 3y 2 + 7y + 2 

5: 3x 2 + 5x - 2 6: 2x 2 - 7x + 3 7: 46 2 + 96 +2 

9: 7x 2 + 13x — 2 10: 6a 2 + 5a — 6 11: 16m 2 + 22m — 20 

13: 20a 2 - 27a - 14 14: 6r 2 + 12rs + 6s 2 15: 21i 2 — i — 10 

17: 8m 2 - 16mn + 6n 2 18: 72x 2 - 78 xy + 15 y 2 19: 12c 2 - 48cd + 21d* 
21: 6w 2 + 17 wz — l4z 2 22: 35i 2 — 11 ji — 6j 2 

23: 50x 2 — 5 xy — 1 Oy 2 25: x 2 + 4xy + 4 y 2 

26: 4x 2 — 12x + 9 27: a 2 + 6a6 + 96 2 29: 9a 2 - 6a + 1 

30: 9m 2 — 12m« + 4n 2 31: 9m 2 — 24m« + 16w 2 

33: 4a 2 — 12a6 + 96 s 34: 4x 2 + 20x^ + 25 y 2 

35: 16r 2 - 24rs + 9s 2 37: 16m 2 — 16up + Av 2 

38: 4i 2 + 28 ji + 49i 2 39: 36z 2 - 60 zw + 25m; 2 41: 45 42: 396 

43: 864 45: x 2 — 9 46: x 2 — 81 47: m* — n 2 49: x 2 — 9y 2 

50: a 2 — 256 s 51: 25x 2 — y 2 53: 9a 2 — 46 s 54: 4x 2 — 9z 2 

55: A9y 2 - 16c 2 57: 4a« - 46 s 58: 4X 4 - y 2 59: 96 4 - 36c 6 



) 


65: 


x 2 y 2 
9 25 

^ _ 9. 
25 x 2 


62: 

66 : 


9x 2 

16 

m 4 

9 


y 2 co . m 4 4n* 

25 63 ’ 9 25 

4 fi7 . 25a 2 _ y 2 
25m 2 x 2 46 s 


69: x 2 + y 2 + z 2 + 2 xy + 2xz + 2 yz 
70: a 2 + b 2 + c 2 + 2a6 — 2ac — 26c 
71: r 2 + s 2 + t 2 + 2 rs -2 rt - 2 st 
73: a 2 + 6* + 9c 2 — 2a6 + 6ac — 66c 
74: x 2 + 9 y 2 + z 2 — 6 xy — 2xz + 6 yz 
75: x 4 + 14x* + 25 - 4x 3 - 20x 

77: x 2 + Ay 2 + z 2 + 9r 2 — 4 xy + 2xz — 6xr — 4 yz + 12yr — 6zr 
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78: 4x 2 + 9 y 2 + 16z 2 + 4w 2 + 12xy — 16x3 — 8 xw — 24 yz — 12 yw + 16zw> 

79: m 6 + 2m 5 — 3m 4 — 2m 3 -j- 6m* — 4m + 1 

81: 6 a 2 + 12a6 + 66* - 5a - 56 - 6 

82 : 60a 2 - 60a6 + 156 2 - 52a + 266 - 21 

83: 192a 2 - 96ac + 12c 2 + 20a - 5c - 25 85: x 4 - 5x 2 + 4 

86: a 4 + 5a 2 + 9 87: 96 4 — 36*c 2 + c 4 89: m 6 + m 4 - m 2 - 1 

90: a 6 - 3a 4 + 7a 2 - 9 91: 96® - 26 s + 6 2 - 6 s - 4b 4 


EJERCICIO 6: FACTORIZACION 


1 : 

5: 

9: 

13: 

15: 

18: 

21 : 

23: 

26: 

29: 

31: 

35: 

41: 


46: 

51: 

55: 

59: 

63: 

67: 

71: 

75: 

78: 

81: 

83: 

86: 

89: 

91: 

94: 

97: 

99: 

101 : 

102 : 

103: 


2x(2x + y — 3y 2 ) 3: 3 mnym — 2 n + 6m 2 n) 

6: a(a + 6) 7: (2m — «)(3r + 5s — 40 

10: (a — 6)(a + 6) 11: (x — 3 y)(x + 3 y) 

14: (2m — n)(2m + «) 

17: (3r — 5s) (3r + 5s) 

19: (3 h - 5fc) (3 h + 56) 

22: (5m 4 - 6a) (5m 4 + 6 n) 

25: (fr 2 - fs 2 )(fr 2 + fs 2 ) 


- D 2 


(H‘ 


: c(z + y — x) 2 
2z(x + y)(l + 2 z) 

(m — x)(m + x) 

4(3x — y)(3x + y) 

(a — 86) (a + 86) 

4(6 - 2d)(6 + 2d) 

4(2x 2 - y 3 ) (2x* + y 3 ) 

(8x 3 - 7y 2 )(&x 3 + 7 y 2 ) 25: (f r‘ 

(> 4 - + in 3 ) 27: (fx* - ^(fx 8 + %y*) 

(x 3 — y 2 )(x 3 + y 2 ) 30: (5a 2 — 6 4 )(5a 2 + 6 4 ) 

(7c 3 - 5c 2 ) (7c 3 + 5c 2 ) 33: (x + 2) 2 34: (m + n) 2 

(a + 2) 2 37: (3 h + l) 2 38: (2 k - l) 2 39: (5s 

(3x + 2 y) 2 42: (4a + 3b) 2 43: 4(3m + 4«) 2 45 

(f + n^f 47: (5 “ t) 49: (3A _ 2k)2 50: (5ai ~ 365)2 

(x+3)(x + l) 54 
57: (3c - 2)(c - 3) 

61: (3 y - 2 )(y + 1) 

65: (2 r + 7)(3r - 1) 

69: 5(x + y)(x + 3 y) 

73: (h + 5k) (66 - k) 

77: 4(2p - q)(j> - 2q) 

79: (46 - 9c) (3b - c) 

82: (7x — 4 j0(2x + 3y) 

85: a 2 (3a + 7) (4a - 5) 

87: 3(3x 3 + 2 y 2 )(x 3 - y 2 ) 

90: (15X 5 # 4 — 16)(x s y 4 + 2) 

93: (x + y — z)(x + y + z) 

95: (2a + 6 + 4c)(2a + 6 — 4c) 
98: (7 - 3a + 6)(7 + 3a - 6) 


(6x 3 + 5 y 2 ) 2 53: 

(9m + l)(m + 1) 

(6x - 5)(x - 1) 

(7h - 3)(h + 1) 

(3a - 5) (3a + 1) 

(6u — 5p)(2 u — v) 

(5a - 26) (a + 36) 

(3y + 2z)(5y + 3 z) 

(9a - 46) (2a + 36) 

3(26 - k)(3h + 5k) 

6x 3 (x — l)(3x + 4) 

3(9a 4 6 3 - 8)(a 4 6 3 + 1) 

(3a 3 - 4b 3 ) (5a 3 + 3b 6 ) 

(m — 3n — 3 z)(m — 3» + 3 z) 

(6x — y — 3z) (6x + y + 3z) 

(8a + 36 — 2c) (8a — 36 + 2c) 

(m — 3n — y + 5z)(m — 3n + y — 5z) 

(5a — 36 — 3m + 4n)(5a — 36 + 3m — 4 n) 
(3r — 5 s — 9t — 5w)(3r — 5s + 9t + 5w) 


(5 y + l)(y + 1) 

58: (5x - 3)(x - 5) 

62: (5x + 2)(x — 1) 

66: 3(2^ - 1 )(y + 1) 
70: (3a + 26) (a + 86) 
(3c + 4d)(c - d) 


74: 


EJERCICIO 7: FACTORIZACION DE BINOMIOS 

1: (c — d)(c 2 + cd + d 2 ) 2: (m — n)(m* + mb + n 2 ) 

<3: (a + 6)(a 2 - a& + 6 2 ) 5: (c - 3d)(c* + 3cd + 9d*) 

6: (i - 2k)(J 2 + 2jk + 4k 2 ) 7: (m + 36)(m 2 - 3mfe + 96 2 ) 

9: (3a - 5»)(9a 2 + 15a» + 25V 2 ) 10: (4 p — 59)(16p 2 + 20 pq + 25q 2 ) 

11: 8(x + 3y) (x* — 3 xy + 9 y 2 ) 13: (m 2 6 — 3)(m 4 6* + 3m 2 6 + 9) 

14: (7x 3 fc 2 - 5)(49x*fc 4 + 35x 3 fc 2 + 25) 
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15: 27(a 6 6 4 + 2)(a 1 °6 8 - 2a 3 6 4 + 4) 

17: (m — n)(m + n)(m 2 + m 2 ) 18: (x — y)(x + y)(x 2 + y 2 ) 

19: (a + 3)(a - 3)(a 2 + 9) 

21: (a — 6) (a + 6) (a 2 + a& + 6 s ) (a 2 — a& + 6*) 

22: (l/ 2 + 9)(j/ 4 - 9y 2 + 81) 

23: (2m — l)(2m + l)(4m 2 + 2m + l)(4m 2 — 2m + 1) 

25: (m — s)(m + s)(m 2 + ms + s 2 )(m 2 — ms + s 2 ) 

26: (p 2 — s)(p 2 + s)(p 4 + s 2 ) 27: (p 4 + Q 2 ) (p 8 — P 4 q 2 + q 4 ) 

29: (fc 4 + fc 4 )(fc 8 - /i 4 fc 4 + k 3 ) 30: (5a 9 - l)(25a 18 + 5a 9 + 1) 

31: (x — y)(x« + afiy + x 4 y 2 + x 3 y 3 + x 2 y 4 + xy 3 + y 6 ) 

33: (m — n) (m + n ) (m 2 + n 2 ) (m 8 + ra 4 n 4 + n 8 ) 

34: (p — «)(j> + q)(p 6 + p 6 7 + J> 4 g 2 + 2 > 3 ? 3 + p 2 q 4 + pq h + g 6 )^ 6 — p s q + 
p 4 q 2 — p 3 q 3 + p 2 q* — pq' 5 + q 6 ) 

35: (a + y) (a 2 — ay + y 2 )(a e — a 3 y 3 + y 6 ) 

37: (a — b — l)(a 2 — 2ab + 6 2 + a — b + 1) 

38: (m + n + 2)(m 2 + 2 mn + n 2 — 2m — 2n + 4) 

39: (3x — y + 3)(9x 2 — 6 xy + y 2 — 9x + 3y + 9) 

41: (2 - 36 + 2c) (4 + 66 - 4c + 9b 2 - 126c + 4c 2 ) 

42: (5 + x — y)( 25 — 5x + 5y + x 2 — 2 xy + y 2 ) 

43: (a 4 - a 2 + l)(a 8 + a® - 2a 2 + 1) 


EJERCICIO 8: FACTORIZACION POR AGRUPACION 

1: (m + l)(n + 1) 2: (a + 1)(6 + 3) 3: (u + 5)(p + 2) 

5: (r + 6)(s - 1) 6: (c + l)(c - 3d) 7: (x + 3^)(2x - 5) 

9: (m -f- n)(c + d) 10: (a — 6)(6 -f- c) 11: (3ti — 5s)(2t + r) 

13: ( 2h — 3k) (5h — 2j) 14: 3 (2a — 6) (a — 6c) 

15: (7 r — 3s)(3r + 5 z) 17: (x — y + z)(x — 1) 

18: (m — n — p)(m + 1) 19: (h — 3k — j)(h — p) 

21: (a + 6) (a — 6 — 1) 22: (u — v)(u + v — 1) 

23: (h — k)(h — k — j) 25: (m + n)(m 2 — mn + n 2 — m — n) 

26: (r + s)(r + s — r 2 + rs — s 2 ) 27: (2a + 6)(a — 6 — 4a 2 + 2a6 — 6*) 

29: (x + 2 y — 4)(x — 2y + 4) 30: (u + 5r + 2 t)(u + 5v — 2t ) 

31: (3a -j - 6 — 2d) (3a — 6 -j - 2d) 

33: (m — 3n + 2p + 2z)(m — 3n — 2p — 2 z) 

34: (5 r — s + i — 2«)(5r — s — t + 2w) 

35: (3x + 4y + z + 3i)(3x + 4y — z — 3f) 

37: (a — 6)(a — 36 + 2c) 38: (x — y)(x — 3y z) 

39: (2s — 2m + 3 m) (3m — 2n) 41: (x 2 — 2x + 4)(x 2 + 2x + 4) 

42: (a 2 — 3a — 5 )(a 2 + 3a — 5) 43; (m 2 + m + 2)(m 2 — m + 2) 

45: (c 2 + 2c + 2)(c 2 - 2c + 2) 46: (a 2 - 2a6 + 36 2 )(a 2 + 2a6 + 362) 

47: (x 2 + xy + 4y 2 ) (x 2 — xy + 4y 2 ) 

49: (2c 2 - 2cd - 3d 2 ) (2c 2 + 2cd - 3d 2 ) 

50: (3m 2 — 3m® + 4p 2 )(3m 2 + 3m® + 4® 2 ) 

51: (6a 2 - 2a6 - 36 2 )(6a 2 + 2a6 - 36 s ) 


EJERCICIO 9: PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION 

1: 2a 2 + 7a+3 2: 3x 2 + 7x + 2 3: 4c 2 + 13cd + 3d 2 

5: 10s 2 - 26s* + 12* 2 6: 21a 2 - 29a6 + 106 2 7 : 6 h 2 - 19hk + 15 k 2 

9: 12s 2 + 7 st - 10* 2 10: 21a 2 + 25a6 - 106 2 

11: 28* 2 + 2*m — 6m 2 13: 24x 2 — 47x^ — 21 y 2 

14: 20c 2 + 13cd - 21d 2 15: 15a 2 + 24a6 - 63b 2 

17: 24 h 2 — 18 hk — 27fc 2 18: 28x 2 + 27 xy — 36y 2 
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19: 35c 2 - 67 cd - 22d 2 21: m 2 - 25 22: 6 2 - 9 23: 9x 2 - 1 

25: 9x 2 — y 2 26: 4i 2 — s 2 27: 9a 2 — 4ft 2 29: 16a 2 — 96* 

30: 36b 2 - 25A; 2 31: 49m 2 - 25k 2 33: m 2 + 6 mn + 9 » 2 

34: 9r 2 - 6 rs + s 2 35: 36p 2 + 60 pq + 25 q 2 37: Ax 2 + %xy + 4y 2 

38: ^La 2 - 2a6 + -^b 2 39: f |r 2 + 2rs + ^-fs 2 

41: 9a 4 — 12a 2 6 3 + 4b 6 42: 4 x« - 12x ^ 2 + 9y 4 

43: 36p 10 + 60p 8 <? 2 + 25g 4 45: x 2 + 2 xy + y 2 - z 2 

46: o 2 + 2ab 4 - 6 2 — c 2 47: m 2 + 2 m» + n 2 — 9p 2 
49: x 2 + lOxz + 25z 2 - 4 y 2 50: 9r 2 + 24r£ + 16f 2 - 4s 2 

51: h 2 — 9k 2 - 6jk - j 2 53: r 2 + s 2 + t 2 + 2 rs + 2 rt + 2 st 

' 54: x 2 +y 2 +z 2 — 2 xy + 2xz — 2 yz 55: a 2 + b 2 + 9c 2 + 2ab — 6 ac — 66 c 

57: m 2 + 9b 2 + c 2 + 4d 2 + 6 m 6 + 2mc + 4md + 66 c + 126d + 4cd 

58: m 6 + 6 m 5 + 7m 4 — 10m 3 — 11m 2 + 4m + 4 

59: r 6 — 4r® — 2r^ + 20r 3 — 7r 2 — 24r + 16 
61: 6 a(a — 26 — 3c) 62: 2mn(m + 3n + 4s) 

63: 9xz(y — 2 xt + 3x 2 z) 65: Axy(4xy 2 + 5 x 2 y + 7) 

66 : 5pq(2p 2 q 2 — 4 p + 5q) 67: 4mw(Bmw — 2mj> — 5 mj>) 

69: (x + 4)(x - 4) 70: ( a + 3)(a - 3) 71: 9(u - 2b)(u + 26) 

73: 3 (3b 2 - 4c) (3b 2 + 4c) 74: 3 (2a 3 + 3b 2 ) (2a 3 - 3b 2 ) 

75: 5cd(3c - 4d)(3c + 4d) 77: (4a + 6) 2 78: (5x - y ) 2 

f 79: (4 m + v) 2 81: 4(3b 3 - k) 2 82: ( 5 a 2 - 3 b 4 ) 2 83: (7x + 4y 5 ) 2 

85: (x - 3)(x - 5) 86 : (y + 3 )(y + 2) 87: (m + 3)(m - 2) 

89: (3x - 2y)(2x + y) 90: (5 r - t)(2r + 3 1) 

91: 2(3a — 6 )(a + 26; 93: (x + y)(x 2 — xy + y 2 ) 

94: (a — 6 ) (a 2 + ab + b 2 ) 95: (3x + y)( 9x 2 — 3xy + y 2 ) 

97: 8 (2a + 6)(4a 2 - 2a6 + b 2 ) 98: (3a 2 + l)(9a 4 - 3a 2 + 1) 

99: (2 + y 2 )(4 - 2y 2 + y 4 ) 101: z(y - 3)(x + 2) 

102: c(a + 6)(6 — 3) 103: (6 + c + d)(x — ?/) 

105: (m - 26 - l)(m + 26) 106: (a - 26)(a 2 + 2a6 + 46 2 + 1) 

107: ( 2 x — y) (2x + y + 4x 2 + 2 xy + y 2 ) 

109: (m 2 + « 2 )(m + w)(m — k) 110: (a + 3)(a — 3)(a 2 + 9) 

111: (z + 2w)(z — 2w)(z 2 + 4ic 2 ) 

113: (x —1) (x + l)(x 2 + x + l)(x 2 — x + 1) 

114: (a + 6 )(a 2 - ab + 6 2 )(a* - a 3 6 3 + 6 6 ) 

115: (x 2 — y)(x 2 + y)(x 4 + x 2 y + y 2 )(x* — x 2 y + y 2 ) 

117: (x + y)(xt — x 3 y + x 2 y 2 — xy 3 + y 4 ) 

118: (a - 6 ) (a 6 + a 6 6 + a 4 6 2 + a 3 6 3 + a 2 6 4 +068 + 6 «) 

119: («, — ®)(w, 4 - »)(m 6 4 - u h v 4- u*v 2 + u 3 v 3 4- u 2 v* + uv 3 + v 6 ) (u 6 — u B v 4- 
it 4 ® 2 — u 3 v 3 + u 2 v 4 — uv 3 4- v 3 ) 121: (a 2 + a + 3) (a 2 — a 4 - 3) 

122: (x 2 4- x 4- 2 )(x 2 - x 4 - 2 ) 123: (3c 2 4- c 4- l)(3c 2 - c 4- 1) 

125: (a 2 — 4a6 - 2b 2 ) (a 2 4- 4 ab - 2b 2 ) 

126: (2x 2 — xy + 3y 2 )(2x 2 + xy + 3 y 2 ) 

127: (2b 2 4- 36c - 3c 2 ) ( 2 b 2 - 36c - 3c 2 ) 129: (m — m — l)(m 4- «) 

130: (x — y)(x 2 + xy y 2 + x + y) 131: (a 2 + 2)(a 4 4 - a 2 4 - 4) 

133: (3 4- c — 2d)(3 — c + 2 d) 134: (2r 2 4r + 2 s)( 2 r 2 — r — 2s) 

135: (x — 3y + a — 6 )(x — 3# — a 4- 6 ) 


EJERCICIO 10: CONVERSION Y REDUCCION DE 
FRACCIONES. 


_ 3 2 > 2j/ _x g, a _ 36 4~ c 

' 2 — y y — x ' — 2 a 4 - 6 4- c 

7: as/sf 9: b 2 ^ 10: 3/x 11: 2 /a 


5: a 2 /ab 6 : c 2 /cd 

L3: — + x ~ 6 
x 2 — 9 
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14 

19 

25 

31 

37 

42 

47: 


x 2 — 6x + 5 


x 


x 
- 3 


- 1 


x + 3 
x - 2 


+ 2 
+ 2 y 


21 : 


26: 


33: 


2 x — y 
a 2 + o5 + 5 2 
a + 6 

6* + b 2 d 2 + d 4 


b 2 + 


2x + 1 


15: 


a 2 + 7a + 10 


x 2 


a 2 - 25 
- 4x + 3 


17: 


a + 2 


x 2 - 3x + 2 
x + 1 


x — 2 
x — y 
2 x — y 
x- 


27: 


22: 
x + 1 


x 2 


a + 3 
-(- 3x + 2 


xi 


x 


34: 


+ 3 
x — 


29: 


3x - 4 
dr — b 


18: 


23: 


a 


y 


38: 


2x - 
— xy + y 2 


35: 


+ b 
s 


30 


2a — 1 
a — 2 

2x 2 + x — 1 
3x 2 + 5x + 2 
o + 25 
2a + 5 


- t 


49: 


43: 

2x — 1 
2x + 1 


x — 
1 


y 


X 2 


r2 


- 3 
50: 


45: 

x + 3 
2x + 1 


y 2s + t 

39: x 2 + y 2 41: 

2x + 1 3x + 1 


x 2 + 2x + 4 


x + 2 


x — 1 
51: 


46: 


x 


3x — 5 


2x + 1 


EJERCICIO 11: MULTIPUCACION Y DIVISION DE 
FRACCIONES 


1: 


7: 


14: 

21 : 

27: 

34: 

41: 

46: 


5a 2 /2b 2 
3y A /4z 2 


2 : 

9: 


21/10 y 5 
ac/5 


3: 28 a5 3 c 2 /15 


10 : 


f 15: 4a/35 
3(a - 2b)fb 
y/2 29: 


17 


5x 3 /2z 4 
x + 3 


5: 3x/2a 
5o 2 5/llc 
x + 4 


x 


22: 
+ 3 


2(x + 4) 
8i/(3x — 2 y) 


s 


r + s 
3 


x 


x 


35: 1 


30: 


x 


37: 


x — 
a + 3 


a — 1 
a + 1 


42: 


47: 


(x 


a + 1 
l)(x + 1) 


a 


x — 2 
- 1 


38: 


43: 


11 : 

IQ. 

3(2x + 5) 
23: 5 xy 2 25: 

31: 2 * + 1 

5 


6: 

13: 


Sx/2 


19: 


x(x — 2) 


x + 2 
- 2 


a5 

33 


x + 1 
26: xy 
x + y 


b 

(x 


+ 2 


39: 


x — 
- 4 


2 / 


r + 2 


- 4)(x + l) 2 


(x — l)(x — 2) 2 


45: 1 


3a - 4 


EJERCICIO 12: REDUCCION DE FRACCIONES 


1 

6 

10 

13 

14 

15 
18 
23 
27 
34 


2ac/35c 2: Sxz/5yz 3: 15 a 2 yw/6ay 2 


(x - 2)(x + 2) 
(x — 1) (x + 2) 


(x + 3)(x — 3) _ (2x — |/)(x — 2y) _ 15o5 2 c 4a5c 7a5e 

(2x - 1)(x - 3) (3x + 2 /)(x - 2y ) y: 65 2 c 2 ’ 65 2 c 2 ’ 652c 2 

9o 3 5 2 3 05 4 c 50c 3 70a 3 5 2 c 3 6 35 3 c 2 75a5c 4 

15a 2 5 3 c 2 ’ 15a 2 5 3 c 2 ’ 15a 2 5 3 c 2 1 : 105o 2 5 2 c 3 ’ 105a 2 5 2 c 3 ’ 105o 2 5 2 c 3 


2(x + 4) 3x(x — 4) x 2 
x 2 - 16 ’ x 2 - 16 ’ x 2 - 16 

x + 2 2(x - 2) 3(x - 2) 2 


(x 


2) 2 (x + 2) (x - 2) 2 (x +,2) (x - 2) 2 (x + 2) 
(a - 5) 2 (a + 6) 2 (a + 25) 2 

(a 2 - 5 2 )(o + 25)’ (a 2 - 5 2 )(a + 25)’ (a 2 
4 19 . 70x 2 + 63j/ 2 - 75z 2 


17: 1 


1 21 : 

6o 3 c — 4o5 3 + 55c 3 
18a 2 5 2 c 2 
2y - x 
4xy 
x - 2 
x(x — 1) 


105xyz 


5 s ) (a + 25) 

00 45o 3 - 20a5 + 24c 2 

30a 2 5c 


25: 


a—25 


a 


30: 


35: 


o — 5 
a(a + 25) 


- 6st - 2 rt + 3 1 2 

26: 

3(5 — a) 

12 rst 

4a5 

r + s 31- 1 

33: 

x + 1 

r 

x(x + 2) 

37* ^ 

(2r — 3s) (2r + s) 

38: 0 
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39: 


45: 


41: 


(x - y)(x - 2 y) 3a - 26 

1 x + 1 / 


42: 


a6 


r + s 


46: 


(x - y)(z - y) 


47: 


2a — b 

— 2y3(x 2 + . 

x 6 — y 6 


43: 


2x + 2/ 
x + 32/ 


EJERCICIO 13: REDUCCION DE FRACCIONES COMPLEJAS 


1: i 


O. 7 

~5 


9. 90 

4T9 


9: x — 1 10: x — 2 

2(x — 2 /) x 


15: 

22: 

27: 


a: + y 
x - 2 
2x - 1 

s + y 

x 2 + X 2 / + 2/ 2 


17: 
23: 


x — 1 
29: 


5: 2x — 1 
x — 1 


2x — 1 
x 


7: 


11 : 


x - 2 
3x - 2 


18: 


x + 3 
x + 2 


13: 


x — 1 
25: (a - 2)(a - 1) 


2 (a - 36) 

2 a — 36 

19: 1 21: 


26 


x 2 + x + 1 

X 2 

14: 1 

x — 1 
x + 3 
a -f” 6 


a + 6 
a + 26 


30: 


x + y 
x — y 


31: 


3a — 6 
6(6 - a) 


a 


EJERCICIO 14: OPERACION CON FRACCIONES 


1: 

7: 

11 : 

17: 

22 : 

29: 

35: 

41: 

47: 

53: 

54: 

55: 

58: 

62: 

66 : 


18: 


4 9 • 9 

TIT TT 

x 2 + x — 2 
x 2 - 4 
x 2 — 2x — 3 
x* + 1 
6 + 2 / 

6 — 2 / 

3x + 1 
3x - 4 
Zxy b /2 
a + 2 
3(x + 3) 
x — 1 
x + 2 
a — 3 
a — 1 


9: 


3: f 5: 6a 2 6 2 c/3a6c 2 
4x 2 - 12x + 9 


13: 


2x 2 — 7x + 6 
x — 1 


10: 


6: 20x 4 2/ 2 /5x 2 2/« 3 
9x 2 - 1 


3x 2 + lOx + 3 


x + 3 


14: 


2x - 1 


23: 


2x — y 
x — 2y 
2x + 5 


19: 


25: 


2x + 1 
a + 6 

a 2 + a6 + 6* 
2x - 3 


15: 


a — 26 


2x + 3 2x - 1 

30: 2x 2 2/ 2 /3 31: 7&V3a 5 x 3 

3x 2 (x — Sy) 


26: 


a + 26 
21: (a + 6) (a — 6) 
2x - 1 


2x - 3 


27: a 2 /96 3 


33: i 


34: -!■ 


37: 


38: 


42: 


49: 


4x + 1 
x + 4 
2x - 3 


2st(3t + 2) (2 1 - 3) 


43: 

50: 


2a + 36 
a + 36 
x - 3 


45: 


3x + 1 


46: 


39: 2x 
2x - 1 


51: 


x - 3 x - 2 

_ (x + yY _ (x + 2yY 

(x + y)(x + 2y)(x — 32/)’ (x + y){x + 2y)(x — 2y)’ 

_ (x — 2yY _ 

(x + y)(x + 22/) (x — 3y ) 

(2r - s) 2 (2s - r) 2 

(2s - r)(s + 3r)(2r - s)’ (2s - r)(s + 3r)(2r - s)’ 

_ (8 + 3r) 2 _ 

<2s — r)(s + 3r)(2r — s) 

57: (8a 2 - 156* + 10c 2 )/20a6c 

i 

(45a 3 c - 20a6 3 + 186c 3 )/30a 2 6 2 c 2 59: -1/5 y 

x + 2 _ 1 1 


x + 1 x+2 

28a 2 6 2 c 105a 3 6 18 as 3 

42a 2 6c’ 42a 2 6c’ 42a 2 6c 


61: 


x+2 


49. __ 

*(* — 1) (x — 22/) (x + 32/) 

(3x - 2y) (3x - y) 4 

(2x — |/)(2x + 2 /)(x + 2y) * ^ 


65: 


x — 32/ 
69: 3x + 2 


70: 


2x —3 
2x + 1 
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X — 1 

2x -j- 1 

1 


x 2 x + 3 

3x + 2 74: x — 2 

(3s - 4j/)(ag + y) 

(2s — 3 y)(y — s) 


s — 4 


s + 4 
s — 6 


2s - 5 y ,i7 ’ (2s - 3 y)(y - s) 

EJERCICIO 15: RESOLUCION DE ECUACIONES 


13: 3 14: 3 15: -2 17: -4 18: 3 19: i 21: -3 

22: 3 23: 5 25: 6 26: 12 27: 18 29: 6 30: 16 

31: 24 33: 10 34: 12 35: 5 37: 1/a 38: - ^-fr ¬ 


et 

39: -7 41 

a — o 

49: 3 50: 4 

57: 4 58: 6 

66: 6 67: - 

_ 2 - 2d 

82: -g- 8 

W(fi - gp 
87 * 2Pg 


42: 3 


43: 5 45: 6 46: 9 '47: U 


51: 2 53: 

59: 7 61: 

69: 3 7 

S — a 

S - l 85: 

El — jE/2 

89: -——“ 

vc 


53: a/b c + 2d — r + s 

61: 5 62: 3 63: 7 65: -3 

70: 2 71: 2 81: 


— i/i 2 A — ah 

ocLi 86: h 

„„ 2 Es + 2e 2 25L 

90: sr 2 w2 91: Mi? 1 - I, 


EJERCICIO 16: RESOLUCION DE PROBLEMAS MEDIANTE EL USO 
DE ECUACIONES 

1: 19, 20, 21 2: $520, $780 3: 20 5: 33, 45 6: 408 7:150 
kms. 9: Juana, 6 horas; Julia, 5 horas; Josef a, 7 horas 10: $2400 11: 
180 kms. 13: 400 14: $5000 15: 14 meses 17: 24 18: 315 

19: Juan 2 anos, Santiago 8 anos 21: 195 kms. 22: 3 kms. por hora 

23: Samuel, 40 kms. por hora: Tomas, 50 kms. por hora 25: 16 kms. 26: 54 
minutos 27: 14.4 minutos 29: 3i horas 30: 12- horas 31:5_iL ho- 

3 5 -6 

ras 33: 1 hora 16 minutos 34: 8 horas 15 minutos 35: 19 horas 12 
minutos 37: JLde docena de rosas, 11. de docena de claveles 38: 2.5 li- 

tros 39: 0.2 litros 41: 55 kms. por hora 42: Automovil, 20 kms. por 
hora; tren, 40 kms. por hora 43: 5 kms. por hora 45: 15 millas 46: 
5 kms. 47: $10. 


EJERCICIO 17: FUNCIONES 

1: 7,—11, —5,—2 2: 8, —7, —12, 1 3: 10,-11,0,7 5: 0,0, 10 

6: 14, 10, 7 7: 38, 4, 10 9: 0, 10: -_L, 0 

’ ’ 12 9 ’ 4 21 ’ IP 

11: 0, no hay valor 13: 0, no hay valor, —JL 14: 0, A, -1_ 

12 3 2 3 


15: 

25 

4 5 

0, —50 

17: (x 

— 1) (x — 2). 

(x - 2) ( 

x - 

-3), 2(2x- 

-1) (x 

18: 

s 2 + 2 s — 1, 

s 2 + 4s + 

2, 4s 2 

+ 4s — 

1 




19: 

2t 2 

— 3 1 d - 5 

2t 2 — lit 

+ 19, 

18* 2 — 

9t + 5 

21 

(t — 2)( 

+ 2) 

22: 

y 2 

23: ( 

c + l)/(c 

— 2) 

25: 

5, —11 


26: — 23, 

— 9 


2,0 





1 

+ 

t—e 


27: 

29: 

296, 528 

30: 

81, 18 

31: — 

-—, 1 — 

21 







1 

+ 

t + t 2 



EJERCICIO 18: GRAFICAS 

2: En el eje Y; en el eje X ; en el primer o tercer cuadrantes; en el segundo 
o cuarto cuadrantes 
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3: 5- unidades sobre el eje X; 2 unidades a la derecha del eje Y ; 4 unidades a 

la izquierda del eje Y: 1 unidad bajo el eje X 
5: 3 6: —4 7: —2 9: 1.5 10: 0.7 11: 1.8 

13: 3.5 14: 2.7 15: —1.8 17: 3.4,6 18: —4.3, —.7 

19: 2.7, 0.3 21: —3.8, 1.4 22: —1.2,0. 6 23: 3.4, —.4 

EJERCICIO 20: RESOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES 

1: # ='4J3, y =—2.0 2: # =—1.0, y = 3.0 3: x = 2.0, y =—3.0 

5: x = 0.5, y = —1.0 6: x = 2.0, y — —1.5 7: # = 2.5, y = 2.0 

9: #=1.3, y = —2.3 10: Inconsistentes 11: Inconsistentes 

13: Dependientes 14: Dependientes 15: # =—1.2, y = 1.6 

17: Inconsistentes 18: Inconsistentes 19: x — 2.0, y = 0.2 
21: x = 0, y = 0.8 22: Dependientes 23: #-=-0.3, y = 0.4 

25: #=6.7, y = 2.0 26: # = f, y = 1.6 27: # = —2, y = —1.2 


EJERCICIO 2T: RESOLUCION ALGEBRAIC^ DE ECUACIONES 


1: 

X 

= 

2, y 

= 

3 

2: x 

= -1, y = -2 3: 

x = 1, 1 / 

= 2 


5: 

X 

= 

3, y 


-1 

6: 

x = 2, y = —3 7: 

x = —3, 

1/ = 

-4 

9: 

X 

= 

b y 

= 

2 

10: 

x = 1-|-, y = 1-g- 11: 

x = 2\, 

y = 

__ I 2 

13: 

X 

= 

6, y 

= 

4 

14: 

x = —3, y = 0 15: 

x = —2, 

y = 

3 

4 

17: 

X 

= 

-2, 

V 

= 1 

18 

: x = 3, y = 2 19: 

x = 2, y 

= — 

1 

21: 

X 

= 

4, y 

= 

-6 

22 

: x = 2 y y — — 5 23 

: : x = 4, 

y = 

-6 

25: 

X 

= 

b y 

= 

5 

6 

26: 

x = -f-, y = -§• 27: x 

= b y = 

_ 3 
" 2 


29: 

X 

= 

3, y 

= 

1 

30: 

x = 2, y = 5 31: x 

= y ~ 

2 


33: 

X 

= 

-2, 

V 

= 1 

34 

: x = 2 , y = —1 35 

»: x = 3, 

y = 

2 

37: 

X 

= 

-3, 

V 

= 2 

38 

: x — 5, y = 3 39: 

x = 10, y = 2 


41: 

X 

= 

3, y 

= 

1 

42: 

x — 4, y = 5 43: x 

= 2 , y = 

l 


45: 

X 

= 

a/b, 

y 

= b/a 

46: x = a — b, y = 2a 




47: 

X 

= 

b*/a, 

y 

— a 2 /b 

49: x = y = i 50: x = - 

“3, 1/ 

f = — 

51: 

X 


4, y 

= 

3 

2 

53: 

x = —3, y = f 54: 

X — lb 

y = 

i 

55: 

X 

= 

3, y 

= 

-5 







EJERCICIO 22: RESOLUCION DE ECUACIONES CON TRES 
INCOGNITAS 


1: x = 3, y = 1, z = —2 


3: 

X 

= 

5, y 

= 

— 

3, z = 1 

6: 

X 

= 

-4, 

y 

= 

— 5,z = 

9: 

X 

= 

3, y 

= 

— 

4, z = 6 

11: 

X 

= 

7, y 

= 

6, 

z = 5 

14: 

X 

= 

b y 

= 

i 

z = T 

17: 

X 

= 

~b V 

= 

i.*-* 

19: 

X 

= 

3 

T> 

y 

= 

» 2 — ^ 

22: 

X 

= 

2, y 

= 

— 

3, z = 4 

25: 

X 

= 

3, y 

= 

5, 

z = -2 

27: 

X 

= 

5, y 

= 

2, 

z = —8 


2: x = —3, y = 2, z = 4 
5: x = 3, y = 4, z=—5 
7: x = 3, y = l, z = 6 
10: x = — 5, y = 6, z = 4 
13: * = f, V = b z = 

15: x = y = b 

18: x = f, 2/ = —2 = i 
21: x = —5, y = 3, z = 2 
23: x = 7, 2 / = 4, z = -5 
26: x = -7, t/ = -2, z = 3 


EJERCICIO 23: PROBLEMAS RELACIONADOS CON ECUACIONES 
SIMULTANEAS 


1: Hermano mayor, $2 000; hermano menor, $1800 
2: 48 kms., 20 kms. 
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3: Tomas, $425: Ricardo, $200 5: 60 plumas, 40 lapices 

6: 300 distintivos, 250 calcomanias 7: Helieoptero, 5; camion, 2 

9: $750, $2000 10: Binoculares, $400; radio, $500 

11: 250 paquetes de dulces, 315 bolsas de nueces 13: 53 

14: $5250 al 4%, $3085 al 3% 15: 321 kms, por hora, 15 kms. por hora 

17: 65 kms. en automovil, 320 kms. en autobus 

18: Hermano mayor, 4 horas; hermano menor, 5 horas 
19: 64 kms. por hora, camion; 80 kms. por hora, autobus 

21: 20000 metros cuadrados, area original; 10000 metros cuadrados, nueva aret 

22: 20 horas 23: 20 dias, 294 kms. 

25: Vestido, $200; zapatos, $160; bolso, $50 

26: Roberto, $840; Guillermo, $760; Juan, $860 

27: 90 blancos, 60 azules, 135 amarillos 

29: 150 ramilletes, 200 listones, 300 banderolas 

30: Raymundo, 6 horas; Teodoro, 41.horas; Juan, 3^ horas 

2 5 

31: .Tren, 7 horas; taxi, 0.1 horas; autobus, 0.5 horas 

EJERCICIO 24: DETERMINANTES 

1: 2 2: 1 3: 26 5: 10 6: 28 7: 5 9: 46 10: -69 

11: -61 13: 178 14: 214 15: 390 17: x = 3, y = 2 

18: x — 2, y = —1 19: x = —1, y = 3 21: x = 3, y = ^ 

22: x — -g-, y = 2 23: x — y = 0 25: x = b, y = a + b 

26: x = a, y = b 27: x = a — b, y = a + b 29: x — 2, y = 1, 2 = 3 

30: x — 1, y = 3, z = 1 31: x = —2, y = 2, z = —1 

33: x = y = -g, z = 0 34: x = y = z = -§- 

35: x = f, y = —z = x 5 g 37: x = 3, y = 2, z = 2 

38: x = 3, y = —1, 0 = 2 39: a; = 3, y = 2, z = 0 

41: x — a, y — —b, z — a — b 42: x = a + 5, p = 2a, z = —b 

43: x = a — 26, y = 2a, 2 = 26 


EJERCICIO 25: SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES EXPONENC1ALES 

1: 243 2: 32 3: 3125 5: 16 6: 27 7: 36 9: 36 

10: 1296 11: 8 13: 14: AV 15: fs 17: 4 <>96 

18: 729 19: 5184 21: 6a 6 22: 8x 6 23: 6x 7 25: 6 3 

26: a 4 27: 66 s 29: 4x 6 30: 8x 12 31: -27x 9 33: 3a6 3 

34: 2y 2 z* 35: 5x/4a 2 37: 3ax/2y 3 38: 8b 3 /3y 3 t 3 39: lla 3 /46 2 

41: a 3 b?/&c 2 42: 4a 2 6 4 // 3 43 : 9a 4 /x 2 45: 86 3 /27a 3 46: a 4 k 6 /4 

47: 16m 4 /625a 8 49: 216a ls f 6 50: 1446 6 2 10 51: 216i 12 6 18 

53: a 9 6 3 c 3 54: 6 8 c 2 /d 2 55: p^d 4 ? 8 57: 6 3 a 4 /< 58: c 2 /om 7 

59: pq 3 /d 2 61: fc 3a+1 62: t 63: a 4_i> 65: a 3 /c 2 

66: ft 2 n—s c n+3 67: x a+2 /y 2a 69: a 4 6 2 " 70: a 3 "6 n+6 71: x 3n ~ x y 

EJERCICIO 26: ELIMINACION DE EXPONENTES NEGATIVOS 


1: 

i 2: i 3: 1 1-§• 5: 6: 3 

7: 

25 

9: 81 


10: 

^ 11: T V 13: AV I 4 '- #1 

15: 

5 

T'5' 

17: 

4 

8 1 

18: 

81 19: 1 21: 2x 2 p 3 22: x 3 y 2 

23: 

a 3 b~ 2 

25: 

2 x~ 2 y~ 2 

26: 

(2 _1 )3x 2 p _1 z _3 27: 2a(3- 1 )l/ _2 w 7_1 29: 

: abc 3 

30: 

x~ l y 


31: 

2a 2 xy 4 33: p/a 2 34: 1/ap 2 35: 

1/c 2 

37: 

86 2 /a s 



38: 2a/6 3 39 : 6 2 /3a 4 41: 4t/ 3 z/3x 42: x^/z 4 43: 26 4 /9a 2 c 3 

45: a 4 6 6 46: d 6 /c 3 47: t/ 6 49: a 4 /x 2 50: c 4 /d 6 51: l/c 9 p 6 
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67 : 

73: 

79: 

85: 


a 2 6 6 /16 

54 

b 3 a 3 t 3 

61: 

2/ab 

69: : 

x + y 
x — y 

74: 

1 

x — y 

81: 

-1 



9 y l0 /x 6 55: 8b 3 /a 6 y 12 57: a 4 /c 4 58: x 4 ?/ ,2 2 4 

lx 2 62: 4/x 2 63: 1/x 65: 2a6 66: 26/a 

;(x — 1) 70: c(6 3 - a 2 )/a 2 6 3 71: (6 3 - a 2 )/6 3 

x 2 — y _ 1 


75: 


(2x - 3) 2 


x — w 2 
2(2 - x) 

(x + 1)* 

— 7(x + 2) 


x 


82: 


86: 


— 77: x + 2y 78: x + y 

-5(x + 3) (x - l) 3 (x - 5) 

(x - 2) 3 (x — 2) 4 

12x + 1 


(3x - l) 3 


87 


(2x - l) 3 (3x 2) 2 


EJERCICIO 27: SIMPLIFICACIONES DE EXPRESIONES RADICALES 
EXPONENCIALES 


1: 

8 

2: 5 3: 4 

5: .1 6: .4 7: 

.2 9: 

4 10: 8 

11: 

81 

13: .001 

14: .09 15: .0016 

17: xtr 

18: U 

19: 

8 

ITT 

21: ^ 22 

: 23: -5- 25: -g- 

26: $ 

27: -V 1 

29: 

5 

30: 8 31: 

3 33: 8 34: 4 

35: 2 

37: 4a6 2 

38: 

Ba 3 b 3 

39: 26 4 c 3 

41: 2xs/ 2 42: 3a 2 c 3 

43: 2yw 3 


45: 7x 2 / yz 3 46: y 3 w*/Bt 47: 2/be 3 49: ax/a 50: ^b 3 

51: 53: _54: 6v / a 2 6 55: dx/c 3 d 3 57: bx/tf/c 

58: cX^d/b 3 59: bx/b/a/8 61: x 5 ' 4 62: 63: z 

65: ff 1 ' 3 66: 6 1/6 67: j 1/2 69: 2 xy 3 70: 3s/ 2 71: 2a 2 

73: 2h 1/3 /k 74: a 3 /3b 1 ' 3 75: x 3 /3y 1 ' 3 77: 12 /x 3 a 3 y 3 ' 13 

78: 6y 1/4 /a6 2 79: Ba^/Bbc 3 ' 3 81: 66 82: 2y 3 ' 3 /s 313 83: 6/at/ 1 / 3 

85: 3a 4/5 /y 3/2 86: 24s/ 2 /x 5/3 87: s/ 1/6 /6 89: 1 90: 6 

91: 2a 3 /9 93: 3x 3 ' 2 /2s/ 1/4 94: 2/3a 4 'V 6 95: c 1 ' 7 /Ba^b 1 ' 8 

97: a(a + l)(a — 1) 98: x - 2/ 99: a 2 + 62 101: 3x/(2x - l) 1 ' 2 

102: (5x + l)/(3x + 2) 1 ' 3 103: (19x - 6)/(2x - 1) 1/4 

105: 4x/(x + 1 ) 4 «(x - l) 2 ' 3 106: 3(4x - 3)/(2x - 5) 1 / 2 (8x + I) 3 / 4 

ld7: (13x - 5)/(3x - 2) 2/3 (4x + I) 3 / 4 109: x 3 ' a 110: x“ 

111: yWb-c) 113: x z 114; ^ 115: 1/x a2 


EJERCICIO 28: S1MPLIFICACION DE EXPRESIONES RADICALES 


1: 3V2 2: 3V5 3: 4V3 5: 7V2 6: 8V5~ 7: 6V6" 

9: 2^2 10: 3^4 11: 5X^2 13: 2V / 2 14: 3X^5 

15: 4x^2 17: xV3 18: x 3 yX^5 19: aWVl 21: a6 2 V / 5~ 

22: x 3 y 3 X^6 23: xyx/~7 25: 3x 2 V2x 26: 2xy 3 VBxy _ 

27: 2a 3 V / 6a 29: 2a 2 30: 5a 3 31: 2x 2 s/ V 7 2y 33: 2 a6v / 36 2 

34: 36c'V / 2c 35: 5xy 3 x/hcy 37: 2a6'V / 2a 2 6 3 38: 3xy 3 x/2x 3 y 

„o. _JL,/«r= 43: 45: -|^6 


39: 2 xy 3 y/x 3 y 41: 

V^^x 3 


36 


42: 2^ V3X 


45: 


2?/ 3 


46: 

53: 

58: 

61: 

67: 

74: 

79: 

85: 


2^ 2 

2a 2 6 2 3/36 


47: 


3a 3 

54: 




50: 


VI 


4x __ 
By 3 My 


c-i 2a 2 l2a 

61: T5-V§5 


5x 3/2x 3xy IfZxy* 

\3z 55: 2a 57: (X + y)Vx 


2/ 


3c 2 V2c 2 4y 2 z 2 \3z 

(x — 2y)\/x + 2 y 59: (x — 1)V(x + 2)(2x + 1) 
a n 6 2n v / 6" 62: b^X/a 3 ^ 63: a 2 6= 65: -^2 66: V2 

\/3 69: x 2 a /2 70: x\/5 71: 2\/a 73: 2xy 3 y/2x 

2xy^/y 75: y^4^ 77: 2y/x - 1 78: (3x - 2)V2(3x - 2) 

2(3x_- 1)\/2(3x —T) 81: Vx 82: V/a 2 " 83: V^x 2 

\/2a 86: V/3X 2 87: V26 
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EJERCICIO 29: SIMPUFICACION DE EXPRESIONES RADICALES 


1: 6 _2: 10 3: _9 5: 3 6: 4 

10: 2V5/5 11: V42/6 13: 4 14: 

18: A 7 15/3_ 19: V70/14 21: 4 xyVy _ 

23: 2xy 3 V3x 25: 7h?kV2k 26: 4a 4 Vb 

29: 4 uv\Zuv 2 30: 2dt 2 \/9t 31: \/6pg 


34: 


2x 2 

15p 2 


a/10|/ 


35: 


37: 


X\/ 61 / 
Qy 


7: 5 9: V6/2 

6 15: 3 17: 

22: 3ab 2 V2 _ 

27: 9 af 3 \/ a 
S3: 

38: A/14 
4x 


3 


39: ^V6a 41: f -^2ab 2 42: Vl()bx/5x 43: 45: 6 

46: 7 47: i 49: V2xyz/2 50: ^Vz/Uz 4 51: t\Z~^k/2h 2 

53: 5y 3 \/6ay/3a 3 54: a/146/4m 2 6 2 55: V2l0fc/10/ifc 3 


57: (x + y)\/x — p/(x — 2 /) 58: v 7 * — vK x — p) 59: v 7 * + P 

61: -\/a - b/(a - b ) 62: v^ft 2 - c 2 ) 2 /(6 + c) 63: -^(c - d) 2 /(c - d ) 


EJERCICIO 30: ADICION Y SUSTRACCION DE EXPRESIONES 
RADICALES 

1: 4 V 2 2: _2\/3 3: 0 5:_ 36: _~5V / 3_ 7: 4A / 5 

9: 7V / 3-3A / 3 10: sVb-\ / 2 _11: 7V3 - 3 V 2 _ 

13: 3x 2 A/p 14: (2 g — 3p + 4pg)A/pg 15: a(b 2 + 2 a — 5a 2 6)V / 2a6 

17: Vx/x 18: A/a/a 19: 4xA/2x/y 21: ttVti + 3 »a/m 
22: (s + 2a 2 )A/3sa + a(a 2 — s)A/a 23: (g + 2p)(V 7 p 2 g — pA 7 pg 2 ) 

25: (26_+ a)A/2a/4 + (3 - a 3 )Vzb/3a 26: 3 Vthk/k +Vhk/h 

27: A // 2a6/6 2 29: 3^/3xy 30: 0 31: &\ / '3ab/b 

33: — 2pA/4x 2 — p 2 /( 4x 2 — y 2 ) 34: 2xA 7 x 2 — 9y 2 /(x 2 — 9y 2 ) 

35: -b 2 Va 2 - b 2 /(a 2 - 6 2 ) 37: -A/p + 3/2 _ 

38: 2(2g - 3)A/g - 2/(g - 2) 39: (7x + 23)Vx + 5/2(x + 5) 


EJERCICIO 31: OPERACIONES CON EXPRESIONES RADICALES 

1: -2 2: _4 3> 14 5: 16 - WTb 6: 

7: 54 - 13a/ 14 _ 9: a 2 - 6 10: it - « 11: aVa - bVb 

13: a — b + 25A/ 7 a — ai> 14: x — 2A/xp + p — xp 
15: a+2A/o&'+6-c 17: A 7 !?, V20, V2A 18: a/45, a/48, a/54 

19: a/117, a/120, a/ 125 21: A 7 54, V / 56jjV / 64_ 

22: ^192, ^208, A^216 23: V^243, V / 248TV / 250_ 

25/ V 2a, A 7 2a 5 26: V24a 2 b 3 , A 7 27 a 2 b 3 , A 7 28a 2 fr 3 

27: A 7 63a 3 6 3 , V64a 3 6 3 , A 7 65a 3 6 3 29: \^8y 3 , A 7 9p 4 

30: V 7 125w 3 , A 7 !!^ 31j_ A / 625x 8 , V / 512x 3 

33: V 7 729x®, "V 7 729x 6 , V 7 16x 4 34: A 7 ^, A^a™, vV 

35: V^p®, ^8x 13 p®, V&tfy 3 37: ^108 38: ^2048 

39: 9x 2 A 7 3x 41: V^a 5 42: v / 729a 8 6 7 _ 43: x^St/ 2 

45: A 7 2 - 1 46: (a/ 3 +_l)/2 47: 2 (a/5 + 2)/3 49: 3 + 2A/3 

50: A 7 5 _ 51: -(5+3a/3)/2 53: a/2 _54: a/3 

55: -A 7 3-2A 7 7 57: \^a_—Vb_ 58j_ Va - 2Vb 59: a-Vb 

61:1-a/2+a/3 62: a/2 + A 7 ^ + V 5 63: A 7 7-A 7 5+A 7 3 
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65: 1/(V3+1) 66: 1/(V5 + V2) _67: 1/(V7 + V3) 

69: -5?(V7+6V2) 70: l/cVB - V3) 71: l/fVl - V2) 

EJERCICIO 32: ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 
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1: 2: 
9: ±5V3/3 


10: 


: T 


3: 

±2 v / 5/5 


5: ±3 6: ±2 7: ±4 

11: i'y/2' 13: i3i 14: 


15: 

zb2i 



17: 

18: ± 

4\/3 

3 

i 

19: 

dz-s/3 i 

21: - 

-1, 

3 

22: 

2, 

_ 

3 


23: 1, -5 

25: 

2, - 

5 

26: 

3, 2 27: 

-4, 

0 


29: 

3 

2f 

— 

3 


30: 2, -| 

31: 

3 

0 

33 

l -4 

34: 

3 

4> 

0 

35: 

3, 

— 

3 

4 


07. 4 3 

38: 

0, - 

2 

3 

39 

3 5 

2 

41: 

4 3. 

^9 4 


42: 

— 

3 

2> 

- 

3 
"" 7> 

43 • 2 ^ 

45: 

4 

5 9 — 

2 

"3 

46 

6 _* 

Tf > 2 

47: 

i, 0 


49: 

5 

6> 


- 

4 
" 5 

50: f, -f 

51: 

3. 0 

5» U 


53: 

Q O 

-f* ““6 

54: 

f 


55: 

— 

9 

1 6 


0 

57: 

58: 

5 

“ 

7 

“IT 

59 

5 7 

• 1 8 

61 

: 3c, 

, — 

62: 

2b 

7 ~ 


36 

63: |i, 

_ 3g 

65: 

n. 

m 

66: %, - 

_f_ 



3 



2 

2p 

V 



~ ~2 

f 

9 




67 : d* - A 


1_ 

2c 2 


EJERCICIO 33: SOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 
COMPLETANDO EL CUADRADO 


1: 5.-3 

7: -2,i 


2: 8, -3 
9: 


3 


10: -f 1 


14: 2 ± V7 
19: 

25: 


15: 4 i 2\/6 17: 


3: 2, -9 

t» f 

. 5 d=V5 
2 


5: —1, ^ 6: 1, —-g- 


II - 3 * 

• ■fff 5 


13: 3 ± 3V3 

18: 


-7 ± \/l3 
2 

1 i \/7 


. -2 zh-v/5 


26: 


21 : 

z 

3 ± Vl5 


22: 


Vn 


3 


27: 


. 4 ± VIO 
3 


29: 


23: — 1 47-V^ 
-9 =fc a/21 


30: 


5 ±Vl3 


10 


31: 


-7 ± vTF 


35: 1 ± 2i l 
/i 1. — 3 ± \/5* 

2Z~ 

46- 1 
4 10 

51: 2a6, —ab 

2 a 


37: 


-5 d= i 


38: 


33: 2 dh i 
—2 ± i 


39: 


34: 3 ± i 
-1 ± 2i 


® ^ y/^Si 
42. -g- 

r . 3 =b -y/7t 
8 

53: 1, ~ b ~ a 


43 


5 ± \/5i 
2 


3 

45: 


5 ±VHi 
6 


47: 


49: b + a, —a 
6 + a 1 


57: 


-2 


a - 5 
61: 5.464, -1.464 
65: 3.159, -.159 
69: -1.721, .387 


58: 


a 

b 4" Q 


54: 


50: a — 26, 6 

6 + 12 




59: 


ab 6 

2 a + 6 _ 6 
a ’ a 


55: - 


’ a 


62: 3.828, -1.828 63: 9.656, -1.656 

66: 2.155, -.155 67: 2.264, .736 

70: -2.781, -.719 71: -1.290, -.310 


EJERCICIO 34: EMPLEO DE LA FORMULA DE LA ECUACION 
DE SEGUNDO GRADO 


1: 3, -4 2: 6, -7 3: 7, -5 


7: 2, -f 


9. 6 


10-7 5 

1U - —T 


5 ^ 6 , — £ 

1 o 


11 : 


6 . 7 

• 


13: 5 zb 2\/5 
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14: 

19: 

25: 

30: 

35: 

41: 

45: 

49: 

54: 

58: 

62: 

66 : 

70: 

74: 

79: 


4 ± 3V2 

9 ± 3\/5 
2 

11 ± V21 
10 

6 ± 4 a/6 
15 

4 ± 2i 


15: 6 db 4V2 
2!: 

26 : g- ^ - 2 Vg 
81: 

37: - 38: 


lrT . -7 ±3V5 

2~r~ 

*o. 1 =•= 3\/2 
3 _ 
27: 3 ^ 3 V 3 


18: 


23: 


-3 


-11 ± a/5 
2 

± 3 a/2 
2 


29: 


-4 ± 3a/3 
11 


33: 3 ± 2i 34: 6 =t 3i 

/ 

(1 ± i)/2 39: (1 ± 20/3 


4s* = 6x - 3 42: (-2 ± a/ 60/5 43: (4 =fc >/2i)/3 

(3 ± a/50/7 46: (-4 ± a/60/11 47: (-7±a/IH)/12 

a — b, —a 50: a, —b 51: b, —2a 53: (m + n)/m, —1 

(q + 1 )/p, —q/p 55: 1, ( — e — d)/c 57: —2, —2/(u? — 1) 

(r =fc 3 )/r 59: 2 v/w, (2 — 2v)/w 61: x — 3, —x + 2 

x + l,-x- 3 63: y + 5, -y - 2 65: x - 2, — 2x q + 5 

-x - 2, — g~ - 67: - 1 69: 1.707, .293 

1.549, -.215 71: 2.633, -.633 73: 1.380, -.580 

.631, .227 75: 1.522, -.094 77: .730, -.422 78: .557, -.128 

.638, -.105 


EJERCICIO 35: REDUCCION DE ECUACIONES A LA FORMA 
CUADRATICA 

1: ±4, ±2 2: ±6, ±2 3: i'j, i2 5: ±2, ±\/3 

6: ±3, db"\/3 7: rfc2, rfc ■%/6 9: zfc\/5, ±2i 10: ±"\/3, ±3i 

11: ±a/ 2, ±2i _ 13: ±a/ 2/2, ±-fi 14: ±2^3/3, ±a/6i/2 

15: ±V3, ±V5i 17: f, -1 18: £, -£ 19: -f, f 21: f, 1 

22: -2, -1 23: f, -1 25: ±2, ±1 26: ±3, ±1 

27: ±2, ±3 29: 3, -4, 2, -3 30: 1^-4, 2, -5 

31: f, -3, -|, -1 33: 1, -4, (-3 =fc\/5)/2 34: 2, -1, (1 ±a/5)/2 

35: f, 1, (5 ± a/ 17)/4 37: £ 38: 4, f 39: 3,-7 41: 2,1 

42: £,£ 43: £, 4 45: 4, £ 46: 3,-1 47: 1, ££ 


EJERCICIO 36: SOLUCIOhiDE ECUACIONES QUE COMPRENDEN 
RADICALES 

1:3 2:2 3:5 5: 14 6:10 7: No hay solucion 9: 2,3 

10: 1, -3 11: 4, -5 13: 2 14: 3 15: 5 17: £ 

18: £ 19: £ 21: 3, -1 22: 5, 1 23: 10 25: 3 

26: -1 27: 5 29: 8 30: 4 31: 2 33: 3 34: 5 

35: 7 37: 6, 2 38: 8, 0 39: 5 41: 2 a 42: 36, -6 

43: -c 

EJERCICIO 37: PROBLEMAS QUE CONDUCEN A ECUACIONES 
DE SEGUNDO GRADO 

1: 7,8 2: 8 3: 64 5: 10, 19 6: 20, 24 7: 9, 18 

9: 2 10: 2 11: 13: 7 metros, 12 metros 

4 8 

14: 14 metros, 18 metros 15: 1.73 metros de ancho, 5.76 metros de largo 

12; f de milla, 1 milla 18: 169 metros cuadrados 19: 5 por 7 metros 
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21: 60 millas por hora, primer automovil; 50 millas por hora, segundo automovil 

22: 60 millas por hora, 45 millas por hora 23: 160 millas por hora 

25: 5 horas, horas 26: Maria, 14 horas; Elena, 18§ horas 

27: $60 000, $80 000 29: 50,60 30: 5 31: 3 metros cubicos por 

minuto 

EJERCICIO 38: USO DEL DISCRIMINATE 

1: Racionales y diferentes 2: Imaginarias 3: Racionales e iguales 
5: Irraeionales y diferentes 6: Racionales e iguales 
7: Irraciones y diferentes 9: Racionales y diferentes 
10: Racionales e iguales 11: Racionales e iguales 

13: Reales y diferentes 14: Reales e iguales 15: Reales y diferentes 

17: Reales e iguales 18: Reales y diferentes 19: Imaginarias 

21: Suma, -1; producto, JL 22: Suma, JL; producto, JL 
3 3 2 2 

23: Suma, A; producto, —A 25: Suma, —3; producto, 2 

o 5 

26: Suma,-I; producto, A 27: Suma, A; producto, —A 

2 _ 2 __ 3 _ 3 — 

29: Suma, V2; producto, V3 30: Suma, —2V5; producto,"V 2 

31: Suma, 2—V3; producto, 1+V3- 33: 0,8 34: —2 35: 1, —3 

37: —1 38: 1 39 : 2 41: 3 42: J 43: 2, 3 

45: x 2 + 2x — 15 46: x 2 —7x+ 12 47: ^ + 4* + 3 

49: 12* 2 + lx— 12 50: 6* 2 — lx + 2 51: 18* 2 — 45* + 25 

53: * 2 —10* + 22' 54: 9s 2 + 6x — 4 55: x? — x + 1 

57: (20* — 27) (2x + 1) 58: (16* — 9) (3* + 5) 

59: (14* — 25) (4x + 3) 61: (4x + 5)119* —12) 

62: (3* —2) (14* + 13) 63: (* — 2) (36* + 53) 

EJERCICIO 39: GRAFICAS DE FUNCIONES DE SEGUNDO GRADO 

1: 0.7, —2.7 2: 0.6, —1.6 3: No hay ceros 5: No hay ceros 

6: 4.4,1.6 7: 0.8,-3.8, 9: 0.8, -1.8 10: 0.2, 2.3 11: No 

hay ceros 

13: y = 0 en * = 2, un punto 14: y = 0 en * = 1, un punto 

15: y — —2 en * = —3, dos puntos 17: y — —3 J, en * = — f, dos 

puntos 

18: y = _L en * = JL, dos puntos 19: y = . 4-en * = A, dos puntos 
21: 0.375 metros por 0.375 metros 22: J 23 : 60 por 60 

EJERCICIO 40: SOLUCION GRAFJCA DE PARES DE ECUACIONES 

Las soluciones se dan como coordenadas de un punto. 


33: 

(.5,3), (-2.1,-2.2) 

34: 

(0,0), (.4, 

1.3) 

35: (.5,2), 

(-1.4, 

37: 

(—1.9,2.8), (-1.9,- 

2.8) 

38: (0,0), 

(5,6.3) 



39: 

(1.2, — 7), (—1.2,—7) 41 

: Ninguna 

42: 

(1.8,8), (- 

1.8,.8) 

43: 

(1,0), (-1,0) 45 

: Ninguna 46: 

(1.2,.9), 

(1.2,-.9) 


47: 

(•9,.9), (.9,—.9), (- 

•9,.9), 

( —.9, — .9) 





EJERCICIO 41: SOLUCION ALGEBRAJCA DE PARES DE ECUACIONES 

Las soluciones se dan como coordenadas de un punto. 

1: (1,2), (9,-6) 2: (6,4), (3,1) 3: (0,0), (2,2) 

5: (2,1), (-1,-2) 6: (2,-3), (-1.2,3.4) 7: (1,*), (-*,-1) 

9: (2,0), (1.2,-.8) 10: (0,3), (-if,if) 11: (f,f), (f,f) 

13: (1,2), (~f,i) 14: (2,-1) 15: (f,f) 
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17: (1 + i, 1 - i), (1 - i, 1 + i ) 18: (1 + 2i,-2i), (1 -_2i,2i) 

19: (2 + i,2 - i ), (2 - i,2 + »)_ 21: _(V / 2,-V2), (-V / 2,V / 2) 

22: (1 - V3,2 + VS), (1 + V3.2 - Vs) 

23: (2 + V5,3 + V6), (2 - a/5,3 - V5) 

25: (2 + a/5,-2 — 2V5), (2 - V6,-2 + 2a/5) 26: (2,0), (2,0) 

27: (3 + 2i,l + i), (3 - 2t,l - i) 29: (2,0), (3,1) 

30: (2,1), (-2.05,-.35) 

31: (3,-2) 33: ( 0 , 0 - 6 ) 34: (o,2o + 6) 35: (f» £), (M) 

EJERCICIO 42: ECUACIONES SIMULTANEAS DE SEGUNDO GRADO 


Las soluciones se dan como coordenadas de un punto. 


1: 

3: 

6 : 

7: 

9: 

10 : 

11 : 

13: 

14: 

15: 

17: 

18: 

19: 

21: 

23: 

26: 

29: 

30: 

31: 


( 2 , 1 ), ( 2 ,- 1 ), (- 2 , 1 ), (- 2 ,- 1 ) 2 : ( 1 , 1 ), ( 1 ,- 1 ), (- 1 , 1 ), (- 1 ,- 1 ) 

(3,2), (3,-2), (—3,2), (-3,-2) 5: (-g-,1), (^, —1), (—^,1), (— -§*,■— 1) 

C (lb“l)> (““'S'>1)» (~ 

(2,i), (2,-i), (-2,i), (-2,-f) 

(V2,l), (a/ 2, — 1), (-A/2,1), (-V2.-1) 

(i,Vs), (1,-Vs), (-1,V3), (-i^-Vs) _ 

(a/3,a/2), (Vs,-V2), (-a/3,V2), (-V3.-V2)_ 

(2,V3), (2, — a/3), (-2.6,2iA/2.01), (-2.6, -2iV2.01) 


(•s/2,1), ( _V2,1),(^|1, _ (_ Vf, _ £) 

(i , 2 ) , ( _ i , 2 ,(vg,^) > (_vg > ^ 

(W), 

(is/2,3), (-iV'2,3), ^|), (2^5, —(J-) 


(—2,|), (1,-2) 22: (2,-3), (-2,1) 

(3,1), (1,3), (-■£, ff), (-**, ~£) 25: (1 + t, 1), (1 - t,l) 

(1 + t,l_), (1 - t,l) _ 27: (U + i), (1,1 - t) 

(VW3MV5, ^a/3) , ( - V5, V3), ( -_V5, - V3)_ __ 

(V15,a/14), (a/15,-a/14), (-V15,a/14), (-j/15,-_V 14) 

(a/6,2 V2), (V6.-2V2). (-A/ 6I2V2), (-V6.-2V2) 


EJERCICIO 43: ECUACIONES SIMULTANEAS DEL TIPO 
Ax 2 + Bxy + Cy 2 = 0 

Las soluciones se dan como coordenadas de un punto. 

1: (1,1), (-1,-1), (a/2,0), (-V2,0) 

2 : ( 1 , 2 ), (- 1 ,- 2 ), 

„ /o n , on /25iV69 14iV69^ /-25iV69 -Ui-v/69^ 
3: (2,-1), (-2,1), V— 69 — 6 g—> V, 69 ’ 69 J 

5: (1,-1), (-1,1), -a/2). V 2 ) 

6 : ( 1 , 1 ), ( 1 ,- 2 ), (- 1 ,- 1 ), (- 1 , 2 ) 
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7: 

9: 

10: 

11 : 

13: 

14: 

15: 

17: 

18: 

19: 

21 : 

22 : 

23: 

25: 

26: 


-6Vll lOVll 


( 2 , 2 ), ( 2 , 2 ), C/li VI!) 

An (-± _n ^ Vl7Vl7 \ f -Vl7 -VTA 

( 2 » 1 )» ( 2 . 1 ), 5 t ’ 5i / V 5.1 ’ 51 / 

, 2 o W 2 Avn -loViiA /-evniovn^ 

( 3 . 2 ), (- 3 .- 2 ), j — n — )' v n J —fi—) 

( 0 , 1 ), ( 0 ,- 1 ), ( 1 , 1 ), (- 1 ,- 1 ) _ 

(2,-4), (- 2 , 1 ), (VCOXf-VB.O) 

( 1 ,- 1 ), (- 1 , 1 ), (o,iA) (o,^5) 

(3,i), (-3,-§), (2i,2.5i), (-2i 1 -2.5i) _ _ 

. . .. /3V47 -4V47\ (— 3\/47 4 v / 47'\ 

(.,.), (-.,-.), V-TT-- - 47 —> (—i?—’ 47 / 

(i, — 1 ), <—(,*), (*,— 1 ), ( — i,i) 

<*0. -«• C 1 #' 2#) 

(1 -f - L't), (1 t, ^), (1 't, “ 0 , ( 1 “i - fc,£) 

(2 — i,i), (— 2 -i,i), (2 -M,—i), (-2 + i,-£) 

(1 + 2i, —2 + i), (-1 - 2i,2 - i ), (-1 + 2i,2 + i), (1 - 2i,-2 - i) 
(3^,V2), (-3V 2 -,-V2),(^,^M), 

(V3W3),(-V3,-V3).(^, =M), (^5. 2)fi) 


27: (V5, - V5), (V5, - V5), (- V5,\/5), (- V5, V5) 

29: (1,-1), (-1,1) 

30: (V5 - 2,1 + V5), (-V& + 2,-l-\/5), (V5 + 2,-1-V5), 
(-V5 - 2,1 - V5) 

31: (2 + >/3;3 +2V3), (-2-^3,-3 - 2V3), (2-V3.3 - 2^3), 
(-2 + V3.-3 +2V3) 


EJERCICIO 44: SOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 
POR SUSTITUCION 


Las soluciones se dan como coordenadas de un punto. 

1: (-1,-2), (2,1) 2: (0,-3), (1,-1) 3: (3,2), (-8/3,35/9) 

5: (1,0), (1.08,.4) 6: (-1,-1), (2,-4) 7: (-1,2), (-2.28,.4) 

9: (2,1), (-2,-1), (i,-2i),J-i,2i) 10: (3,-2), (-3,2), (2,-3), (-2,3) 

11: (M), (-*,-*), (iV2,iV2/2), (—iV2,-iV2/2) 

13: (1,1). (1.1) 14: (2,1), (-5,3.8) 15: (0,-2), (3,-1) 

17: (1,4), (4,1) 18: (f,l), (4,2) 19: (f,l), (f.l) 

21: (2,1), (-ir,-i) 22: (1,-1), (-£,-$) 23: (3,2), (-1,2) 


25: 

29: 

30: 


( 1 , 1 ), ( 1 , 1 )' 

( 1 , 1 ), ( 1 , 1 ), 


26: (2,2), (2,2) 27_: (-1,-1), (-1,-1) 

-1 + i-y/3 -1 - ( — 1 - W 3 -1 + iV$\ 

2 ’ 2 )\ 2 2 ) 


(3,3), (3,3) 31: (-1, -1), (-1, -1) 


EJERCICIO 45: PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR MEDIO DE 
ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 

1: 47,14 2: 55,44 3: 36,21 5: 7 metros, 24 metros 6: 8 metros 

15 metros 7: 5 centfmetros, 12 centimetros 
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3+V5 1+V5 3 - V5 

x = -g-’ y = 2 ; 35 =-2^ ’ * 


1 -V5 
2 


10: 6.47 metros, 23.20 metros ineluyendo la banqueta en el jardin 

11: 22 por 36 cendmetros 13: 3 cendmetros, 5 cendmetros 

14: 7 cendmetros, 3 cendmetros 15: Base 4 metros, altura 5 metros 

17: A 30 dias, B 20 dias 18: 25 19: 75 

21: A 300 millas por hora. B 360 millas por hora 

22: 224 kms. por hora, 160 kms. por hora 23 : 300, $3450 25: \/5 + \/S 
26: \/6 + V7 27: \/6 + \/5 29: a/6+\/2 30: V6+V3 

31: VlO +V2 

EJERCICIO 46: RAZONES Y PROPORCIONES 


1 

9 

2 

2 : ^ 

3: -1 

5: 

30 o . 880 

1 1 

7 . 10 0 



9 

$1.25 

por hora 

10 : 

$11 

por kilogramo 

11 : 

8 galletas 

por 

nino 

13 

_8_ 

14: tV 

15: 

80 

17: 4f 

18: 

2i 19: 

3 

21 : 2 

22 

1 

7 

23: 4, 

-3 

25: 

±16 26: 

±24 

27: ±4 

29: 16£ 

30 

16.2 

31: 18 

33: 

14 

34: 12 

35: 

10 



37 

x = 

o\ 

II 

38: 

x = 

18, y = 6 

39: 

H 

II 

00 

II 

10 


41 

2178 

m 42 

: 7 m 


43 : 210 kms. 





EJERCICIO 47: VARIACIONES 

1: (a) m — kn , (6) s = k/t , (c) r = ksm , (d) w = kx/y 2 2: 20 3: 6 

5: 10 6: 90 7: 72 9; 15 cendmetros cubicos 10: 10 metros 

11: $121.50 

13: La resistencia del aire para 60 kilometros por hora es_L de la resistencia 
para 40 kilometros por hora 

14: El segundo poste requiere 1.125 de la pintura empleada en el primero 
15: 78.26 kilometro por hora 17: 84.12 kilogramos 18: 5 gramos 

19: Aceleracion de la primera fuerza es_|_ de la segunda 

21: P 2 = 1.485 pi 

22: La iluminacion para 256 bujias es_|_de la iluminacion para 144 bujias 
23: La primera tiene Hr la resistencia de la segunda 25: 24 joules 
26: El primero es 22 veces el segundo 27: 670 dias 


EJERCICIO 48: OPERACIONES FUNDAMENTALES CON 
NUMEROS COMPLEJOS 


1: 

8 + hi 2: 

6+8 i 3: 3 

— i 

5: 

3-2* 6: 4 + 

7* 

7: 

-2+8 i \ 

E>: 10 + i 10: 

0 

11: 

-1 - 18* 13: 

7 + 26* 

14: 

—29 + 29i 

15: 21 + i 

17: 7 

- 24i 18: 21 +'20* 


19: 

24 + 70i : 

21: 1 + 7i 22 

l: 7 - 

9* 

23: 125 + 50* 


25: 

3 - 4i 26 

: 6 + i 27: 

-2 - 3 i 

29: 2+5* 30 

: 7 

31: 

-4 i 33: 

-1 + 3i 34: 

-1 - 

43* 

35: 15 + 6* 


37: 

(7 - 9i)/13 

38: (16 + lli)/13 

39: 

: (7 + 11*)/10 


41: 

(9 - 13i)/2 

42: (3 + %)/ 5 

43: 

(- 

-39 + 52*) /25 


45: 

-6 - 17i 

46: 1 - 17i 

47: - 

-7 - 

■ 11* 49: x = 2, 

V - 3 

50: 

x = 3, y = 5 

51: x = 6, y 

= 3 

53 

II 

CO 

<< 

II 

CO 


54: 

x = 2, y = 4 

55: x = 1, y 

= —1 


OX 

-q 

II 

to 

II 


58: 

x = 1, y = 3 

59: x = 2, y 

= 3 

61 

: x = 3, y = 2 


62: 

x = 2, y — 1 

63: x = 5, y 

= 3 
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EJERCICIO 49: REPRESENTACION GEOMETRICA DE 
NUMEROS COMPLEJOS 

NOTA: en estas respuestas se empleara cis 6 para representar cos # i sen -0- 
17: 5 + 3i 18: 5 + i 19: 5 — 7 % 21: 1 + i 22: 9i 

23: 2 25: 3 + 2 i 26: 3+2 % 27: 5 + 3 i 29: 1 + 7i 

30: l+6i 31: -3 + 7i 33: Vi cis 315° 34: Vi cis 135° 

35: Vi cis 225° 37: 2 cis 60° 38: 2 cis 300° 39: 2 cis 120° 


41: 

2 cis 150° 

42: 

46: 

13 cis arctan 

12 

5 

50: 

2 cis 180° 

51: 


2 cis 210° 43: 2 cis 30° 


47: 17 cis arctan 
cis 270° 


-15 

8 


45: 5 cis arctan 
49: 3 cis 90° 



EJERCICIO 50: REPRESENTACION POLAR DE 
NUMEROS COMPLEJOS 

1: 6 cis 30° = 3(Vi + i ) 2: cis 60° = (1 + V|i)/2 

3 : 2 cis 45° = Vi (1 + i) 5: 12 cis 30° = 6(V3 + i ) 

6: 2V6 cis 90° = 2V6i 7: 10 cis 45° = 5 V 2 (1 + i) 

9: 3 cis 30° = 1.5(V3 + i) 10: V2 cis 60° = (1 + Vsi)/V2 
11: 2 cis 135° = V2(-l + i ) 13: cis 60° = (1 + Vsi)/2_ 

14: 2 cis 150° = -V3 + i 15: 10 cis 240° = -5(1 + V3i) 

17: 4 cis 225° = -2V2(1 + i ) 18: 3 cis 135° = 1.5Vi(-l + i ) 

19: 2.5 cis( —30°) = 1.25(V3 —i) 21: 2 V 2 cis 345° 

22: 2V2eisl95 0 23 : 2V 2 cis 345° 25: 4V2 cis 45° 

26: 4V2 cis 135° 27: 4 V 2 cis 225° 29: 4 cis 180° 30: 8 cis 270° 

31: 4 cis 240° 33: cis 30° 34: cis 150° 35: cis 90° 

37: 2 V 2 cis 45° 38: cis 150° 39: .5 cis 60° 


EJERCICIO 51: POTENCIAS Y RAICES DE 
NUMEROS COMPLEJOS 

1: 2Vi cis 135° 2: 4 cis 180° 3: 4Vi cis 315° 5: 8 cis 180° 

6: 4 cis 240° 7: 16 cis 240° 9: 3125 cis 265° 50' 

10: 169 cis 225° 20' 11: 169 cis 134° 40' 13: cis 90° 

14: 243 cis 0° 15: 64 cis 180° 17: 2 1 ' 6 cis(15° + nl20°), n = 0,1,2 

18: cis(30° + tc120°), n = 0,1,2 19: 2 1/3 cis(100° + ti120°), n = 0,1,2 

21: 2 1 ' 4 cis(78°45' + ti90°), n = 0,1,2,3 

22: 2 1 ' 4 eis(15° + «90°), n = 0,1,2,3 23: 2 cis w90°, n = 0,1,2,3 

25: 2 1/5 cis(42° + «72°), n = 0, .... 4 

26: 2 1/l ° cis(63° + «72°), n = 0, .... 4 

27: 2 1/10 cis(9° + n 72°), n - 0, ...» 4 

29: 2 1/6 cis (40° + «60°), n — 0, . . . , 5 

30: 2 1/18 cis (5° + «40°), n = 0, . . . , 8 

31: 2 1/8 cis (37°30' + «45°), n - 0, .... 7 

33: 4 cis (135° + «180°), n = 0,1 34: 5 cis (45° + »180°), n = 0,1 

35: 3 cis (90° + nl20), n — 0,1,2 37: 2 cis n9 0°, n = 0,1,2,3 

38: 3 cis (45° + «90°), n = 0,1,2,3 
39: cis (18° + n72°), n = 0,1, . . . , 4 
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EJERCICIO 52: USO DE LOS TEOREMAS DEL RESIDUO 
Y DEL FACTOR 

1: 6 2: -14 3: 26 5: -7 

10: 21 11: 1 13: 4 14: 95 

38: 3, —5, 2 39: —-j, -g-, —41: 

43: -3, 1, 3 


EJERCICIO 53: DIVISION SINTETICA 

1: x 2 — 2x, —3 2: x 2 + 3x — 9, 19 3: 2x 2 — x + 5, —16 

5: — 3x 2 — x — 1, —2 6: — 2x 2 — 2x + 1, 2 7: — 2x 2 + 4x — 7, 14 

9: x 3 + 2x 2 + 3x + 6, 26 10: x 3 + 3x - 8, 35 

11: — 3x 3 + 2x 2 — 2x + 1, —2 13: x 4 — x 3 + x 2 + 2x - 8, 19 

14: x 4 - x 3 + 3x 2 + 3x + 1, —1 15: -2x 4 - 3x 3 — 2x — 3, —1 

17: 2x 2 — 2x + 1, —2 18: x 3 — 2x 2 + 5x — 10, 19 

19: x 4 + 2x 3 + 3x 2 + 6x + 13, 26 21: 9x 3 + 3x 2 + 9x + 3, -3 

22: 4x 2 + 6, -6 23: 8x 2 - 4, 2 

25: x 6 + 2x 4 + 4x 3 + 8x 2 + 16x +2, —1 
26: 3x 5 — 3x 4 + 3x 3 — 5x 2 + 5x — 6, 6 

27: 2X 4 - 6x 3 + 18x 2 + x - 3, 9 29: x 2 - 3ax + 6a 2 , -9a 3 

30: 3x 2 + 4ax + 5a 2 , 8a 3 31: 2x 3 + ax 2 + a?x + 2a 3 , 2a 4 

33: 4 34: 5 35: -10 37: 2 - 38: 3 39: -2, 5 


6 : -14 7: 67 9: 4 

15: -1 37: 1, -2, -1 

-4, 1, 1 42: 2, -1, -5 


EJERCICIO 55: LOCALIZACION DE RAICES 


En las respuestas 1 a 7, se da primero el grado y luego cada raiz seguida de su 
multiplicidad. 


1: 5; 3,2; —4, 3 

k . o. l 9- — 5 3- 
' ’ 2 ’ ’ 3 ’ ’ 


2: 5; 3, 1; -1, 1; 1,3 

— 3,4 6: 

TP 


7; —2, 2; 2, 1; —4,4 


10; JL, 1; -5 3; - ®, 6 

3 2 4 


7: 

10; JL, 4; - JL, 5; l 

2 3 2 

., 1 9: - 

10: 

— 2 y 2; entre — 2 

y — 1, 0 y 1 

y 1, 

3 y 4 


13: 

— 4 y 4; entre — 3 

y -2, -l 3 

3, 3 

y 4 


15: 

— 2 y 5; entre — 2 

y —1, 0 y 1 

17: 

— 3 y 5; entre —3 

y -2, -1 3 

18: 

— 2 y 7; entre —2 

y — 1, 0 y 1 

19: 

— 3 y 3; entre —3 

y -2, -1 3 

21: 

— 6 y 8; entre —5 

y —4, —2 

22: 

— 4 y 2; entre — 4 

y —3, —2 

23: 

— 5 y 2; entre — 4 

y — 3, —3 3 

25: 

1 y 5; entre 1 y 2 

26: 0 y 

27: 

0 y 2; entre 0 y 1 

29: —1 

30: 

— (L y 4 ; entre — 1 

y 0, 2 y 3 

33: 

Entre — 1 y —- 

-^-y 0, 3 y 

34: 

Entre — 2 y — JL, - 
2 

— JL y — 1, 3 
2 

35: 

Entre — 1 y 0, 3 y 

3i, 3iy 4 

2 2 

38: 

Entre — 1 y —• 

-i y 0, 4 y 

39: 

Entre — 2 y — JL, 

2 

— JL y 1, 0 y 
2 1 J 


11: 1 y 4; entre —1 y 0, 0 

14: 0 y 7; entre 0 y 1, 2 y 


■1, 0 y 1, 7 y 8 


31: —1 y 5, entre —1 y 0, 3 y 4 


37: 


Entre 0 y 1, 1 y-3.,_|.y 2 
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EJERCICIO 56: DETERMINACION DE RAICES 


1: 

2, 3, -1 2: 1, -1 

,4 3: 2j 

, -2, 3 

5: —1§. 2 

6: 

-i, Z\, 1 7: -b 

1, ~T 9: 

3 3 

~TS’ ~ 

\ 10: l^j 1^> § 

11: 

13: 3,2. 

, -1, -2 

14: 1, 1, 

-2, -2 

15: 

2, -2, -2, -2 17 

• Tit 2, 2, 

-J 18: 

1111 

2>2J 2> 2 

19: 

3i 2> 2 21: 

1, 1 ± V2 

22: -2 

, (i ± Vi)/2 

23: 

b (1 ± V5)/2 25: 

-b (1 ± V3i)/2 

26: i, (3±V3i)/2 

27: 

lb (-5 ± V?i)/4 

29: ±2, 1 

± i 30: 

i 2 , • 

31: 

-1, -1, 1 ± V2 i 

33: 1, -1, 

— 1, 1 ± 2i 

34: 2, 2, 2, 2 =h 2i 

1C 

CO 

1, |, -lb 1 ±V5i 





EJERCICIO 57: REGLA DE LOS SIGNOS DE DESCARTES 

1: 2, 1 2: 1, 2 3: 3, 0 5: 0, 1 6: 1,0 7: 1,0 

9: 3, 1 10: 4, 0 11: 2, 2 17: x 3 - 5x 2 + 8x — 6 = 0 

18: x 3 - 7x 2 + 19x - 13 = 0 19: x 3 - x 2 + x + 39 = 0 

21: x 4 - x 3 + 2x 2 - 4x - 8 = 0 22: x 4 - 10a; 3 + 39a; 2 — 70x + 50 = 0 

23: x 4 - 2x 3 + 6x 2 — 2x + 5 = 0 

25: x 5 - 3x 4 + 5x 3 — 15x 2 + 4x - 12 = 0 

26: x 5 + 2x 3 + 10x 2 + x + 10 = 0 27: x 5 - 2X 4 + 40x 2 - 41x - 78 = 0 


EJERCICIO 58: RAICES IRRACIONALES 

1: -1.9-, .7+, 2.2- 2: -.9+, .7+, 3.1+ 3: -1.9-, .8+, 3.1 - 

5: -1.9-, -.1-, 2.5+ 6: -2.4+, -1.6+, 1.5- 

7: -1.9-, .2-, 2.1- 9: .20 10: .77 11: .43 13: 1.91 

14: 1.88 15: 1.93 17: .18 18: 1.82 19: .75 


EJERCICIO 59: DECRECIMIENTO DE LAS RAICES DE ECUACIONES 
Y METODO DE HORNER 

1: x 3 + 6x 2 + 4x — 13 = 0 2: x 3 + 8x 2 + 14x - 7 = 0 

3: 3x 3 + 16x 2 + 32x + 23 = 0 5: x 4 + 6x 3 + 15x 2 + 18x + 9 = 0 

6: x 4 + 10x 3 + 3lx 2 + 28x — 3=0 

7: 2x 4 + 2Ox 3 + 68x 2 + 83x + 9 = 0 9: x 3 + .3x 2 + 2.03x - .799 = 0 

10: x 3 + 1.6x 2 - 1.48x + 1.648 = 0 11: 2x 3 - .2x 2 + .34x - .826 = 0 

13: .17 14: .07 15: .76 17: 1.29 18: 1.31 19: 2.82 

21: .22 22: 1.75 23: 1.73 25: 3.351 26: 2.087 

27: -3.940 29: 1.414, -1.414 30: .866, -.866 31: 2.618, .382 

33: 1.710 34: 1.817 35: 2.080 37: 1.316 38: 1.495 

39: 1.149 


EJERCICIO 60: SOLUCION DE ECUACIONES DE TERCERO 
Y CUARTO GRADOS 

1: 1, 1 + i, 1 - i 2: 2, 1 + 3i, 1 - 3 i 3: 2, 2 + 2£, 2 - 2 i 
6: 2, 2 + iV 3, 2 - iVs 6: -2, -2 + BiVz, -2 - ZiVz 
7: -3, -3 + 2iVs, -3 - 2iVH 9: 4, 1 +V 5 , 1-V3 
10: 1 , -2 + Vi, -2 - V 3 11: 1, 4 + V 3 , 4 - Vs 




13: -3, -3 + 2Vs, -3 - 2V3 14: 2 + 2 V 3 , 2 - 2 V 3 , 2 

15: 3 + 3 V 3 , 3 - 3V3, 3 17: ±1, 3, -2 18: ±2, -1, 3 

19: 1, 2,-3, | 21: ±V2, 1 , -3 22: =kV3 f - 1 , -2 

23: ±V2, ld=V2 25: 1±V3,1±V2 26: £(5 ± VI), £(3 =fc V£) 

27: 1 ± V3, l±t 


EJERCICIO 62: SOLUCION DE DESIGUALDADES 


1: 

X 

> 

— i 2: x > -f 3: 

x < f 

5: x > 1 

6: x >f 


7: 

X 

< 

-§• 9: — .3 < x < 3.3 

10: - 

1.6 < x < 3.6 


11: 

X 

< 

—4.7, x > 1.6 13: x 

> 2.2, -2 

.2 < x < 1 



14: 

X 

> 

1.4, -1.4 < x < 1 15 

c x > 1, ■ 

-2 < x < - 

-1 17: x 

> 2 

18: 

X 

> 

-4 19: x < 2 21 

: x > 2 

22: x < : 

L 23: x > 


25: 

X 

< 

2 26: x < —1.75 

27: x < 

-f 29: 

x > —1 


30: 

X 

< 

-11 31: x < 1.75 

33: -.5 

< x < 1 

34: x < f, 

x > 2 

35: 

X 

< 

— f, x > 1.5 37: x > 

1, x < f 

38: -3 

< x < .5 


39: 

X 

< 

— .5, x > f 41: x < 

— .5, 1 < x < 2 



42: 

X 

< 

-1,1.5 < x < 2 43: 

x < —1,| 

< x < 2.5 

45: -1 < 

: x < 3 

46: 

— 

-3 

< x < — 1 47: x<2 

, x > 4 

49: 2 < x 

< 3 


50: 

— 

2 
‘ 3 

^ x ^ 51: —1.5 ^ 

x < 2.5 

53: x < 

— 1, x >2 


54: 

X 

< 

t, 37 ^ 2 55: x ^ 

— 1, x > 

57: 

x > a, x < - 

-a 

58: 

Ninguna 59: a < x < —a 

61: x > 

3, x < —2 



62: 

X 

> 

1, x < -3 63: x > 3 

, x < —1 





EJERCICIO 63: EXPRESIONES EXPONENCIALES Y 
LOGARITMICAS 


1: 

3 2 = 9 

2: 6 2 = 36 

3: 2 3 = 

= 8 

5: 2- 

2 = i 

6: 

3 3 = ^y 


7: 

4 -3 = <£r 

9: 4 5 /s = 

. 32 10: 

16 3 /4 

= 8 

11: ! 

[27) 4/3 

= 81 


13: 

(i) 3/2 - I 

14: (^) 2 / 3 = f 

15: i 

(!) 5/2 = 

2 4 3 

17: 

(a 2 ) 3 = a< 

5 

18: 

(a i/3 ) 6 = a 2 19: (a 3 

)2/3 _ q2 

21: 

Iog 7 49 

= 2 

22: 

log 3 81 = 

4 

23: 

log 2 32 = 

5 25: log25 5 — ^ 

26: 

logie 2 

i 

~ 4 

27: 

log 2T 9 = 

2 

3 

29: 

l°g2 tV = 

-4 30: 

log 3 £ - - 

2 

31: log 1/8 2 = 

— 3 



33: 

lOgi/27 9 = 

-f 34: 

10g9/16 £ = 

i 

' 2 

35: 

lOgie/81 

2 7 _ 

~S - 

3 

4 


37: 

2 38: 

2 39: 2 

41: 6 

42 

: 3 

43: 4 

45 

: h 


46: 

i 47: 

i 49: | 

50: £ 

51 

. i 
• 7 

53: 4 

54: | 


55: 

10 57: 

216 58: 

256 59: 256 61 

.: 7 

62: 

5 63: 

3 

65: 

81 66: 

81 67: 

216 69: 

8 

70: 81 71: 32 




EJERCICIO 64: LOGARITMOS DE NUMEROS 


1: 

1 2 

: 0 

3: 1 

5: 2 

6: 1 7: 

0 

9: 2 10: 

-1 

11: 

-2 

13: - 

■2 14: 

-3 

15: -4 

17: 

1.5575 18: 

0.4969 

19: 

0.7945 

21: 

9.8971 - 

- 10 

22 : 8.4150 - 

10 

23: 0.6212 


25: 

7.4771 

- 10 

26: 9.7860 - 

10 27: 8.7709 - 

- 10 


29: 

8.6902 

- 10 

30: 1.4843 

31: 0.7050 

33 

: 3.1072 


34: 

4.8432 

35: 

4.4914 

37: 

7.3222 38: 

5.7910 39: 4.6117 

41: 

3.8265 

42: 

1.2840 

43: 

0.5054 45: 

9.0832 - 10 


46: 

8.8835 

- 10 

47: 2.4770 

49: 7.9646 - 

10 

50: 6.6968 

- 10 

51: 

4.8996 

53: 

8.6097 - 

- 10 

54: 2.7479 

55 

: 0.7866 


57: 

1.3911 

58: 

2.5923 

59: 

1.0082 
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EJERCICIO 65:OBTENCION DE NUMEROS A PARTIR DE SUS LOGARITMOS 

1: 563 2: 8020 3: .226 5: 259,000 6: .0406 7: 249 

9: 6.36 10: 365 11: .0000851 13: .000458 14: 805 

15: 2780 17: 754 18: 30.6 19: 8030 21: 24.8 22? 708 

23: .0179 25: .00269 26: .318 27: .0643 29: 1.49 

30: 387 31: .0508 33: 155.7 34: 41.45 35: 7974 

37: .5238 38: .03994 39 : 5.274 41: 15.89 42: .0002639 

43: 103.1 45: .09282 46: 581.6 47: 13,290,000 


EJERCICIO 66: OPERACIONES NUMERICAS CON LOGARITMOS 


1: 

12.7 

2: 5.52 

3: 3.04 

5: .000287 

6: . 

0643 

7: .00403 

9: 

7.89 

10: 34.7 

11:' 19.4 

13: 

3.91 

14: 

.0102 

15: .333 

17: 

7.92 

18: 7.84 

19: .946 

21: 

2.49 

22: 

24.7 

23: 1.52 

25: 

10.7 

26: 13.6 

27: 9.85 

29: 

3.36 

30: 

.690 

31: .346 

33: 

1,468,000 34: 

.5308 35: 

.5734 

37: 

.3939 

38: 

.7793 


39: 4.833 41: 1.120 42: 38.21 43: .003603 45: .5904 

46: 6.906 47: .01239 49: log c + log x — log (x — 3) 

50: log c + 3 log x — log (a; + 1) 51: log c + 2 log x + % log (x + 3) 

53: log c + 3 log (x + y) — \ log ix — y ) 

54: log c + 2 log x + 3 log y — 2 log (x + y) 

CX2 

55: log c — § log x — 3 log (x — y) 57: log cx 58: log- 

x — 1 

59: log C(X + 1)3 61: log ^ ~ y 62: log — 

x y/c y/x — 2y 

63: log^_f^) 


EJERCICIO 67: LOGARITMOS DE BASES DIFERENTES DE 10 


1: 3.15 
9: .164 
17: 2.94 


2: 1.65 
10: 6.52 
18: 5.45 


3: 2.20 
11: 4.63 
19: 5.77 


5: 2.34 6: 1.78 7: 1.96 

13: 3.03 14: .00952 15: 2.36 

21: 3.76 22: 2.50 23: 3.67 


EJERCICIO 68: ECUACIONES LOGARITMICAS 

1: log* y — log* 2 2: x = log* a — log* y 3: x = — *° ge - 

5: log r a + log* y 6: log* y — log* a — 1 7: log c+r y — log c+r 2 
9: (e« +e-*)/2 10: §(1 ± y/§ + 4e^) 11: 2(e^ - l)/(e^ + 1) 

13: 3 14: 4 15: 2 17: 4 18: 1 19: 3, -1 21: .187 

22: -4.440 23: .487 25: 6 26: 3 27: 30 29: 7 

30: 6 31: 5, 2 33: x = 2.548, y = .226 34: x = .6, y = .7 

35: x — 4, y — 1 37:« = 1.1929, y = .2386 

38: x = —7.22, y = —3.41 39: x = 500, y = 20 


EJERCICIO 70: PROGRESIONES ARITMETICAS 

1: 3, 6, 9, 12, 15 2: 6, 4, 2, 0, -2, -4 3: -4, -2, 0, 2, 4, 6, 8 

5: 7, 5, 3, 1, -1, -3, -5, -7 6: -6, -4, -2, 0, 2 

7: 8, 5, 2, -1, -4, -7, -10 9: 10,9,8,7,6, 5,4,3,2 
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10 : 

14, 12, 10, 

8 , 6, 4 

2 

11 : 

15, 

12, 9 

6 , 3, 

O 

1 

CO 

— 6 

13: 10 

14: 

5 

15: 

14 

17: - 

-3 

18 

0 

19 

— 13 

21 : 

63 22: 

23: 

14 

25: 

60 

26: 

12 

27 

— 

91 

29: Z 

= -5, 

s = —12 

30: 

Z = 

— 3, 5 

= 12 

31 

d = 

= 2, 

s = 

63 

33: a 

= 3, d 

= -2 

34: 

a = 

pH 

II 

"3 

1 

35: 

n — 

9, 

d = 

3 

37: n 

= 9, s = 

= —54 

38: 

n = 

9, s = 

= 9 

39: 

l = - 

-6, 

d = 

-1 

41: 

a = 17 

s = 80 

42: 

a = 

19, s 

= 44 

43 

: Z = 

z — 

-5, Tl 

= 9 




45: 

a = 

12 , n 

= 12 

46: 

a = 

z — 

9, n 

= 9 

47: 

l = —; 

3, a = 13 

49: 

5, 8, 

11 

50: 

5, 9, 13, 17 


51: 

34, 31, 28, 25, 22 

53: 286 

54: 

247 

55 

: 126 

57: $152.52 

58: 

$7.31 

59: 

$5.76 

61: 

89 

62: 

21 

63: 

$320 


65: 

$18 

66: 

$3.11 

67: 2 


EJERCICIO 71: PROGRESIONES GEOMETRIGAS 


1: 3, 6, 12, 24, 48 2: £, —1, 2, -4, 8, —16 3: —4, —12, —36, —108 

5: 8, 4, 2, 1, i, i 6: — i, i, —1, 2, — 4, 8, —16 
7: -16, ± 8, -4, ±2, -1, ± £ 9: 16, 8, 4, 2, 1, l, i 

10: 1,1, 5,25,125,625 11: 2,2,6,18, 54,162,486 13: 32 

14: 1 15: 81 17: A 18: A 19: 27 21: 31 22: 121A 

5 7 3 

23 : 781.2 25: 156.2 26: 121A 27: 29: n = 5, s = 242 

9 6 

30: n = 6, s = 126 31: s = J64 a = i 33: s = AAL, r = 2 

q 9 8 

34: s = 400, n =± 35: n = 9, a = 256 37: n = 5, l = 162 

38: n = 6, Z = 2 39: a = |_, r = 3 41: a =.|., Z = 8 

42: a = 343, 1 = 1 43: r = .5, Z = 64, r = —1.5, Z = 576 45 : 6, 12 

46 : 5,25 47: .1, 1, 2, 4 49: ±4, 8, ±16 50: ±32 

51: ±A, A, ±1, 2, ±4 53: 254 

4 2 

54: Gana $67.50 con el segundo plan 55: 2 

57: $65 796.60 58: $5 042.10 59: $81000 


EJERCICIO 72: PROGRESIONES GEOMETRICAS INFINITAS 


1: 

10 

2: 

4.5 

3: 5 5: 

10 

6: 

37.5 

7: 

20 

9: 

5 

10: 

3 

11: 

1024 

3 

_ 1024 13 

5 

1 

3 

14: 

5 

9 

15: 

70 

9 

17: 

20 

33 

18: 

14 

33 

19: 

250 

33 

21: 519 

110 

22: 

758 

165 

23: 

292 

555 

25: 

2 


26: 

3 

27: 

5 

29: 18.2 m 

30: 

18 centimetros 

31: 

20 m 



33: $1000 34: $71 000 35 : 72 centimetros cuadrados 

37: 1/2(x - 2) 38: x > 0, x < -1, l/2x 39: * > x < —1, 

1/(3* - 1) 


EJERCICIO 73: PROGRESIONES ARMONICAS 


1: 

Armonica, A, A 

9 11 

2: 

Armonica 1 , _1_ 3: Armonica, —A, 

14 17 7 

__ 1 

9 

5: 

9: 

Armonica, ?, 

’ in’ 12 

Aritmetica, 14, 17 

6: 

Armonica, JJL, 12. 7: Armonica, JL, JL_ 

7 Op; 7 9Q 7 1 q 

10: Aritmetica, -13,-17 


11: 

Aritmetica, 1,A 

6 

13 

: Geometrica, 2, 4 14: Geometrica, AZ 

8 

81 

5 16 

15: 

21: 

Geometrica, x K / ( x 
AA, 1.2 2: 11, 

7 ’ 11 ’ 

+ 

15 

16 

l) 3 , x*/(x + l) 4 17: i 18: 8 

23. 30 30 30 30 3 

11 ’ 17 ’ 30 ’ 23 29 

19: 


EJERCICIO 75: USO DE LA FORMULA DEL BINOMIO 


1: o® + 5a 4 6 + 10a 3 6 2 + 10a 2 6 3 + 5ab 4 + 6 s 

2: 6 7 + 76 6 d + 216 6 d 2 + 356 4 d 3 + 35& 3 d 4 + 216 s # + 7&d« + d 7 
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3: m® + 6m 5 ® + 15m 4 ® 2 + 20m 3 ® 3 + 15m 2 ® 4 + 6m® 6 + ®* 

5: p« — 6p 5 g + 15p 4 g 2 — 20 p 3 q 3 + 15p 2 g 4 — 6 pq s + g® 

6: a 8 — 8a 7 y + 28 a 6 y 2 — 56a 6 ?/ 3 + 70 a 4 y 4 — 56 a 3 y B + 28 a 2 y 6 — Say 1 -f- y 8 

7 : p 7 — 7 p 6 x + 21p 6 x 2 — 35p 4 x 3 + 35;p 3 x 4 — 21 p 2 x 5 + 7 px 6 — x 7 

9: x 1 + 14x®6 + 84x 5 6 2 + 280x 4 6 3 + 560x 3 6 4 + 672x 2 6 6 + 448x6® + 1286 7 
10: P 6 + 18;p 6 g + 135 p*q 2 + 540p 3 q 3 + 1215p 2 g 4 + 1458pg 5 + 729g« 

11: 256a 8 + 1024a 7 6 + 1792a®6 2 + 1792a 6 6 3 + 1120a 4 6 4 + 448a 3 6 6 + 

112a 2 b® + 16a6 7 + 6 8 

13: 64a® — 192a 5 * + 240a 4 * 2 - 160a 3 * 3 + 60a 2 * 4 — 12a* 5 + * 6 
14: 243c 6 - 405c 4 d + 270c 3 d 2 - 90c 2 d 3 + 15cd 4 - d 6 
15: x 4 — 20x 3 ?® + 150X 2 ?® 2 — 500x?® 3 + 625 m; 4 

17: a 24 - 8a 21 6 + 28a 18 6 2 - 56a 15 6 3 + 70a 12 6 4 - 56a 9 6 6 + 28a«6« - 8a 3 6 7 + 6 8 
18: 646® — 1926 5 x 2 + 2406 4 x 4 — lOOb^® + 6062x 8 — 126x 10 + x 12 
19: a 14 — 7 a 12 y 3 + 21a 10 ?/® — 35 a 8 y 9 + 35a®?/ 12 — 21a 4 ?/ 15 + 7a 2 y ls — y 21 
21: a 7 - 7a 6 + 21a 3 — 35a + 35/a — 21/a 3 + 7/a 6 — 1/a 7 
22: 32x 5 — 80x 3 + 80x — 40/x + 10/x 3 - 1/x 6 
1024 640 160 20 5x 2 x 6 

"** • 2 ;io X 7 + x 4 x ' 4 32 

25: 16a 8 - 96a®6 3 + 216a 4 6« - 216a 2 6* + 816 12 
26: 64x® + 96x 6 y 2 + 60 x 4 ?/ 4 + 2 Ox 3 ?/ 6 + -^-x 2 ?/ 8 + %xy 10 + ?/ 12 /6 4 

27: - |^a 2 6 + ^a 3 ' 2 6 2 - 240a6 3 + 2160a 1 ' 2 6 4 - 77766® 

29: a 14 + 28a 13 6 + 364a 12 6 2 + 2912a n 6 3 
30: x 23 - 69x M y + 2277 x 2l y 2 - 47,817x 20 ?/ 3 
31: y 19 - 57 y 18 c + 1539 y 17 c 2 - 26,163?/ 1 ®c 3 
33: a 40 — 20a 38 6 + lOOa^b 2 — 1140a 34 6 3 
34: x 33 + Ux^y + 55 x^y 2 + 165 x 2i y 3 

35: x 24 + 24x220 + 264x2°a 2 + 1760x 18 a 3 37: 970,299 38: 108,243,216 

39: 1.0510100501 41: -4032 x 4 y B 42: 1120a 4 6 4 43: 715&V 

45: 3432( —2) 7 x 14 46: 2268x 18 47: 24,310(3 8 )x« 49: 70 

50: 63x 5 /8 51: 53: -540x 3 y 3 54: SOa^ | 55: -2016a 5 6 4 

EJERCICIO 76: USO DE LA FORMULA DEL BINOMIO PARA 

EXPONENTES NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


1: 

3: 

6: 

9: 

11 : 


x -2 — 2x~ 3 y + 3 x~ 4 y 2 — 4 x~ 5 y 3 
a -3 + 3a -4 ?/ + 6a~ B y 2 + 10a -6 ?/ 3 


X" 


4 

a 1 ’ 2 - 

c 3/4 _|_ 


x -3 a 3x -4 a 2 


x -5 a 3 


4 

a -1/2 x 

2 

3 c~ ll4 w 


16 

a -3/2 x 2 

8 

3c~ &/i w 2 


8 

a -5/2 x 3 


7: 


2: a -1 — a -2 6 + a -3 6 2 — a -4 6 3 

5: x -1 + 3x~ 2 y + 9 x~ 3 y 2 + 27x~ 4 y 3 

x -2 2x -3 6 , x -4 6 2 4x —5 6 3 

_ 


14: 

17: x -1 
19: x - 


1 +l + 


+ 


32 

14?/ 3 


4 

2j/2 

9 1 81 

- X -3 -f- X ~ 5 — X "“ 7 

x -3 x -7 5x -11 

"3 9 81~ 

25: .908 26: .890 27: 


+ 


16 

5 c~ 9,4 w 3 


128 


10 : 6 2/3 + 
13: 


27 ^ 27 

2b~ 1/3 y 


243 

b~ 4/3 y 2 , 4b~ 1l3 y 3 

n i 


81 


1 _ 2x 5x 2 
T + ~9 


40x 3 

81 


15: 


* 


1+ ^. + 3L 2 + l^ 

^ 5 ^ 25 ^ 125 


18: V~ 2 — 2ir 5 + 3^~ 8 — 42/— 11 

21: 11.045 22: 5.013 23: 1.987 

.933 


EJERCICIO 77: INTERES COMPUESTO 

1: $853.16 2: $738.75 3: $262.40 5: $843.48 6: $3286.69 

7: $155.20 9: $1529.86 10: $6309.99 11: $9400.10 

13: $3502.82 14: $345.68 15: $581.72 17 : 3 anos 



18: 5.5. anos 19: 17 anos 21: 3.41 por ciento 22: 4.82 por ciento 

23: 4.34 por ciento 25:6.09 por ciento 26: 4.04 por ciento 

27: 5.06 por ciento 29: 8.24 por ciento 30: 6.14 por ciento 

31: 10.38 por ciento 33: $ 2039.90 34: Operacion de contado, $ 20.70 

35: Pagar al contado, $ 11.60 37: $ 19 009.90 38: 3895.80 

39: $ 17 879.44 41: 14 203 anos 42: 17 501 anos 

53: .254 anos 45: 4.02 por ciento 46: 4:51 por ciento 47: 4.31 por 

ciento 


EJERCICIO 78: RENTAS 


1: $3,949.15, $3,001.05 
3: $8,463.87, $3,143.19 
6: $60,878.88, $19,551.02 
9: $59,826.07, $29,276.64 
11: $8,707.30, $5,407.16 
14: $32,719.42, $7,949.08 
17: $34,788.79, $8,931.53 
19: $6,115.35, $4,281.72 
22: $18,793.90, $9,413.45 
26: $ 27 456.50 27: $17, 

30: $44,000 al final de 8 ai 


2: $3,315.36, $2,597.70 
5: $13,831.88, $4,498.50 
7: $174,079, $26,493.88 
10: $58,753.67, $28,802.34 
13: $149,206.02, $12,910.38 
15: $28,493.67, $9,266.91 
18: $31,817.65, $13,742.22 
21: $19,141.04, $8,008.63 
23: $67,078.24, $32,825.58 
89.20 29: $11,463.90 

)s 31: $34,931.52 


25: $13,2025.50 


EJERCICIO 79: PAGO PERIODICO, TASA Y TERMINO 

1: $875.44 2: $452.46 3: $984.21 5: $766.24 6: $362.86 

7: $158.94 9: 5.41 por ciento 10:4.30 por ciento 11:4.59 por ciento 

13: 5.72 por ciento 14: 8.94 por ciento 15: 4.34 por ciento 17: 20 anos 
18: 13 anos 19: 13 anos 21: 11 anos 22: 16 anos 

23: 12 anos 25: $5537.92 26: $38.42 27: $238.59 

29: 4.01 por ciento 30: 3.29 por ciento 31: 5.85 por ciento 


EJERCICIO 80: PERMUTACIONES DE n ELEMENTOS 

1: 1,404,000 2: 1,757,600 3: 1260 5: 60 6: 120 7: 84 

9: 36 10: 32 11: 6336 13: 90 14: 504 15: 2880 

17: 6 18: 18 19: 12 21: 720 22: 120 23: 290 


EJERCICIO 81: PERMUTACIONES DE n ELEMENTOS EN GRUPOS DE r 
ELEMENTOS; PERMUTACIONES CON ELEMENTOS 
REPETIDOS 

1: 2520 2: 12 3: 604,800 9: 4,989,600 10: 3780 

11: 3360 13: 3,628,800 14: 362,880 15: 39,916,800 

17: 55,440 18: 6720 19: 60 21: 720 22: 120 23: 1800 

25: 7,257,600 26: 103,680 27: 720 


EJERCICIO 82: COMBINACIONES 

1: 56,286 2: 330,171 5: 1820 6: 38,760 7: 84 9: 364 

10: 28 11: 55 13: 119 14: 77 15: 1925 17: 10,788,000 

18: 77,647,500 19: 1440 21: 2160 22: 420 23: 203 

25: 63 26: 32 27: 56 
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EJERCICIO 83: PROBABILIDAD EMF1RICAY EXPECTATION 


1: 

9: 

15: 

22 : 

27: 


iii 
4 > 2^6 

111 
6 > 2 

1 1 

435» TA 5" 

s 3 5 23: 


2 : 

10 : 


4 5 

T1T> 

_ 1 _ 5 A 

36> ‘S'ej 6 
17. 351 

1 * • 4060 

1 3 

24> 8 


Q. I I 
O. 4, 2 


n . 3_ 

• TOT 


18: $.57^ 19: 


k. _8 _ a. AX 

D. 81 D. gl 

IQ. A A X 

- 1 - 0 * 9» 9’ 9 


14: 


3 5 

T~3> T~^ 


25: [(I3!) 5 39!]/[(7!6!) 4 52!] 26: 


7* -1 

* • 9 

1 3_A 4 

22 > 9.9 f * 5 ^ 

91 - _3_ 3 

160) 4 

1 1 
132) 132 


.6779, .4514 29: .5525, .7926 30: $3693.44 31: $152.43 


EJERCICIO 84: PROBABILIDAD DE SUCESOS DEPENDIENTES E 
INDEPENDIENTES 


1: 

6 : 

13: 

21 : 

27: 


.15, .35 
i i 

16) 192 
_i_ i 
10O) 5 0 
1 3 

14 5 8 
1 2 40 

91» 91) T~5 


9 • _ 3 _ 

16 

7: 

14: i 

99 . 1 

54 


1 0 


3: Juan -g^-, Tomas xeV> Guillermo 8 % 

Q. A _1 _ 1 A. _7_ 

8) 120 - LU * 48) 

1C. 3 17. 10 83 

200 A 4 • 8000 

23: 2 4 2 9 5» 25: 26: 

29; .260 30: .898 31: .0644 


wko 

i 

3 


7 

19 2 
18: 


5: 


11 . _jz_ 

AJ -* 12 


1 

T5 

1 

2 0 > 


5 

T2 


19: 


10 0 


_5 
1 8 


EJERCICIO 85: PROBABILIDAD DE PRUEBAS REPETIDAS 

1: 125/3888,23/648 2: 1701/10 7 , 1765/10 7 3: .01536, .01696 

5: 203/23328 6: 6125/725,594,112 7: 96/625, 112/625 

9: 2,80/243 10: 78,125/^5,038,848 11:^6048/78,125 

13: 133/91,125 14: 43,681/5,717,741,400,000 17: § 18: .451 

19: ^ 

EJERCICIO 86: DESARROLLO DE DETERMINANTES 

1: 7 2: 10 3: 9 5: 14 6: 19 7: 17 9: mas 

10: mas 11: menos 13 : menos 14 : mas 15: mas 

17: -1 18: 10 19: -2 21: 19 22: -100 23: 8 

33: -119 34: 63 35: 13 37: 28 38: 202 39: 2 

41: a 2 b(a — b ) 2 42: — ab(a + b)(a — b ) 2 43: —ad — 2bc 

EJERCICIO 87: MANIPULACION Y DESARROLLO DE 
DETERMINANTES 

9: 35 10: 18 11: -16 13: 30 14: 35 15: 10 

17: -8 18: 5 19: 6 21: -16 22: -24 23: 500 

25: -7 26: 28 27: -16 


EJERCICIO 88: SOLUCION DE ECUACIONES MEDIANTE 
DETERMINANTES 


1: 

X 

= 

1, 

y 

= 

2 


2: 

X 

= 

3, y = 

2 S: x = 2,y 

= 3 



5: 

X 

= 

1, 

y 

= 

2, 

z 

= 3 


6 

: x = 

2, y = -1, z= — 

-2 



7: 

X 

= 

3, 

y 

= 

— 

2, 

z = 

— 

1 

9: 

x = y = z = 

1 



10: 

X 

= 

— 

2 

3 9 

y 

= 

i 

4> 

z = 

1 

2 


11: x = f, y = z 

i 

= —^ 



13: 

X 

= 

1, 

y 

= 

— 

1, 

z = 

— 

2, 

w = 2 

14: x — 2, y 

= -2, 

z = 0, 

w = 1 

15: 

X 

= 

1, 

y 

= 

— 

2, 

z = 

2, 

w 

= -1 

17: x — 1, y 

= -2, 

z = 3, 

w — 2 

18: 

X 

= 

4, 

y 

= 

— 

3, 

z — 

2, 

w 

= 7 

19: x — 3, y = 

— 2, z 

= 1, w 

= -3 

21: 

X 

= 

a. 

y 

= 

— 

a, 

z = 

2 a 

22: 

x = a, y = b, z = 

ab 



23: 

X 

= 

a. 

y 

= 

— 

b, 

z = 

b. 

w 

= —a 

25: i 3 1 

26: y 

= -2 


27: 

z 

= 

2 














434 


RESPUESTAS 





EJERCICIO 89: PRUEBA PARA SOLUCIONES DE CONJUNTOS 
nr FrUACIONES 

1: x = S, y = —1, z = 2 2: x = 2, y = 1, z = 1 

3: No hay soluciones no triviales 5: x = 3, y = —1, z = 4, w = 2 

6: No hay soluciones no triviales 7: * = 1, t/ = l, z = l, w = l 

17: x — —2, y = 3 18: x = 4, y = — 5 19: No hay solucion 

21: a: =2 ,y= —1, z = 3 22: No hay solucion 23 : x — 4, y = — 3, z = 3 


EJERCICIO 90: DESCOMPOSICION DE FRACCIONES EN FRACCIONES 
PARCIALES, CASO I 


1 : 

5: 

9: 

13: 

15: 

18: 

21: 

23: 


2 

6 

o. 6 

3 

3* 3 2 

X — 1 

3x - 2 

2 x -j- 3 3? -j- 3 

* 3x + 7 2x + 5 

1 _L_ 3 

fi. 10 

6 

rj. 6 3 

2 x -f- 1 

x — 3 

3x -f- 5 x 3 

* 5x - 8 3x - 4 

5 

4 

10- 6 

3 

11* 4 5 - 

x - 3 

x — 4 

' 2x - 

5 2x - 1 

' 3x - 7 2x - 1 

4 

1 

1 

14- 3 

2 1 2 

2x + 1 

x + 2 

x — 3 

3x — 2 

x + 5 2x + 1 

3 

3 

4 

17* 2 

, 1 3 

x + 1 

3x - 5 

2x + 7 

‘ 2x - 3 

x + 4 3x — 1 

1 . 

2 

3 

19* 1 

4 1 

x + 6^ 

2x 3 

x + 2 

‘ 3(x + 4) 

3(4x - 5) 2x - 3 


3 + 


2 

x + 1 





x 


5 

2x + 1 


+ 



EJERCICIO 91: DESCOMPOSICION DE FRACCIONES EN FRACCIONES 
PARCIALES, CASO II 

1. 3 2 _3_ 2 _ 2 1 

' (x +1)2 " r x + 1 ■ (x - 4) 2 x - 4 ' (3x - 1)2 _r 3x — 1 

r. 2 | 3 4 6 . 5 3 41 

‘ (x + l) 3 ^ (x + l) 2 (x + 1) ' (2x - 3) 3 ^ (2x - 3)2 2x - 3 

7 . _6_5 3 Q . 2 _5 3 

' (3x + 2) 3 (3x + 2)2 -r 3x + 2 ' 2x - 1 x - 4 “ r (x - 4) 2 

10- 2 _L_ + 5 n- 2 __3_1_ 

‘ 2x + 3 3x - 1 ^ (3x - l) 2 ‘ 5x + 2 2x - 7 (2x - 7) 2 

13 . 2 _3_5 4 

2x + 1 j x — 4 x + 1 (x + l) 2 

14 . 2 3 3 2 

' x + 1 x — 1 x + 2 (x + 2) 2 

15- 2 2 I 3 3 

'2x+l x-2 + 2x-3 (2i-3) ! 

17: 2 + x + 1 ~ (x + 1)2 v 18: 3 + X - 3 “ (x - 3)2 

19- i i ^ _ 2 __ ^ 

^ 2x + 1 x —2 (x - 2)2 

EJERCICIO 92: DESCOMPOSICION DE FRACCIONES EN FRACCIONES 
PARCIALES, CASO III 

1- 1 _ x + 3 „. 3 2x — 1 1 2x — 5 

' x — 1 x 2 +2 ‘x + 1 x 2 + 1 ‘ x — 3 -x!L+ x + 1 
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5: 

7: 

10: 

13: 

15: 

18: 


2 _1 . x - 4 2 3 x - 5 

x — 1 2x + l x 2 +3 'x + 5 _r 2x — 1 x 2 + 3 

2 1 2x — 1 1 2 2x — 3 

x - 3 + 3x + 1 x 2 - x + 2 9: x - 1 (x - l) 2 + x 2 + 1 

2 1 3x + l 3 1 x - 3 

x - 2 + (x - 2) 2 x 2 + 5 11: x - 2 (x - 2) 2 + x 2 + x + ] 

3x — 1 x — 1 2x — 5 x — 2 

x 2 + 2 — x 2 - 2 14: x 2 - 3x - 1 “ i ~ x 2 + 1 

x - 3 2x + 1 o . 1 x ~ 1 

x 2 -5 _r x 2 -x+3 ^ x + 1 x 2 + l 


2 

2x - 3 


x + 3 


x + 5 
- 3x + 2 


EJERCICIO 93: DESCOMPOSICION DE FRACCIONES EN FRACCIONES 
PARCIALES, CASO IV 


1: 

3: 

6: 

9: 

11 : 

14: 

15: 


x+2.2x + l n 2x — 3 3x + l 
x 2 — 2 + (x 2 - 2) 2 2: x 2 + 3 (x 2 + 3) 2 

2x + l x — 5 ^ x 2x — 3 

x 2 - x - 3 + (x 2 - x - 3) 2 5: x 2 + 1 ~ (x 2 + l) 3 

x 2x — 5 x x—2 x+2 

(x 2 + 2) 2 + (x 2 + 2) s 7: x 2 + x - 1 + (x 2 + x - l) 2 “ (x 2 + x - l) 3 

2 x — 1 in 2 1 2x — 3 

x 2 + (x 2 + 3x - l) 2 10: x _ x 2 + 2 “ (x 2 + 2) 2 

1 2x — 1 x + 3 1 _ 3x 

x 2 x 2 + 3x - 1 ^ (x 2 + 3x - l) 2 6: x 2 - 3 (x 2 - 3) 2 ^ x 

3 2 2x - 1 

x - 1 + x 2 + 2 (x 2 + 2) 2 

2 _x_ 2x — 1 

2x — 1 x 2 — x + 1 (x 2 — x + l) 2 
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abscisa La distancia dirigida medida perpen¬ 
dicular desde el eje de las Y hasta un punto, 
en un sistema de coordenadas cartesianas 
( q.v .). Consultese: ordenada, origen. 
alternacion La proporcion obtenida de una 
proporcion dada mediante el intercambio de 
los medios o de los extremos. 
amplitud El angulo formado entre el lado 
positivo del eje de las X y el segmento de 
recta desde un punto del piano complejo 
(q.v.) al origen. Tambien se l’e llama argu¬ 
ment) del numero complejo correspondiente. 
Consultese: coordenadas polares 
anualidad Vease renta. 
aTgumento Vease amplitud. 

axioma Una proposicion que se acepta sin 
demostracion. 

binomio Una expresion algebraica que con- 
tfene exactamente dos terminos. 

Capital Una cantidad de que se invierte para 
producir interes 

caracteristica La parte entera del logaritmo 
decimal de un numero. Por ejemplo, en log.. 
20 = 1.3010, la caracteresica es 1 y la manti- 
sa (q.v.) es .3010. Consultese: logaritmos de 
Briggs. 

cero de una funcion Un valor de la variable 
que anula a la funcion. Por ejemplo, si f(r) 
— O, entonces r es un cero de la funcion /. 
c err ado Dicese de un con junto de numeros, 

cuando el resultado de una operacion efec- 


tuada con dos elementos del con junto es de 
nuevo un elemento del con junto. 
coeficiente Vease coeficiente numerico. 
coeficiente numerico. El numero que aparece 
como factor en una expresion. 
constante Una variable cuyo valor no cambia 
en un problema determinado. Consultese: 
termino constante, variable. 
constante absoluta Una constante (q.v.) cu¬ 
yo valor nunca cambia; por ejemplo, cual- 
quier numero, como el 3. 
coordenadas La abscisa y la ordenada (q.v.) 
de un punto en un sistema de coordenadas 
cartesianas; en general, los simbolos, gene- 
ralmente numericos, que sirven para loca- 
lizar un punto en cualquier sistema de coor¬ 
denadas. 

coordenadas cartesianas Un sistema de coor¬ 
denadas formado por dos rectas que se in- 
terceptan perpendicularmente, llamadas eje 
de las X y eje de las Y. Tambien se llaman 
coordenadas rectangulares. 
coordenadas polares Un sistema de coordena¬ 
das que emplea el radio vector r de un punto 
y el angulo 6 formado entre el radio vector 
y la parte positiva del eje de las X. Las coor¬ 
denadas polares de un punto P son entonces 
r y 0, escribiendose (r.6). 
coordenadas rectangulares Vease coordenadas 
cartesianas. 

corchetes Los simbolos de agrupacion [ ]. 
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cuadrado La palabra usada para representar 
el resultado de elevar un numero o un mul- 
tinomio a la segunda potencia (q.v.) 
cuadrado perfecto un entero que es el cua¬ 
drado de otro entero o un multinomio que es 
el cuadrado de otro multinomio 
cubo La palabra que designa el resultado de 
elevar un numero o un multinomio a la ter- 
cera potencia (q.v.) 

desigualdad Una proposicion que representa 
que una expresion es mayor que (simbolica- 
mente >), o menor que (simbolicamente 
<), otra expresion. 

desigualdad absoluta Una desigualdad (q.v.) 
que es verdadera para todos los valores reales 
de una variable. 

desigualdad condicional Una desigualdad (q. 
v.) que es verdadera para algunos valores 
reales de la variable y que es falsa para otros. 
diferencia comun El numero que debe sumar- 
se a cualquier termino de una progresion arit- 
metica (q.v.) para obtener el termino siguien- 
te. 

digito Cualquier a de los diez numeros 0, 1, 2, 

9 (proviene de la expresion latina que signi- 
fica dedo). 

discriminante El numero b 2 —4 ac, en donde 
a, b y c son los coeficientes de la ecuacion 
de segundo grado ax + bx + c = 0. Con¬ 
sultese: formula de la ecuacion de segundo 
grado. 

dividiendo Vease division. 

division La operacion inversa de la multipli- 
cacion en un sistema numerico. La solucion 
de la ecuacion bx = a, en donde a es el divi- 
dendo, b es el divisor y x es el cociente. 
divisor Vease division. 

dominio El conjunto de los valores permisi- 
bles de la variable independiente de una fun- 
cion (q.v.). Consultese: variable dependiente. 
ecuacion Una proposicion que establece que 
dos expresiones, de las cuales por lo menos una 
contiene una incognita, son iguales. 
ecuacion condicional Una ecuacion que es ver¬ 
dadera para algunos valores de sus incognitas 
y que es falsa para otros valores de ellas. 
ecuaciones consistentes Un sist,ema de n ecua- 
ciones de primer grado con n incognitas que 
tiene solo una solucion. 

ecuacion cuadrdtica Vease ecuacion de segun¬ 
do grado. 

ecuacion de primer grado Una ecuacion en la 
que la incognita aparece unicamente a la pri- 
mera potencia y en forma de numerador. 


ecuacion degradada Si F(x) = (x — r)G(x ), 
entonces G(x) =0 se llama ecuacion degra- 
gradada con respecto a ^ = r. Esta construc- 
cion constituye un proceso util en la resolu- 
cion de ecuaciones polinomiales. 
ecuaciones dependientes Dos ecuaciones de 
primer grado relacionadas de tal modo que 
una puede obtenerse de la otra mediante la 
multiplicacion de cada termino por una cons- 
tante adecuada. 

ecuacion de segundo grado Una ecuacion del 
tipo ax 2 + bx + c = 0, en donde a, b y c son 
numeros reales. 

ecuaciones equivalentes Dos ecuaciones en las 
que toda solucion de una de ellas es solucion 
de la otra. 

ecuacion exponencial Una ecuacion en la cual 
la incognita aparece como exponente (q.v.). 
ecuacion homogenea Dicese de las ecuaciones 
en las que todos los terminos son de un mis- 
mo grado en la incognita; como consecuencia 
el termino constante es igual a cero. 
ecuaciones inconsistentes Dos ecuaciones de 
primer grado con dos incognitas que no tienen 
solucion comun. Consultese: ecuaciones de¬ 
pendientes. 

ecuacion lineal Vease ecuacion de primer gra¬ 
do. 

ecuacion logarhmica Una ecuacion en la que 
aparece el logaritmo de la incognita. 
entero positivo Dicese de los numeros emplea- 
dos en la aritmetica para contar. 
expectacion matematica El producto de una 
cantidad ofrecida como premio por la proba- 
bilidad de obtener dicho premio. 
exponente El numero escrito arriba y a la de- 
recha de otro numero y que denota el nume¬ 
ro de veces que el ultimo numero aparece co¬ 
mo factor en un producto. 
expresion Up numero, o variable, o una com- 
binacion de ambos obtenida mediante opera- 
ciones algebraicas. Consultese: termino. 
extremos Los terminos primero y cuarto de 
una proporcion (q.v.) cuando esta escrita en 
la forma a:b = c:d o a/b = c/d. 
factor Un divisor exacto de una expresion. 
factor comun Un numero o expresion alge- 
braica que es factor (q.v.) de dos o mas ter¬ 
minos. 

factorial de n El producto del entero positivo 
n con todos los enteros positivos menores que 
n ; por ejemplo, si n — 4, el factorial de n es 
4x3x2xl = 24. Se simboliza con n ! 
factorizar Descomponer una expresion en sus 
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factores. 

forma polar de un numero complejo La ex- 
presion de un numero complejo (q.v.) a + bi 
en terminos de su radio vector r cuyo valor es 
el modulo (q.v,), y del angulo formado por 
el radio vector y la parte positiva del eje de 
las X; es decir, r(cos 0 + isen#) en donde 
r = Va 2 - + b 2 y 6 = arctan b/a. 
formula de la ecuacion de segundo grado La 
formula 

— b ± Vb 2 — 4 ac 

x =- 

2a 

la cual produce las raices de la ecuacion de 
segundo grado ax 2 + bx + c = 0. Consultese: 
discriminante. 

fraccion El cociente indicado de dos numeros 
o expresiones; si la fraccion es N/D; N se 
llama numerador y D se llama denominador. 
fraccion compleja Una fraccion que contiene 
fracciones en su numerador, en su denomina¬ 
dor o en ambos. 

fracciones par dales Fracciones de formas sen- 

cillas en cuya suma puede descomponerse cual- 
quier fraccion racional. 

funcion Con junto de pare j as ordenadas (x,y) 

relacionadas de tal modo que a cada 3 ; corres- 
ponde por lo menos una y. 
grado de un multinomio La mayor suma de 
exponente ( q.v .) de las variables que se pue¬ 
de obtener al considerar por separado los ter¬ 
minos del multinomio. 

grafica Un diagrama basado en un sistema de 
coordenadas tales como el cartesiano o el po¬ 
lar (q.v.), y cuyo proposito es ilustrar alguna 
relacion entre datos numericos. Tambien se 
aplica al lugar geometrico de los puntos cu- 
yas coordenadas satisfacen una ecuacion. 
identidad Una ecuacion que es verdadera pa¬ 
ra todo valor permisible de las variables que 
contiene. 

indice de un radical Un numero colocado so- 
bre el simbolo radical y que indica la raiz 
que debe extraerse. 

inversion Un canibio en el orden de los ter¬ 
minos de una proporcion (q.v.) que se efec- 
tua invirtiendo cada razon. Asi, por inversion, 
a/b = c/d es equivalente a b/a — d/c, o bien 
a:b = c:d es equivalente a b:a = d:c. 
ley asociativa Principio fundamental de un 
sistema numerico que expresa que la suma 
(o el producto) de tres numeros encontrada 
efectuando la suma (producto) de los dos 
primeros y luego sumando (multiplicando 


por) el tercero, o bien encontrando la su¬ 
ma (producto) de los dos ultimos y luego 
sumando (multiplicando por) el primero, es 
la misma. 

ley conmutativa Principio fundamental de 

un sistema numerico que expresa que la suma 
(o el producto) de dos numeros encontrada 
sumando el primero con el segundo (multi¬ 
plicando el primero por el segundo) y la en¬ 
contrada sumando el segundo con el primero 
(multiplicando el segundo por el primero) es 
la misma. 

ley distributativa Principio de un sistema 

numerico que relaeiona la suma con la multi- 
plicacion en la forma siguiente: si a, b y c son 
elementos del sistema, entonces afb + c) = 
ab + ac. 

logaritmo El exponente que indica la potencia 
(q.v.) a la que debe elevarse un numero 11a- 
mado base para producir un numero dado. 
Por ejemplo, el logaritmo de 100 en la base 
10 es 2. Consultese: logaritmos de Briggs, 
logaritmos naturales, mantista, caracteristica. 

logaritmos decimoles Vease logaritmos de 
Briggs. 

logaritmos de Briggs Sistema de logaritmos 
(q.v. ) con base 10. Tambien 11amados logarit¬ 
mos decimales. 

logaritmos de Napier Vease logaritmos natu¬ 
rales. 

logaritmos naturales Sistema de logaritmos 
(q.v.) con base e = 2.7182818. Tambien se lla- 
man logaritmos de Napier. 

Haves Los simbolos de agrupacion { }. 

mantista La parte decimal positiva de un lo¬ 
garitmo decimal. Por ejemplo, en log 20 
= 1.3010, la mantista es .3010 y la caracteris¬ 
tica (q.v.) es 1. 

medio (s) armonico(s) El term in o o terminos 
entre dos terminos dados cualesquiera de una 
progresion armonica (q.v.). 

medio(s) aritmetico(s) El termino o terminos 
entre dos terminos dados cualesquiera de una 
progresion aritmetica (q.v.). 

medio(s) geometrico(s) El termino o terminos 
entre dos terminos dados cualesquiera de una 
progresion geometrica (q.v.). 

media proporcional Los terminos segundo o 
tercero de una proporcion (q.v.) en el caso 
en que sus valores son iguales: por ejemplo, 
b en a:b = b:c: de donde b = ± Vac. Tam¬ 
bien se llama medio geometrico. 

miembros Las expresiones que aparecen a la 
izquierda y a la derecha del signo de igualdad 
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en una ecuacion. 

minimo comun multiplo El menor numero que 
es divisible por cada uno de los elementos de 
un con junto de numeros; o el multinomio de 
menor grado (q.v.) y con los menores coefi- 
cientes enteros, que es divisible por cada uno 
de los elementos de un conjunto de multino- 
nios. Se abrevia M. C. M. 
minima expresion Dicese de una fraccion cu- 
yo numerador y denominador no tienen fac- 
tores comunes mayores que 1. 
modulo La distancia del origen (q.v.) al pun- 
to del piano complejo (q.v.) que representa a 
un numero complejo (q.v.) Tambien se llama 
valor absoluto del numero complejo y radio 
vector del punto que representa al numero 
complejo. 

monto compuesto La cantidad obtenida al su- 
mar el capital con el interes de un periodo 
dado. 

multinomio Una expresion que contiene mas 
de un termino. 

multinomio factorizable Un multinomio (q.v.) 
con coeficientes racionales que pueden expre- 
sarse como el producto de dos o mas multino- 
mios con coeficientes racionales. Consultese: 
coeficiente numerico. 

multinomio irreducible Un multinomio que 
no puede ser faetorizado. 
multiplicacion Nombre de una de las opera- 
ciones algebraicas basicas, definida en la arit- 
metica como la adicion de un numero (mul- 
tiplicando) un cierto numero de veces( multi- 
plicador). El resultado de esta operacion se 
llama producto. 

multiplicando Vease multiplicacion. 
multiplo comun Un numero que es divisible 
entre .jcada uno def los elementos de un con- 
junto de numeros; por ejemplo 64 es divisible 
entre 8, 4 y 2. Consultese: minimo comun 
multiplo. 

numero complejo Un numero de la forma 
a + ib, en donde a y b son numeros reales 
(q.v.) e i = V —1. 

numero complejo conjugado Cualquiera de 
los dos numeros complejos (q.v.) que solo 
difieren en el signo de sus partes imaginarias. 
Por ejemplo, e + bi y a — bi son conjugados. 
numero imaginario La raiz cuadrada de un 
numero negativo. ConsiiPese: numero real. 
numero imaginario puro El numero complejo 
a + bi en donde a — 0. 
numero irracional Un numero real que no 
puede expresarse como el cociente de dos en¬ 


teros. Consultese: Numero racional. 
numero primo Un entero positivo mayor que 
1 que no tiene factores enteros con excepcion 
de el mismo y 1. Consultese: multinomio irre¬ 
ducible. 

numero racional Un numero real que puede 
expresarse como el cociente de los enteros. 
Consultese: numero irracional. 
numero reales El conjunto de numeros que 
comprende a todos los numeros racionales y a 
todos los numeros irracionales (q.v.). 
ordenada La distancia dirigida medida per¬ 
pendicular desde el eje de las X hasta un 
punto en un sistema de coordenadas cartesianas 
(q.v.). Consultese: abcisa, origen. 
origen Punto de referencia en un sistema de 
coordenadas. En el sistema cartesiano (q.v.) 
es la interseccion de los ejes de las X y de las 
Y. Consultese: abscisa, ordenada. 
operaciones fundamentales Adicion, sustrac- 
cion, multiplicacion y division. 
pago periodico La suma invertida al principio 
o al final de cada intervalo igual al periodo 
de una renta (q.v.) 

parentesis Los simbolos de agrupacion ( ). 

permutacion Cada uno de los posibles arre- 
glos y ordenamientos de un conjunto de n 
elementos. 

periodo de capitalizacion El tiempo entre dos 
sum as consecutivas del capital con el interes. 
periodo de una renta El tiempo entre dos pa- 
gos consecutivos de una renta (q.v.). 
pi 6 7r El cociente quo se obtiene al dividir 
la longitud de una circunferencia entre su 
diametro. 

piano complejo El piano determinado por dos 
rectas que se intersectan en angulo recto (11a- 
madas eje de los re ales y eje de los imagina- 
rios) en el cual pueden localizarse los nume¬ 
ros complejos. 

polinomio Una expresion de la forma . 

en donde n es un entero positivo y cada ai , 
i — l e, . . . , n, es un numero complejo. 
posicion de referencia La posicion del punto 
decimal en un numero igual o mayor que 1 
y menor que 10. 

potencia El resultado de tomar un numero 
o una expresion varias veces como factor. Por 
ejemplo, a”, que es la enesima potencia de a, 
es el resultado de tomar < 2 , n veces como fac¬ 
tor, en donde n es un entero positivo. 
probabilidad El numero p, 0 jg p ^ 1, asigna- 
do para medir la oportunidad de que ocurra 
un su6eso simple. Consultese: probabilidad 
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empirica. 

probabilidad empirica La probabilidad ( q.v .) 
expresada como h/n de que un evento ocurra 
en una prueba cuando la experiencia ha mos- 
trado que ocurre h veces en n pruebas. 
producto Vease multiplicacion. 
progresion aritmetica Una sucesion de nume- 
ros relacionados de tal modo que cada ele- 
mento despues del primero puede obtenerse 
del elemento inmediatamente anterior suman* 
dole una cantidad fija, llamada la diferencia 
comun. 

progresion armonica Una sucesion de nume- 
ros cuyos reciprocos {q.v.) forman una pro¬ 
gresion aritmetica ( q.v .) 
progresion geometrica Una sucesion de nume- 
ros relacionados de tal modo que cada ele¬ 
mento despues del primero puede obtenerse 
multiplicando el elemento inmediatamente an¬ 
terior por un numero fijo llamado la razon 
comun. 

proporcion La proposicion que expresa la 
igualdad de dos razones. 
raiz cuadrada Nombre ^de cada uno de los dos 
factores iguales cuyo producto es un numero o 
un multinomio. 

raiz cubica Nombre de cada uno de los tres 
factores iguales cuyo producto es un numero o 
un multinomio. {q.v.) 

raiz de una ecuacion Un valor de la incognita 
que satisface la ecuacion. 
raiz de un numero Un numero que al multi- 
plicarse por si mismo un numero especificado 
de veces, produce el numero dado. 
raiz enesima principal La raiz enesima real 
positiva de un numero en caso de que esta 
exista, en el caso contrario, la raiz enesima 
real negativa. 

razon La division indicada de una cantidad 
entre otra. 

razon comun El numero por el cual debe 
multiplicarse cualquier termino de una pro¬ 
gresion geometrica {q.v.) para obtener el si- 
guiente termino. 

reciproco Un numero es el reciproco de otro 
si el producto de ambos es 1, 
renta Sistema de pagos iguales hechos al 
principio o al final de intervalos iguales. 
renta vencida Sistema de pagos iguales hechos 


al final de intervalos iguales. 
solucion trivial Solucion de un sistema de 
ecuaciones homogeneas de primer grado 
{q.v.) en la que el valor de cada incognita 
es igual a cero. 

sucesos dependientes Sucesos relacionados de 
tal modo que la ocurrencia de una afecta a 
la probabilidad de la ocurrencia de otro. 
Consultese: sucesos independientes. 
sucesos independientes Sucesos relacionados 
de tal modo que la ocurrencia de uno no 
afecta la probabilidad de la ocurrencia de 
otro. Consultese: sucesos dependientes. 
tasa efectiva La tasa anual con la que au- 
menta el capital si la tasa nominal j es 
capitalizable m veces por a no. Consultese; 
tasa nominal. 

tasa nominal Tasa con periodo de capitaliza- 
cion diferente de un ano. Consultese: tasa 
efectiva. 

termino Una expresion {q.v .) que consta de 
un numero, de una variable, o de una com- 
binaeion de ambos empleando unicamente 
las operaciones de multiplicacion y division. 
valor absoluto El valor absoluto de un nu¬ 
mero real a es a si a es mayor o igual que 
cero, y es —a si a es menor que cero. Se llama 
tambien valor numerico. 
valor actual El valor de un renta {q.v.) al 
principio de su termino. 
valor numerico Vease valor absoluto. 

variable Un simbolo que representa a cual- 
quiera de los elementos de un con junto de 
numeros. Consultese: constante. 
variable dependiente La variable {q.v.) cuyos 
valores admisibles son los segundos elemen¬ 
tos de las pare jas ordenadas que forma una 
funcion ( q.v .). 

variable independiente La variable cuyos va¬ 
lores admisibles son los primeros elementos 
de las parejas ordenadas que forman una 
funcion. 

variacion El comportamiento de una variable 
dependiente {q.v.) debido a un cambio en la 
variable dependiente. Si y — kx , se dice que 
y es directamente proporcional a x. Si y = 
k/x , se dice que y es inversamente propor¬ 
cional a x. Si w — kxy , se dice que w es 
conjuntamente proporcional a x y a y. 
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